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Einleitung. 

Die  Aufgabe,  den  Anlheil  zu  bestimmen,  welchen  die  einzelnen 
Muskeln  an  der  Hervorbringung  bestimmter,  im  Leben  häufig  vor- 
kommender Bewegungen  des  gesummten  menschlichen  Körpers,  wie 
z.  B.  beim  Gehen,  Laufen,  Schwimmen,  Turnen  u.  s.  w.  haben,  ist 
in  hohem  Grade  geeignet,  das  Interesse  der  Anatomen  und  Physio- 
logen in  Anspruch  zu  nehmen.  Denn  die  gemeinsame  ThUtigkeit  der 
Muskeln  ist  bei  allen  diesen  Bewegungen,  sobald  der  Mensch  in 
ihnen  eine  gewisse  Sicherheit  erlangt  hat,  eine  sehr  geordnete  und 
gleichmassige.  Obgleich  •  beispielsweise  die  Kinder  zunächst  nur  die 
allerungeschicktesten  Bewegungen  machen,  welche  bei  verschiedenen 
Kindern  ganz  verschieden  ausfallen,  so  lernen  sie  doch  alle  schliess- 
lich in  gleicher  Weise  gehen.  Die  Folge  und  Art  der  Bewegungen 
beim  Gang  ist  bei  allen  Menschen  dieselbe  und  wird  höchstens  durch 
die  etwas  verschiedenen  Dimensionen  der  Knochen,  die  verschiedene 
Gestaltung  der  Knochenenden  und  die  verschiedene  Massenvertheilung 
im  Körper  in  geringem  Grade  modificirt.  Es  fällt  daher  jedem  Muskel 
bei  der  Fortbewegung  des  Menschen  eine  ganz  bestimmte  Rolle  zu. 

Wenn  es  gelingen  sollte,  diese  Rolle,  welche  jedem  einzelnen 
Muskel  bei  den  Bewegungen  des  Gehens,  Laufens  u.  s.  w.  zugetheilt 
ist,  aufzudecken,  d.  h.  also  die  Kräfte  zu  bestimmen,  mit  welchen, 
und  die  Reihenfolge,  in  welcher  die  einzelnen  Muskeln  dabei  thätig 
sind,  so  wäre  diese  Kenntniss  für  die  Anatomie  und  Physiologie, 
insbesondere  für  die  Physiologie  der  Rückenmarksnerven  von  der 
allergrösslen  Bedeutung. 

Leider  sind  wir  von  einer  Lösung  dieser  Fragen  noch  weit 
eutfeiiit. 


.  ••    •  • 


Otto  Fischer, 


.-/.  DV  Grund  hierfür  Ist  wohl  theils  in  den  nicht  unbedeutenden 
.  •'. Schwierigkeiten  zu  suchen,  welche  infolge  der  Natur  der  Aufgabe 
••*'  einer  vollständigen  Lösung  entgegenstehen,  theils  in  dem  Umstände, 
dass  das  Problem  Anforderungen  an  die  verschiedensten  Wissens- 
gebiete stellt. 

Der  beschreibenden  Anatomie  liegt  es  vor  allen  Dingen 
ob,  durch  genaue  Messungen  am  Cadaver  die  Dimensionen,  sowie  die 
Masse  und  Massen vertheilung  der  einzelnen  Körperabschnitte  festzu- 
stellen, die  durch  die  Gelenkverbindungen  gesetzten  Bedingungen  für 
die  Bewegung  und  die  durch  die  Ansatzstellen  und  die  Dimensionen 
der  Muskeln  gegebenen  Bedingungen  für  die  Wirksamkeit  der  Muskel- 
kräfte aufzusuchen. 

Die  allgemeine  Physiologie  hat  Untersuchungen  über  die 
allgemeine  Natur  und  Wirkungsweise  der  bewegenden  Kräfte  im  Innern 
des  Organismus  anzustellen. 

Endlich  muss  auch  die  Physik,  insbesondere  die  Mechanik, 
ihren  Beitrag  zusteuern.  Wenn  ein  Massensystem,  wie  es  der  mensch- 
liche Körper  darstellt,  in  Bewegung  begriflTen  ist,  so  besitzt  es  infolge 
der  Geschwindigkeiten,  mit  welchen  die  einzelnen  Theile  des  Systems 
fortschreiten,  eine  bestimmte  lebendige  Kraft.  Dieselbe  bleibt  er- 
halten, so  lange  keine  Kräfte  auf  das  System  einwirken.  Aendert 
sie  ihren  Werth,  so  muss  diese  Aenderung  des  Bewegungszustandes 
der  Thätigkeit  von  Kräften  zugeschrieben  werden,  und  zwar  bestehen 
zwischen  den  Aenderungen  der  lebendigen  Kraft  einerseits  und  den 
Arbeiten  der  äusseren  und  inneren  Kräfte  andererseits  ganz  bestimmte 
Beziehungen.  Es  ist  Sache  der  Mechanik,  diese  Beziehungen  aufzu- 
suchen und  für  dieselben  den  analytischen  Ausdruck  zu  formuliren, 
welcher  den  Ausgangspunkt  für  die  rechnerische  Behandlung  der  im 
mechanischen  Sinne  sehr  verwickelten  Aufgabe  der  Untersuchung 
der  Bewegungen  des  menschlichen  Körpers  bilden  muss. 

Wenn  in  diesem  Sinne  Anatomie,  Physiologie  und  Physik  sich 
verbinden,  um  dem  Ziele  gemeinsam  zuzustreben,  darf  man  hoffen, 
der  Lösung  des  Problems  näher  zu  kommen,  wenn  sich  auch  vor- 
läufig noch  nicht  tibersehen  lässt,  ob  dasselbe  überhaupt  jemals  end- 
gültig zu  lösen  ist. 

Sehr  viel  ist  bisher  in  dieser  Richtung  auf  physiologischem  Ge- 
biete gethan  worden.    Da  man  alle  hierher  gehörenden  Arbeiten  in 
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den  grösseren  Handbüchern  der  Physiologie  angeführt  findet,  so  kann 
auf  Literaturangabe  verzichtet  werden. 

Was  die  anatomischen  Bausteine  für  das  Problem  anlangt,  so  sind 
dieselben  zahlreich  vorhanden,  so  weit  sie  sich  auf  Gelenke  und  Ge- 
lenkbewegungen beziehen.  Am  meisten  haben  in  dieser  Hinsicht  wohl 
die  beiden  Anatomen  Henke  ^)  und  H.  v.  Meyer 2)  beigetragen.  Ausser 
diesen  haben  sich,  so  viel  mir  bekannt,  noch  mit  Gelenkuntersuchungen 
beschäftigt  die  Brüder  Weber ^),  ferner  Borelli*),  Bichat^),  Cruveiuher^), 
E.  H.  Weber'),  A.  Fick^),  Langer»),  L.  Fick^%  Hyrtl^»)'  Luschka»^), 
Welcker"),  Henle^^),  Aeby*^),  Lecomte^^),  Sappey^^,  E.  Fick*^),  Büchner^-'), 


i)   W.  Hbnke,    Handbuch  der  Anatomie  und   Mechanik  der  Gelenke,   Leipzig  und 
Heidelberg  1863;  ausserdem  mehrere  Einzelabhandlungen. 

t)  G.  H.  Meyer ^   Die   Statik  und   Mechanik   des   menschlichen   Knochengerüstes. 
Leipzig   4  873. 
Ders.,   Lehrbuch  der  Anatomie,  Leipzig  1873. 

3)  W.  Weber  u.  E.  Weber,    Mechanik   der   menschlichen   Gehwerkzeuge,   Göl- 

tingen 4  836. 

4)  Job.  Alphonsus  Borellus,   De  motu  animalium,   Lugduni  Batavorum   4  679. 
ö)   BicHAT,    Trait^  d' Anatomie  descriptive,  Paris  4  804. 

6)  Cruvbilhier,  Gours  d'£tudes  anatomiques,   Paris   4  830,   T.  L 

7)  E.  H.  Weber,  Hildebrandt^s  Anatomie. 

8)  A.  FiGK,  Die  Gelenke  mit  sattelförmigen  Flächen.    Z.  f.  rat.  Med.  IX.    Heidel- 

berg 4  854. 
Ders.,  Specielle  Bewegungslehre   im    Handbuch  der   Physiologie   v.  Hermann, 

Bd.  l,  Theil  H. 
Ders.,  Die  medicinische  Physik,  Braunschweig,   3.  Aufl.,    4  885. 

9)  Langer,  Denkschriften  der  Wiener  Akademie,  Bd.  XH,  XIV,  XVIH,  XXXH  u.  a. 
Ders.,  Lehrbuch  der  Anatomie,  IL  Aufl.,  Wien   4  882. 

10)  L.    FicK,     Ueber    die    Gestaltung    der    Gelenkfl'achen ,     Reichert    u.    Dubois 

Archiv  4  859. 
44)  Hyrtl,  Handbuch  der  topographischen  Anatomie,  Wien  4  860. 

Ders.,  Anatomie  des  Menschen,  Wien  4  875. 
4  2)  Luschka^  Anatomie  der  Glieder^  Tübingen  4  865. 
4  3)  Welcker,  Ueber  Pronation  und  Supination  des  Vorderarmes.    Archiv  f.  Anatomie. 

(Reichert  u.  Du  Bois-Rbymond)   4  875,    p.  4. 
14)  Hbnle,  Handbuch  der  Bänderlehre  des  Menschen,  Braunschweig  4  872. 
4  5)  Aebt,  Zeitschrift  f.  rat.  Medicin,  lil.  Reihe,  Bd.  XVU. 
4  6)  Lecomte,  Le  coude  et  la  rotation  de  la  main.     Archives  g^ncrales  de  mödecine. 

Aoüt  4  874,    Mai  et  Juin   4  877. 
4  7)  Sappbt,  Anatomie  descriptive,   Paris  4  876. 

18)  E.  FicK,    Zur  Mechanik   des   Kniegelenks.      Archiv  f.  Anal.    u.  Phys.      Anal. 

Abt.    4  877,   p.   439. 
Ders.,  Zur  Frage  der  Hüftgelenksfixation,   ebendaselbst  4  878,  p.  222. 
Ders.,  Zur  Mechanik  des  Hüftgelenks,   ebendaselbst  4  878,  p.  54  9. 

19)  Büchner,  Archiv  f.  Anatomie   4  877,  p.  tt  und  4  878,   p.  229. 


8  Otto  Fischer, 

Einthoven  ^) ,  Kostbr  ^) ,  Morris^)  ,  Reeves*)  ,  Sghulin  ^) ,  Heiberg  *) , 
Strasser'),  Strasser  u.  Gassmann ^) ,  Krause^),  Quain  *^),  Hueter  '*),  Testüt ^2), 
BowDisGH  u.  LucE^^,  R.  FicK^^),  Boegle^^),  Braune  u.  Kyrklünd*^),  Braune 
u.  Flügel^'),  Braune  u.  Fischer^*),  u.  a.  m. 

MessuDf^en    über  die   Dimensionen,   die  Masse  und  Massenver- 
theilung  der  Körperabschnilte  liegen  dagegen  in  weit  geringerer  An- 


\)  Einthoven,  ArcliivesNöerlandaises  des  sciences  etc.  llarlem,  T.  XYIl,  3.  liv.  p.  392. 
t)  Koster,  Wcekblad  van  hei Nederlandsch  Tijdschrifl  voor Geneeskunde  4  880  p.  2 H . 
3)  Morris,  The  Anatomy  of  the  joints  of  man.  London  4  879. 
f)  Reeves,  Human  Morphology,   London  4  882. 

5)  R.   ScuüLiN,   üeber  die  Enlwickelung  und  weitere  Ausbildung  der  Gelenke  des 

menschl.  Körpers.    Archiv  f.  Anatomie  u.  Physiologie  4  879,  p.  240. 

6)  Ueiberg,   Die  Drehung  der  Hand,  Leipzig  4  884. 

7)  Strasser,  Ueber  den  Flug  der  Vögel. 

Ders.)    Zur   principiellen  Einigung   in   Sachen    der    Gelcnkmechanik,    deutsche 

Zeitschrift  für  Chirurgie   4  884. 
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zahl  vor.  Der  Erste,  welcher  sich  überhaupt  mit  dieser  Seile  des 
Problems  beschäftigte,  war  Borelli');  derselbe  hat  zuerst  die  Lage 
des  Schwerpunktes  im  menschlichen  Körper  experimenleli  bestimmt. 
Dann  folgen  die  Untersuchungen  von  den  Brüdern  Weber ^),  von  Meyer  ^), 
Harless^),  Braune  und  Fischer"^)  u.  A.  Durch  diese  Arbeiten  ist  trotz 
ihrer  geringen  Anzahl  der  menschliche  Körper,  so  weit  man  sich  auf 
die  Zerlegung  desselben  in  die  grösseren  Abschnitte  beschränkt,  ein 
bekanntes  Object  der  Bewegung  geworden.  Denn  zur  mechanischen 
Charakterisirung  eines  Körpers  ist  nur  die  Kenntniss  seiner  Masse, 
der  Lage  seines  Schwerpunktes  und  der  Trägheitsmomente  für  alle 
Axen  durch  den  Schwerpunkt  erforderlich. 

Weit  weniger  ist  bis  jetzt  von  anatomischer  Seite  zur  Lösung 
der  viel  umfangreicheren  Aufgabe  gethan  worden,  die  Wirkungsweise 
der  einzelnen  Muskeln  festzustellen,  so  weit  sich  dieselbe  aus  ihrer 
Lage  zu  den  Knochen  und  Gelenken  ergiebt.  Hauptsächlich  sind  es 
statische  Aufgaben,  denen  man  sich  zugewendet  hat.  In  dieser  Be- 
ziehung hat  zuerst  A.  Fick®)  durch  eine  präcise  Formulirung  der  Frage- 
stellung und  durch  seine  Behandlung  des  Gegenstandes  das  Fundament 
zu  einer  allgemeinen  Muskelslatik  gelegt.  Kinen  Beitrag  dazu  liefert 
auch  die  Abhandlung  von  Fuchs  ^  über  die  Gleichungen  der  Muskel- 
statik. Von  A.  FiGK®)  rühren  ferner  die  ersten  genauen  Messungen 
über  Muskelansätze  und  die  daraus  sich  ergebenden  Werte  der 
Drehungsmomente  her.  Ausserdem  beschäftigen  sich  mit  der  Bestim- 
mung von  Drehungsmomenten   die   Arbeiten    von   Strasser  ^),  sowie 


I)  a.  a.  0.  2)  a.  a.  0. 

3)  H.  V.  Meyer,    Die    wechselnde    Lage    des    Schwerpunktes   im    raensclilichen 

Körper,  Leipzig,   «863.     —     Ders.,  a.  a.  0. 

4)  llARLEss,  Die  statischen  Momente  der  menschlichen  Gliedmaassen.    Abh.  d.  kgl. 

Bayr.  Ak.  d.  W.   «857  u.   1860. 

5)  Braune  u.  Fischer,  Ueber  den  Schwerpunkt  des  menschlichen  Körpers  u.  s.  w. 

Abh.  d.  kgl.  S.  G.  d.  W.  Bd.  XV. 
Dies.,  Bestimmung   der  Trägheitsmomente    des   menschl.   Körpers   und  seiner 
Glieder,  ebendas.  Bd.  XVIIL 

6)  A,  FicK,  Specielle  Bewegungslehre  a.  a.  0.  und  mcdicinische  Physik. 

7)  Fb.  Fuchs,    lieber  die  Gleichungen  der  Muskelslatik  mit  Zugrundelegung  der 

Forderung  des  kleinsten  StotrunLsalzes.    Pflügkr's  Archiv  f.  Physiol. 
Bd.  XIX,  p.  67. 

8)  A.  FicK,  Statische  Betrachtung  der  Muskulatur  des  Oberschenkels.    Zeitschr.  f. 

rat.  Med.  IX. 

9)  a.   a.   0. 
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von  Strasser  und  Gassmann  ^) ,  die  Abhandlung  von  E.  Fick  und 
E.  Weber 2)  über  die  Schultermuskeln,  die  Arbeit  von  E.  Fick^)  über 
zv^eigelenkige  Muskeln  und  die  Abhandlung  von  W.  Braune  und 
0.  Fischer^)  über  die  Drehungsmomente  der  Beugemuskeln  des  Ell- 
bogengelenks. Während  A.  Fick  die  Drehungsmomente  aus  den  Co- 
ordinaten  der  Inserüonsstellen  der  Muskeln  ableitete,  sind  in  den 
zuletzt  genannten  Arbeiten  die  Drehungsmomente  durch  Bestimmung 
der  zu  einer  kleinen  Gelenkverrückung  gehörenden  Elementararbeit 
des  Muskels  gewonnen  worden.  Endlich  sind  von  R.  Fick'^)  zahlreiche 
Messungen  angestellt  worden  über  die  gesammle  Arbeit,  welche  die 
auf  die  Fussgelenke  wirkenden  Muskeln  während  der  Ueberführung  der 
einzelnen  Fussgelenke  aus  einer  extremen  Stellung  in  die  andere  leisten. 

Mit  diesen  Arbeilen  ist,  so  weit  mir  bekannt,  leider  die  Reihe 
der  Untersuchungen  am  Cadaver  erschöpft,  welche  directe  Messungen 
der  auf  die  grösseren  Muskelpartien  bezüglichen  Daten  zum  Gegen- 
stand haben.  Abgesehen  von  directen  Messungen  finden  sich  in 
allen  Handbüchern  und  Lehrbüchern  der  Anatomie  theoretische  Be- 
trachtungen über  die  Wirkung  der  Muskeln  vor,  insbesondere  in  den 
bekannten  mechanisch-analomischen  Büchern  von  Henke,  H.  v.  Meyer, 
und  Kollmann®)  und  in  der  Mechanik  der  Gehwerkzeuge  der  Brüder 
Weber.  Von  grosser  Bedeutung  für  die  Frage  nach  der  Muskel- 
wirkung sind  ferner  die  zahlreichen  Versuche,  welche  Duchenne  am 
Lebenden  anstellte,  um  mittels  isolirter  Reizung  die  Functionen  der 
einzelnen  Muskeln  aufzudecken,  Die  Resultate  derselben  sind  in 
dem  klassischen  Werke  »Physiologie  des  Mouvements«^)  niedergelegt. 

Die  Frage  nach  der  thatsächlichen  Betheiligung  sämmtlicher  Muskeln 
an  der  Hervorbringung  einer  bestimmten,  im  Leben  häufig  vorkommen- 
den Bewegung  des  ganzen  Körpers  ist  dagegen,  abgesehen  von  den 
Arbeiten   über    die   Augenmuskeln    und   Kehlkopfmuskeln,    bis   jelzt 

\)  a.  a.  0. 

t)  E.  Fick  u.  E.  Weber,  Anatomisch-mechanische  Studie  über  die  SchuUermuskeln. 
Würzb.  Verh.  N.  F.  Bd.  XI,  p.  349. 

3)  E.  Fick,  Uebcr  zweigelenkige  Muskeln,  Archiv  f.  Anatomie  4  879,  p.  fO\, 

4)  W.  Bbaunb  u.  0.  Fischer,  Die  Rotationsmomente  der  Beugemuskeln  am  Ellbogen- 

gelenk  des  Menschen.  4  889.  Abh.  d.  kgl.  S.  Ges.  d.  Wiss.  Bd.  XV. 

5)  R.  Fick,  Ueber  die  Arbeitsleistung  der  auf  die  Fussgelenke  wirkenden  Muskeln. 

Habilitationsschrift.   Würzburg  4  892. 

6)  KoLLMANN,  Mechanik  des  menschlichen  Körpers.  Naturkräflc  Bd.  \  3.  München,  1 874. 

7)  Paris   4  867. 
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noch  nicht  einer  eingehenden  Untersuchung  unterworfen  worden. 
Eine  derartige  Untersuchung  kann  auch  gar  nicht  in  Angriff  genommen 
werden,  bevor  nicht  von  den  einzelnen  Wissenschaften  die  dazu 
nöthigen  Vorarbeiten  beendigt  sind. 

Was  nun  endlich  die  rein  mathematisch-physikalischen  Beiträge 
anlangt,  so  liegt  bisher  nur  ein  einziger  vor,  nämlich  der  Theil  der 
WEBER'schen  Mechanik  der  Gehwerkzeuge,  welcher  von  der  Theorie 
des  Gehens  und  Laufens  handelt.  Wenn  sich  auch  dabei  Voraus- 
setzungen und  Einschränkungen  nothw^endig  gemacht  haben,  welche 
sich  von  der  Wirklichkeit  mehr  oder  weniger  entfernen  —  wie  die 
Ausschliessung  der  Beweglichkeit  in  den  Knie-  und  Fussgelenken, 
Verlegung  der  Massen  vom  Rumpf  einerseits  und  der  unteren  Extremität 
andererseits  nach  je  einem  einzigen  Punkte,  dem  Massenmittelpunkte, 
und  infolge  dessen  Vernachlässigung  der  (damals  noch  nicht  bekannten) 
Trägheitsmomente  dieser  Abschnitte  u.  s.  w.  — ,  so  ist  doch  durch 
die  WERER'sche  Theorie  des  Gehens  eine  streng  mechanische  Be- 
handlung derartiger  Fragen  angebahnt  worden.  Im  Uebrigen  ist 
aber  auf  diesem  Gebiete  so  gut  wie  nichts  gethan  worden,  und  es 
bleibt  der  Untersuchung  noch  ein  weites  Feld. 

Einen  weiteren,  rein  mechanischen  Beitrag  zu  dem  Problem  der 
Muskelwirkung  am  bewegten  Körper  zu  liefern,  ist  der  Zweck  der 
vorliegenden  Arbeit. 

Die  Aufgaben  der  Mechanik  lassen  sich,  soweit  sie  sich  auf 
Kräfte  und  die  durch  dieselben  hervorgebrachten  Bewegungen  be- 
ziehen, in  zwei  Gruppen  theilen. 

Die  eine  Gruppe  nimmt  die  Kräfte  als  gegeben  an  und  fragt 
nach  den  Bewegungen,  welche  durch  dieselben  an  bestimmten,  ihrer 
mechanischen  Natur  nach  bekannten  Körpern  oder  Körpersystemen 
hervorgebracht  werden. 

Die  andere  Gruppe  setzt  umgekehrt  den  Bewegungszustand  des 
Körpers  für  den  ganzen  Verlauf  der  Bewegung  als  bekannt  voraus 
und  fragt  nach  den  Kräften,  welche  thätig  sein  müssen,  um  diese 
Bewegung  zu  erzeugen. 

Zu  der  zweiten  Gruppe  von  mechanischen  Aufgaben  gehört  das 
Problem  der  Bewegungen  des  menschHchen  Körpers,  so  weit  die- 
selben der  Thätigkeit  von  Muskeln  zuzuschreiben  sind.     Denn  hier 
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sind  es  die  wirksamen  Miii^kelspanniingen,  auf  deren  ßeslinimimg 
die  Untersuchung  hinausläuft.  Daraus  erwächst  aber  die  Nolhwendig- 
keit,  sich  eine  genaue  Kenntnis  des  Bewegnngszustandes  des  mensch- 
hchen  Körpers  für  den  ganzen  Verlauf  der  Bewegung  auf  empirischem 
Wege  zu  verschaffen.  Erst  wenn  mao  weiss,  in  welcher  Lage  sich 
die  einzelnen  Gheder  zu  einander  in  jedem  bcsliramteu  Zeitmomcute 
befinden,  wenn  man  die  Geschwindigkeiten  und  die  Beschleunigungen 
festgestellt  hal,  mit  welchen  sie  ihre  gegenseil  ige  Stellung  und  ihre 
Lage  im  Räume  zu  verändern  streben,  und  wenn  man  die  Be- 
dingungen in  Rücksicht  zieht,  welche  den  Bewegungen  der  Glieder 
durch  die  Massenvertheilong  und  die  Gelenkverbindungen  gesetzt 
sind,  darf  man  hoffen,  einen  Einblick  in  die  TlilUigkeit  der  inneren 
Kriifte  des  Körpers  zu  gewn'nnen. 

Diese  nothwendige  Kenntniss  des  üewegungszustandes  des  mensch- 
lichen Körpers  lösst  sich  aber  bei  geeigneter  Anordnung  des  Ver- 
suchs tmd  bei  Anwendung  sehr  genauer  Messinslrumente  auf  empiri- 
schem Wege  erlangen;  sie  ist  von  uns  in  der  That  für  den  Gang 
des  Menschen  unter  Zuhüifenahrae  der  Photographie  gewonnen  worden. 

Im  Sommer  des  Jahres  1891  war  es  mir  noch  vergönnt,  mil 
meinem,  leider  so  früh  aus  einem  arbeitsreichen  Leben  durch  den 
Tod  abberufenen,  unvergesslichen,  Iheuren  Lehrer,  Herrn  Geheimen 
Medicinahath  Professor  L)r,  W'lhelm  Bhaüne,  derartige  photogra|>hisclie 
Fixirungen  der  einzelnen  Bewegungsphasen  beim  Gange  des  unbe« 
lasteten  und  belasteten  Menschen  vorzunehmen.  Wir  haben  zu  dem 
Zwecke  an  einem  Menschen  in  allen  einzelnen  Gliederabschnitten 
Geissler'sche  Röhren  (Capillarröhren)  von  der  Lange  der  einzelnen 
Abschnitte  in  der  Weise  angebracht,  dass  dadurch  die  freie  Beweg- 
lichkeit nicht  im  Geringsten  gestört  war,  andereiseits  aber  jede  Röhre 
während  dei"  Bewegung  fest  mit  dem  betreffenden  Körpeiabschnitte 
verbunden  blieb.  Da  wir  fUr  die  Bewegungen  des  Gehens  die  Hand 
zum  Unterarm  und  den  Kopf  zum  Rumpf  festgestellt  annahmen,  so 
halten  wir  1 1  solcher  Röhren  nöthig.  Alle  1 1  wurden  in  ein  und 
denselben  Strom  eines  Uuhmktjrtf  sehen  Funkeninductors  eingeschaltet^ 
welclier  durch  eine  Stimmgabel  Unterbrechung  in  gleichgrossen  Inter- 
vallen erzeugt  wurde.  Der  Versuch  wurde  mitten  in  der  Nacht  an- 
gestellt, damit  die  sehr  empfindlichen  [yhotographischen  Platten 
(MomeDtplatten)    nur  von  dem  Lichte  der  Geisslcr sehen  Rühren  ge- 
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IrofiFen  und  die  vier  zu  gleicher  Zeit  verwendeten  pbolographischen 
Apparate  vor  dem  Versuche  ohne  Gefahr  geolTnet  werden  konnten. 
Nachdem  das  Versuchs-Iiidividuum  schon  mehrere  Schritte  gegangen 
war-j  wurde  während  einer  kurzen  Zeil  der  Inductor  in  Thiltigkeil 
gesetzt  und  auf  diese  Weise  die  Bewegung  von  vier  verschiedenen 
Richtungen  aus  in  einer  grossen  Anzahl,  in  gleichen  Zeitintervallen  auf- 
einander iblgender  Phasen  [»hotographiscli  ßxirt.  Auf  dieselheii  Platten 
wurde  hinterher  ein  (*oordiaalenoelz  photogra[>hirl  und  dadurch  die 
Möghchkeit  gegeben,  die  Bewegung  auf  ein  räumliches  Coordinaten- 
systera  zu  beziehen. 

Photographische  Fixirungen  der  einzelnen  Pliasen  des  menscli- 
liehen  Ganges  sind  zwar  sclion  von  dem  amerikanischen  l*liOtographen 
MoYDRmoE  und  dem  deutschen  Pholographen  Aissciitiiz,  vor  allen 
Dingen  aber  zum  Zwecke  wissenscliaftlichei  Untersuchung  von  dem 
Pariser  Physiologen  Marey  (niedergelegt  in  den  Comptes  rendus  des 
letzten  Jahrzehntes)  ausgeführt  worden.  Aus  den  Arbeilen  von 
AnscdDtz  und  Marey  ist  es  aber  nicht  möglich,  die  räumlichen 
Coordinaten  der  Gelenkmittetpunkte  zu  gewinnen,  da  Beide  immer 
nur  eine  Projection  auf  einmal  autgenomineo  haben.  Der  Ameri- 
kaner MüYBBiDGE  hat  nun  zwar  gleichzeitige  Aufnahmen  von  ver- 
schiedenen Seiten  gewonnen;  bei  seiner  Anordnung  des  Versuchs 
wird  aber  ein  Schritt  in  zu  wenig  Phasen  zerlegt,  als  dass  die  Bilder 
ßine  Verwendung  für  wissenschaftliche  Zwecke  gestatteten.  Ayssei- 
dem  eignen  sich  die  Serienbilder  von  Mütbridge  und  Anscoütz  schon 
deshalb  nicht  zu  genauen  Messungen,  weil  sie  sich  nicht,  wie  es 
bei  den  vorzüglichen  Aufnahmen  von  iMjirey  der  Fall  ist,  auf  ein 
und  derselben  Platte  befinden.  Diese  Grtinde  nöthigten  uns,  für  den 
angedeuteten  Zweck  mittelst  einer  anderen  Methode  selbst  photo- 
graphische Aufnahmen  des  Ganges  zu  machen, 

Die  Resultate  dieser  Untersuchung  sollen  später  an  einer  anderen 
Slelle  veröffentlich  werden.  So  weit  sich  bis  jetzt  herausgestellt  hat, 
:»ind  die  Messungen  so  genau  ausgefallen,  dass  nicht  nur  die  ersten 
Differenzen,  welche  bei  diesen  kleinen,  gleichgrossen  Zeitintervallen 
mit  grosser  Annäherung  den  Geschwindigkeiten  proportional  sind, 
sondern  auch  die  den  Beschleunigungen  entsprechenden  zweiten 
Differenzen  der  Coordinaten  der  einzelnen  Gelenkmittelpunkte  con- 
ItQuirliche,    nicht    von    vielen   Zacken   durchsetzte    Gurven    ergeben. 
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Ein  Beweis  für  deren  Verwendbarkeit!  Man  hat  also  damit  die 
empirischen  Unterlagen  gewonnen,  um  in  jedem  beliebigen  Momeiil 
den  Bevvegimgszustand,  d.  h,  die  lebendige  Kraft  und  dir  Ver- 
imdciungen  derselben  beim  menschlichen  Gange  angeben  zu  können. 

Wenn  ich  es  mir  auch  versagen  muss,  hier  näher  auf  diese 
speciellen  Untersuchungen  einzugehen,  so  glaubte  ich  doch,  in  Kurzem 
derselben  Erwähnung  thun  zu  müssen,  weil  sie  die  Veranlassung  zu 
der  vorliegenden  Arbeit  geboten  haben,  und  weil  sich  aus  denselben 
die  Nothwendigkeit  der  folgenden  Betrachtungen  ergibt,  vrenn  man 
aus  den  Resultaten  der  photographischen  Fixirung  nicht 
blos  rein  geometrische  Schlüsse,  sondern  auch  solche  ab- 
leiten will^  welche  sich  auf  die  während  der  Bewegung  im 
Inneren  des  Körpers  thUtigen  Kräfte  beziehen.  Denn  für 
diesen  Zweck  ist  es  vor  allen  Dingen  erforderlich,  die  Beziehungen 
aufzustellen,  welche  zwischen  den  Aenderungen  der  lebendigen  Kraft 
des  Körpers  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  zwischen  den  Ge- 
schwindigkeiten, Beschleunigungen  und  Massen  der  einzelnen  Körper- 
theile  einerseits  und  den  Elemenlararbeiten  der  äusseren  und  inneren 
Kräfte,  d.  h.  den  Arbeiten  bei  unendlich  kleiner  Verrückung  des 
Körpersystems  andererseits  bestehen. 

In  diesen  Beziehungen  hat  man  dann  ein  Mittel,  die  Grösse  des 
resultirenden  Drehuugsmomentes  der  in  jedem  Augenblicke  wirksamen 
inneren  Kräfte  zu  berechnen,  da  man  alle  anderen  Grössen,  nändich 
die  lebendige  Kraft  und  deren  Aenderungen  für  den  ganzen  Verlauf 
der  Bewegung  und  auch  die  Elementararbeiteu  der  äusseren  Kräfte 
auf  empirischem  Wege  gewinnen  kann.  Kennt  man  aber  das  resul- 
tirende  Drehungsmoment  für  die  Gesammtheit  der  in  Frage  kommen- 
den Muskeln,  welche  die  inneren  Kräfte  repräsenljren,  so  ist  es 
möglich,  den  Antheil  zu  bestimmen,  welchen  die  einzelnen  Muskeln 
an  der  Hervorbriugung  dieses  Drehungsmoraentes  haben,  wenn  man 
das  beim  wirklichen  Gebrauche  der  Muskeln  im  Leben  höchst  wahr- 
scheinlich geltende  Princip  der  kleinsten  Anstrengung  zu 
Htllfe  nimmt.  Es  ist  somit  das  Problem  an  eine  Frage  der  Muskel- 
stalik  angeschlossen,  welche  schon  von  mehreren  Seiten,  namentlich 
von  A,  FiCK*)   und  Fr,  Flchs^}  in  Angriff  genommen  worden  ist. 


ij    Mediciniächo  Physik,   3.  Auflage^   p,  79. 


2)  a.  a.  ü. 
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Der  BeweguDgzustand  eines  Körpers  findet  seinen  Ausdruck  in 
der  lebendigen  Kraft   oder   kinetischen  Energie  desselben. 

Handelt  es  sich  nur  um  eine  einzige  starre  Masse,  so  stellt  sich 
die  lebendige  Kraft  als  Summe  nur  zweier  Bestandtheile  dar.  Der 
erste  Bestandtheil  ist  die  lebendige  Kraft  des  Schwerpunktes  (Massen- 
mittelpunktes), wenn  in  ihm  die  Gesammtmasse  vereinigt  gedacht 
wird.  Der  zweite  Bestandtheil  stellt  die  lebendige  Kraft  dar,  welche 
der  Körper  infolge  seiner  Bewegung  relativ  zum  Schwerpunkte  be- 
sitzt. Bewegt  sich  der  Schwerpunkt  mit  der  Geschwindigkeit  v  und 
bezeichnet  m  die  Masse  des  Körpers,  so  ist  der  erste  Bestandtheil 
4^mv^  Die  dann  noch  zu  berücksichtigende  Bewegung  relativ  zum 
Schwerpunkt  kann  in  jedem  Moment  nur  in  einer  Rotation  um  eine 
Axe  durch  den  Schwerpunkt  bestehen.  Beträgt  die  Winkelgeschwin- 
digkeit dieser  Rotation  w  und  der  Trägheitsradius  des  Körpers  fiir 
die  Rotationsaxe  durch  den  Schwerpunkt  x,  so  besitzt  der  zweite 
Bestandtheil  die  Grösse  ^mH^w\  Die  gesammte  lebendige  Kraft  T 
hat  also  den  Werth: 

Besteht  die  Bewegung  des  Körpers  nur  in  einer  Translation, 
so  ist  ti;  =  0  und  die  lebendige  Kraft  wird  allein  durch  -i-rnv^  dar- 
gestellt. Andererseits  verschwindet  dieser  erste  Bestandtheil,  wenn 
die  Bewegung  des  Körpers  ausschliesslich  in  einer  Rotation  um  eine 
Axe  durch  den  Schwerpunkt  besteht,  und  der  Ausdruck  für  die  ganze 
lebendige  Kraft  ist  dann  imK^w\  Die  Grösse  des  Trägheitsradius  x 
ändert  sich  im  Allgemeinen  mit  der  Richtung  der  Rotationsaxe. 

So  einfach  stellen  sich  die  Verhältnisse  nur  bei  einer  einzigen 
starren  Masse. 

Hat  man  es  dagegen  mit  einem  System  von  starren  Massen  zu 
thun,  welche  ihre  gegenseitige  Lage  zu  einander  verändern  können, 
wie  es  beim  menschlichen  Körper  der  Fall  ist,  so  setzt  sich  die 
lebendige  Kraft  aus  einer  grossen  Anzahl  von  Bestandtheilen  zu- 
sammen. Der  Ausdruck  für  die  lebendige  Kraft  wird  dann  sehr 
verwickelt,  wie  aus  den  späteren  Darlegungen  hervorgeht.  Dies  ist 
nicht  allein  eine  Folge  der  grösseren  Anzahl  von  bewegten  Massen, 
sondern  rührt  hauptsächlich  auch  davon  her,  dass  der  Ausdruck  für 
die  lebendige  Kraft  den  Bedingungen  Rechnung  zu  tragen  hat,  welche 
den  Bewegungen   der  einzelnen  Körpertheile  durch  die  Gelenkver- 
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bindungeo  einerseits  und  durch  von  aussen  her  kommende  Einflüsse, 
wie  sie  z,  B.  das  Festhalten  eines  Fusses  am  Erdboden  mit  sich 
liringt,  anderei'seits  gesetzt  sind. 

iMan  kann  jedocli  auch  liierbei  die  lebendige  Kraft,  welche  der 
(icsaramtschwerpunkt  infolge  seiner  Geschwindigkeit  besitzen  würde, 
wenn  man  die  Summe  aller  Massen  des  Systems  in  ihm  concenlrirt 
annimmt,  absondern  von  der  Summe  der  lebendigen  Kräfte,  welche 
den  Bewe^gungen  der  einzelnen  Theile  des  Systems  relativ  zum  Ge- 
sammtschwerpunkl  entsprechen. 

Erst  nachdem  man  den  Ausdruck  fiir  die  lebendige  Kraft  eines 
im  niechanischen  Sinne  so  verwickelten  Massensystems  gefunden  hat, 
kann  man  daran  gehen,  die  Beziehungen  zwiselion  den  Aenderungen 
der  lebendigen  Kraft  und  den  Elementararbeilen  der  äusseren  und 
inneren  Kräfte  aufzustellen. 

Da  die  Mechanik  bisher  noch  wenig  Veranlassung  genommen 
liat,  sich  mit  derartig  verwickelten  Systemen,  wie  sie  die  Körper 
des  Menschen  oder  der  höheren  Thiere  darstellen,  zu  beschuftigen, 
so  ist  es  zunächst  erforderlich,  eine  Methode  aufzusuchen,  mittelst 
deren  man  in  diesem  Falle  auf  möglichst  einfache  Weise  zu  dem 
Ausdrucke  für  die  lebendige  Krafl  und  zu  den  Beziehungen  zwischen 
den  Aenderungen  derselben  und  den  Elementararbeiten  der  wirk- 
samen Ki'äfle  gelangt. 

Diese  Methode  soll  an  einem  besonders  einfachen  Körpersyslera 
entwickelt  werden.  Darauf  soll  dann  erst  der  menschliche  Körper 
selbst  den  Gegenstand  der  Untersuchung  bilden. 

Wenn  man  den  allgemeinsten  Fall  der  Bewegung  des  mensch- 
lichen Körpers  in  Betracht  zieht,  welcher  alle  im  Leben  möglichen 
Bewegungen  als  specietle  Fälle  umfassl,  so  stellen  sich  naturgemäss 
ausseroi'dentlich  verwickelte  und  unübersichtliche  Formeln  heraus. 
Aus  diesem  Grunde  soll  hier  nur  eine  besondere  Bewegungsart  des 
Körpers  berücksichtigt  werden,  welche  sich  nahezu  beim  Gehen  und 
Laufen  verwiiklicht  lindet.  Die  Ableitung  der  Resultate  des  allge- 
meinsten Bevvegungsfalles,  welche  auch  zur  Zeit  schon  fertig  vor- 
liegen, wird  den  Gegenstand  einer  besonderen  Veröfl'entlichung  bilden* 
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I.  Die  Methode  der  Ableitung  der  lebendigen  Kraft. 

Zur  Darlegung  der  Methode  Tür  die  Gewinnung  der  lebendigen 
Kraft  eines  Systems  von  Körpern,  welche  miteinander  durch  Gelenke 
verbunden  sind,  soll  folgendes  einfache  System  in  Betracht  gezogen 
werden. 

Von  drei  Körpern  mit  den  Massen  iwi,  nij,  m^  und  den  Schwer- 
punkten $1,  S2,  S3  sollen  sowohl  der  erste  und  zweite  als  auch  der 
zweite  und  dritte  durch  je  ein  Charniergelenk  miteinander  verbunden 
sein.  Die  Axen  beider  Gelenke  seien  parallel  gerichtet,  und  die  durch 
dieselben  bestimmte  Ebene  enthalte  den  Schwerpunkt  S2  des  zweiten 
Körpers.  Ausserdem  soll  die  Ebene  der  drei  Schwerpunkte  für  irgend 
eine  Stellung  der  drei  Körper  auf  den  beiden  Gelenkaxen  senkrecht 
stehen;  dann  wird  dies  für  alle  anderen  Stellungen  der  Körper  zu 
einander  auch  der  Fall  sein.  Bestimmt  man  noch,  dass  die  Ebene 
der  drei  Schwerpunkte  im  Räume  fest  bleibt,  so  kann  das  Körper- 
system nur  ebene  Bewegungen  ausfuhren,  d.  h.  die  Bahnen  aller 
Punkte  sind  ebene  Curven,  welche  der  festen  Ebene  parallel  laufen. 
Man  hat  daher  nur  die  Projection  der  Bewegung  auf  die  feste  Ebene 
der  drei  Schwerpunkte  zu  untersuchen. 

Die  Durchschnittspunkte  der  beiden  Gelenkaxen  mit  dieser  Ebene 
sollen  bezüglich  mit  G,2,  63,3  und  die  Verbindungslinien  6\  G,  2?  GiaGj^g 
und  Gs^siSj,  bezüglich  deren  Yerllingerungen,  als  Längsaxen  der  drei 
Körper  bezeichnet  sein.  (Fig.  1  auf  folg.  Seite.)  Nach  den  getroffenen 
Voraussetzungen  wird  der  Schwerpunkt  S2  in  der  Längsaxe  Gi^  62,3  liegen. 
Auf  jeder  der  drei  Längsaxen  hat  man  eine  positive  und  eine  negative 
Richtung  zu  unterscheiden.  Die  positive  Richtung  soll  diejenige  sein, 
in  welcher  die  Längsaxen  durchlaufen  werden,  wenn  man  von  S, 
aus  den  gebrochenen  Linienzug  <Si  612^2,353  beschreibt. 

Die  Lage  des  Systems  ist  vollständig  bestimmt,  wenn  man  die  drei 
Winkel  ^j,  ^,  93  kennt,  welche  bezüglich  die  positiven  Richtungen  der 
drei  Längsaxen  mit  einer  festen  Verticalen  bilden,  und  wenn  ausserdem 
die  beiden  rechtwinkligen  Coordinaten  x^  z  eines  in  der  festen  Ebene 
(welche  vertical  gestellt  sein  möge)  gelegenen  Punktes  gegeben  sind, 
der  entweder  fest  mit  einem  der  drei  Körper  verbunden,  oder  dessen 
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Lage  zu  den  drei  Körpern  für  jede  Stellung  derselben  eindeutig  bestimmt 
ist.  Letzteres  triEFt  z.  B.  für  den  Gesammtschwerpunkt  S^  des  Systems  zu. 
Von  den  beiden,  für  diese  ebene  Bewegung  in  Betracht  kom- 
menden Coordinatenaxen  falle  die  eine,  welche  die  Z-Axe  genannt 
sein  möge,  mit  der  Yerticalen  zusammen;  die  Richtung  nach  oben 
sei  die  positive.  Die  andere  Coordinatenaxe ,  X-Axe,  verläuft  dann 
horizontal,  und  zwar  in  Fig.  1  nach  rechts  positiv.  Für  die  Verticale, 
von  welcher  aus  die  Winkel  9),,  ^2»  ^3  gemessen  werden,  ist  es  in 
Anbetracht  der  späteren  Anwendung  auf  den  menschlichen  Körper  und 
der  in  der  Anatomie  gebräuchlichen  Bezeichnungsweise  zweckmässiger, 
dieselbe  nach  unten  positiv  zu  rechnen;  sie  wird  dann  parallel  der 
negativen  Z-Axe  verlaufen  oder  mit  derselben  zusammenfallen. 


4  +Z'Atf^ 


Fig.  1. 


^X'A^ 


Der  Gelenkpunkt  ß,  2  habe  von  S^  die  Entfernung  s^,  der  Schwer- 
punkt S2  von  G,,2  die  Entfernung  fj,  der  Gelenkpunkt  G2.3  von  Sj 
die  Entfernung  «2  und  der  Schwerpunkt  &,  von  62,3  die  Entfernung 
fj.  Bedeutet  L2.  den  Abstand  der  beiden  Gelenkaxen,  so  muss  nach 
der  getroffenen  Voraussetzung  über  die  Lage  des  Schwerpunktes  S^ 
die  Relation  bestehen  r^  +  ^2  ^^  k  - 
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A.    Das  frei  bewegliche  System. 

Es  soll  nun  zunächst  angenommen   werden,   dass  keinerlei  Be- 
dingungen für  die  Beweglichkeit  des  Systems  bestehen. 

Ist  das  Körpersystem  in  beliebiger  Bewegung  begriffen,  so  ist 
IQ  jedem  Moment  die  gesammte  lebendige  Kraft  desselben  gleich  der 
lebendigen  Kraft  einer  Masse,  welche  gleich  der  Summe  Wq  der  drei 
Massen  des  Systems  ist  und  sich  mit  der  Geschwindigkeit  Vq  des  Ge- 
sammtschwerpunktes  Sq  bewegt,  vermehrt  um  die  Summe  der  leben- 
digen Kräfte,  welche  den  auf  den  Gesammtschwerpunkt  bezogenen 
relativen  Bewegungen  der  einzelnen  Körper  des  Systems  entsprechen. 
Die  Bewegung,  welche  jeder  der  drei  Körper  relativ  zum  Ge- 
sammtschwerpunkt Sq  besitzt,  kann  man  zerlegt  denken  in  eine  Trans- 
lation von  der  Geschwindigkeit  Vf,  des  Einzelschwerpunktes  Sf^  relativ 
zu  Sq  und  eine  Rotation  um  eine  zu  den  Gelenkaxen  parallele  Axe 
durch  Sf^  von  der  Winkelgeschwindigkeit  yi.  Die  lebendige  Kraft 
jedes  einzelnen  Körpers  relativ  zum  Gesammtschwerpunkt  stellt  sich 
infolgedessen  ebenfalls  als  Summe  zweier  Beslandtheile  dar.  Der 
eine  Bestandtheil  ist  die  lebendige  Kraft,  welche  die  Masse  m^  des 
Körpers  besitzt,  wenn  sie  sich  mit  der  Geschwindigkeit  v^  bewegt, 
die  der  Einzelschwerpunkl  .S^^  relativ  zum  Gesammtschwerpunkt  S^ 
besitzt,  der  andere  Bestandtheil  ist  die  lebendige  Kraft,  welche 
aus  der  Winkelgeschwindigkeit  if'^  des  Körpers  um  die  Axe  durch 
Sß,  resultirt. 

Es  soll  nun  zunächst  die  lebendige  Kraft  bestimmt  werden, 
welche  das  ganze  System  relativ  zum  Gesammtschwerpunkt  besitzt, 
wenn  es  sich  aus  einer  beliebigen  Lage  in  eine  unendlich  benach- 
barte bewegt. 

Nimmt  man  vorläufig  an,  dass  der  Gesammtschwerpunkt  fest 
bleibt,  so  ist  eine  beliebige  unendlich  kleine  YerrUckung  des  Systems 
dadurch  charakterisirt,  dass  die  drei  Winkel  y, ,  (p^j  (p^  bezüglich  die 
unendlich  kleinen  Aenderungen  dip^^  dtpi^  d(p.^  erfahren.  Diese  Ver- 
rückung kann  man  sich  in  drei  Schritte  zerlegt  denken.  Bei  dem 
einen  soll  nur  der  Winkel  yj  der  Aenderung  d(p^  unterworfen  wer- 
den, während  die  beiden  anderen  Winkel  y^  und  ip^  constant  bleiben, 
beim  zweiten  und  dritten  Schritte  soll  die  VerrUckung  nur  in  einer 
Aenderung   von    ^2   bezüglich   (p-^  um   die    Grösse   dip^  bezüglich    d(p-^ 
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bestehen,  während  jedesmal  die  beiden  anderen  Winkel  ihren  Werth 
beibehalten.  Es  kommt  also  jeder  der  drei  Schritte  darauf  hinaus, 
einem  der  drei  Körper  eine  unendlich  kleine  Rotation  zu  ertheilen, 
während  die  beiden  anderen,  welche  infolge  des  Zusammenhangs 
der  Körper  dabei  nicht  in  Ruhe  bleiben  können,  gleichzeitig  nur 
Translationen  ausführen  dürfen.  Die  Translation  jedes  der  anderen 
beiden  Körper  ist  gegeben  durch  die  Translation  desjenigen  Gelenk- 
punktes, welcher  die  unmittelbare  oder  mittelbare  Verbindung  des 
betreifenden  Körpers  mit  dem  in  Rotation  begriffenen  darstellt. 

Es  entsteht  nun  die  Frage:  um  welche  Axe  muss  die  un- 
endlich kleine  Rotation  des  einen  Körpers  stattfinden, 
damit  bei  der  dadurch  bedingten  Yerrückung  des  ganzen 
Systems  der  Gesammtschwerpunkt  So  seinen  Ort  beibehält? 

Um  diese  Frage  zu  entscheiden,  soll  zunächst  dem  ersten  Körper 
eine  unendlich  kleine  Rotation  von  der  Grösse  d(pi  um  die  zu  den 
Gelenkaxen  parallele  Axe  durch  seinen  Schwerpunkt  Si  ertheilt  wer- 
den, während  (p2  und  (p^  constant  bleiben,  so  dass  die  beiden  anderen 
Körper  nur  Translationen  ausführen  dürfen.  Diese  Translationen  sind 
für  beide  gleich,  und  zwar  sind  sie  identisch  mit  der  Translation  des 
Gelenkpunktes  Gj  2 .  Da  der  letztere  von  S^  die  Entfernung  «j  besitzt, 
so  ist  die  Grösse  dieser  Translation  s^dipi.  Dieselbe  Translation  erfährt 
auch  der  Gesammtschwerpunkt  82^.^  vom  zweiten  und  dritten  Körper. 
Beachtet  man  nun,  dass  für  jede  Stellung  des  Körpersystems  der 
Gesammtschwerpunkt  S^^  des  ganzen  Systems  auf  der  Verbindungslinie 
der  Schwerpunkte  S^  und  ^2,3  liegt  und  dieselbe  im  umgekehrten 
Verhältniss  der  Massen  bezüglich  Massensumme  w,  und  (wj  -|-  m-^) 
theilt,    so   ergibt  sich,   dass  der  Gesammtschwerpunkt  Sq  dabei  eine 

Verrückung  von  der  Grösse      ^      — -  Sidwi  erleidet,  wobei  nach  der 

Wo 

eingeführten  Bezeichnung  w«  =^  Wi  +  ^^^2  +  ^^h  ist. 

Um  dieses  Resultat  zu  beweisen,  seien  in  nebenstehender  Figur  2, 
Sj ,  Sq  j  S2^3  die  Orte  der  drei  Schwerpunkte  vor  der  Verrückung  und 
^\j  ^0  9  '^2,3  dieselben  nach  der  Verrückung,  bei  welcher  S|  fest  ge- 
blieben ist. 

Dann  muss  stattfinden: 
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und  infolgedessen 

Es  ist  daher,  wenn  nii -}-  m^ -\-  m^  =:  ttiq  gesetzt  wird: 
^2  +  ^3    ö — c '        ^^  +  ^^ 


0^0  »\3'^2,3  =  — *l"qPl  • 

w»o  Wo 

Da  die  Verrückung  von  S23  senkrecht  zur  Längsaxe  S,G,2  des 

ersten  Körpers  gerichtet  war,  so  ist  dies  auch  die  Verrückung  von  Sq. 

Die   gleiche   Verrückung  wie    Sq,   sowohl    der    Grösse    als 

auch    der    Richtung  nach,  wird  daher  ein  Punkt  H^  auf  der 


SI-- 


Fig.  2. 

Längsaxe  S1G12  erfahren,  welcher  von  S^  nach  der  Seite  des 

Gelenkpunktes   G,2  hin  die  Entfernung  ■ -s^  besitzt. 

Soll  nun  der  Gesammtschwerpunkt  So  des  Körpersystems  fest 
bleiben,  so  muss  das  System  noch  einer  Translation  unterworfen 
werden,   welche   entgegengesetzt  gleich  der  Verrückung  von  Sq  ist, 

also  die  Grösse ^^ — -s^dq)^  besitzt.    Dadurch  wird  nicht  nur  Sq 

t/lQ 

in  seine  alte  Lage  zurückgeführt,  welche  er  vor  der  Verrückung 
inne  hatte,  sondern  auch  der  Punkt  H^  auf  der  Längsaxe  des  ersten 
Körpers.  Da  durch  die  zuletzt  hinzugefügte  Translation  die  Winkel 
92  9  9>3  immer  noch  constant  geblieben  sind  und  auch  die  Grösse  der 
Zunahme  d(pi  des  ersten  Winkels  nicht  geändert  worden  ist,  so  wäre 
man  auf  die  schliessliche  Lage  des  Systems  auch  gekommen,  wenn 
man  von  vornherein  dem  ersten  Körper  nicht  eine  Rotation  um  die 
Axe  durch  den  Schwerpunkt  S, ,  sondern  um  die  ihr  parallele  Axe 
durch  den  Punkt  H^  ertheilt  und  gleichzeitig  den  beiden  anderen 
Körpern  nur  Translationen  gestattet  hätte. 

Die  Lage  des  Punktes  H^  ist  vollständig  unabhängig  von  der 
anfänglichen  Stellung  der  Körper  zu  einander;  sie  wird  allein  be- 
stimmt durch  die  Grösse  der  drei  Massen  des  Systems  und  die  Lage 
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des  Schwerpunktes  S,  innerhalb  des  ersten  Körpers.  Daraus  folgl,  dass 
der  Punkt  Hi  eine  feste  Lage  im  ersten  Körper  besitzt,  und  es  gilt  der 

Satz!  Der  Punkt  H^  ist  der  Schwerpunkt  eines  Massen- 
systems, welches  man  erhält,  wenn  man  in  dem  Gelenk- 
punkt Gi2  die  Massen  mj  und  m^  der  beiden  an  G,2  hängen- 
den Körper  und  im  Schwerpunkt  S,  die  Masse  m^  des 
ersten  Körpers  vereinigt  annimmt. 

Dieses  Massensystem  soll  den  Namen  »erstes  reducirtes 
System«  führen. 

Der  Beweis   ergiebt  sich   daraus,  dass  der  Schwerpunkt  dieses 

fingirten   Massensystems  die  Verbindungsstrecke   der   beiden   Punkte 

Sj  und  Gj  2  von  der  Grösse  «,  im  umgekehrten  Verhaltniss  der  Massen 

w,  und  (^2+^3)  theilt.    Derselbe  liegt  also  auf  Ä'i  G|  2  und    besitzt 

Wi  -f"  ^-^ 
von  S,  die  Entfernung  ^  ä,,  d.  h.  er  fällt  mit  H^  zusammen. 

TTIq 

Für  diesen  Punkt  Ä, ,  welcher  bisher  noch  nicht  in  die  Mechanik 
eingeführt  worden  ist,  der  aber  in  mehrfacher  Hinsicht  wichtige 
mechanische  Bedeutung  besitzt,  soll  die  Bezeichnung  »Hauptpunkt 
des  ersten  Körpers«  und  für  die  Strecke  zwischen  dem  Haupt- 
punkte H^  und  dem  Gelenkpunkte  G],2  die  Bezeichnung  »Haupt- 
strecke des  ersten  Körpers«  verwendet  werden. 

Es  soll  nun  ferner  dem  zweiten  Körper  eine  unendlich  kleine 
Rotation  von  der  Grösse  d(p2  um  die  zu  den  Gelcnkaxen  parallele 
Axe  durch  Sj  ertheilt  werden.  Sollen  die  Winkel  (pi  und  ^2  dabei 
konstant  bleiben,  so  muss  der  erste  Körper  die  dadurch  hervorge- 
rufene Translation  des  Gelenkpunktes  G,  2  und  der  dritte  die  Trans- 
lation des  Gelenkpunktes  G2,3  erfahren.  Beide  Translationen  finden 
senkrecht  zur  Längsaxe  des  zweiten  Körpers  statt,  ihre  Richtungen 
sind  aber  entgegengesetzt,  wenn  Sj  zwischen  die  beiden  Gelenk- 
punkte fällt.  Da  nach  den  Festsetzungen  über  die  Richtung  der 
Längsaxen  der  Abstand  des  Gelenkpunktes  Gj2  von  1S2  negativ  zu 
rechnen  ist,   so   sind  die  Grössen  dieser  beiden  Translationen  durch 

—  r2d(p2  und  52^9^2  dargestellt.  Der  gemeinsame  Schwerpunkt  S,  3 
des  ersten  und  dritten  Körpers  erleidet  infolgedessen  eine  zur 
zweiten  Längsaxe    senkrecht  gerichtete  Translation   von  der  Grösse 

—  fn^i\  +  ^3^2  , 

Wi  +  »W3      ^^ ' 
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Dieses  Resultat  folgt  daraus,  dass  S,  3  auf  der  Verbindungslinie  der 

Schwerpunkte  S^,  1S3  liegt  und  dieselbe  im  Verhältniss  1W3 :  w,  theilt. 

Es    ist    also, 

wenn  S,',  8,%,  S3' 

's  c  * 

die  Lagen  dieser ^v? 

drei  Punkte  /  .  .   -  ~     -       /,.. 

nach  der  Ver- 
rückung bedeu- 
ten (vgl.  Fig.  3) 


Fig.  3. 


(S;Si  +  S,,3 Sl-^)  :  {S[ S^  4-  S.^ S3')  =  IW3 :  (m,  +  ni:,)  , 


woraus  folgt,  da  S^Si  =  —  S^Sl  ist, 


(fw,  -f  »W3)  Si^3Si',3  =  mi  •  S,  S;  +  W3  •  &;.,  S'^  =  _  m, .  farf^jj  +  WI3  •  S2d(p2 . 
Es  ist  also 

Da  $2  zunächst  als  fest  angenommen  ist,  so  resultirt  daraus  eine 
Verrückung  des  Gesammtschwerpunktes  S,,  des  Systems  von  der  Grösse 

^^1  +  ^3    —  ^1^2  +  ^3^2  ,      _  —  ^1^2  +  ^3^2  , 

Dieselbe  Verrückung,  sowohl  der  Grösse  als  auch  der  Richtung 
nach,  erfährt  aber  ein  auf  der  Längsaxe  des  zweiten  Körpers  ge- 
legener Punkt  ^2,  welcher  von  Sj  in  positiver  Richtung  die  Ent- 
fernung   1_2_T_J_2  j3ggjj^2t.     Ertheiit   man  daher  hinterher  dem 

Wo 

ganzen  System  eine  Translation  von  der  Grösse LIIL — —dg)2 , 

so  wird  dadurch  nicht  nur  der  Gesammtschwerpunkt  So,  sondern  auch 
der  Punkt  H2  auf  der  Längsaxe  des  zweiten  Körpers  an  seine  alte 
Stelle  zurückgeführt.  Es  muss  infolgedessen  die  Rotation  des  zweiten 
Körpers  von  der  Grösse  dyj  u"^  die  zu  den  Gelenkaxen  parallele 
Axe  durch  H2  stattfinden,  wenn  die  Lage  des  Gesammtschwerpunktes 
So  erhalten  bleiben  soll.  Der  Punkt  H2  spielt  daher  für  die  zweite 
Art  der  Verrückung  des  Systems,  bei  welcher  nur  der  Winkel  (p2 
die  Zunnafame  d(p2  erleiden  soll,  wahrend  g)^  und  (p^  constant  bleiben, 
dieselbe   Rolle   wie   der  Punkt  Hi   für  die   zuerst  betrachtete  Ver- 
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rückung,  bei  welcher  f/,  allein  sich  um  d(f,  hinderte.  DemenisprecheiuJ 
sollen  //j  der  Hauplpunkt,  und  die  Strecken  zwischen  H^  und  den 
Gelenkpuuklen  G,^  und  Gj,;,  die  Hauptstrecken  des  zweiten 
K(>r|>ers  genannt  werden.  Beachtet  man,  dass  der  Ilaupipunkt  H^  ani" 
doi-  Liingsaxe  des  zweiten  Körpers  liegt  und  dass  er  von  lSo  eine 
Eniferuung  e^  besitzt,  für  welche  die  Relation  gilt 

so  ist  ersiehllicli,  dass  er  mit  dem  Schwerpunkte  des  Massensystemi> 
zusammen  füllt,  welches  man  erhält,  wenn  man  in  den  Gelenkpunklen 
Gj.j  und  Gj,:,  bezüglich  die  Massen  tn^  und  tn^  der  durch  diese  Ge- 
lenke mit  dem  zweiten  Körper  verbundenen  Körper  concentnrt  und 
in  Sj  selbst  die  Alasse  des  zweiten  Körpers  angebracht  denkt.  Dieses 
fingirte  Massensjstem  soll  »das  zweite  reducirte  System«  heissen. 
Endlich  ergiebt  eine  analoge  Betrachtung,  dass  die  Yerrückung 
des  Gesaramtsyslems^  bei  welcher  (p>^  sich  um  (iy-^  ändert  und  sowohl 
die  Grössen  der  Winket  y, ,  r/.^,  als  auch  die  Lage  des  Gesammt^ 
Schwerpunktes  erhalten  bleiben,  auf  eine  Rotation  des  dritten  Kör- 
pers von  der  Grösse  dq)^  um  die  zu  den  Gelenkaxen  parallele  Axo 
durch  einen  im  dritten  Körper  festen  Punkt  //^j,  verbunden  mit 
gleichzeitiger  Translaiion  der  beiden  anderen  Körper,  hinausläuft. 
Dieser  Punkt  H^,  welcher  der  Hauptpunkt,  und  dessen  Entfernung 
von  G2.3  die  Hauptstrecke  des  dritten  Körpers  genannt  sein  soll, 
liegt  auf  der  Lglngsaxe   des  dritten  Körpers  und   besitzt  von  S^  die 


Entfernung    — 


m,  4"  ^2 


m. 


Da    diese    Entfernung    einen    negativen 


Werth  besitzt,  so  ist  //^  zwischen  dem  Gelenkpunkte  62^3  und  dem 
Schwerpunkte  S^  zu  suchen. 

Der  Hauptpunkt  //^  fällt  zusaunnen  niil  dem  Schwerpunkte  des 
•♦dritten  reducirten  Systems«,  d.  Ii,  des  Massensystems,  welches 
man  erhält,  wenn  in  C^  y  die  Massen  r», ,  »i^  ^^^  beiden  ersten  Kör- 
per und  in  S.^  die  Masse  des  dritten  Körpers  concentrirt  gedacht  wird. 

Als  Uesullal  der  voraufgehenden  Betrachtung  kann  man  den  Satz 
aussprechen: 

Satz;  Jede  Verrückung  des  Systems  der  drei  Körper 
relativ  zum  Gesammtschvverpunkt  S^y  aus  der  Lage  <jpi,  yj,  «^ 
in    die    unendlich    benachbarte    (pi-\-d(pi,   V^i-h^V^^  V»  4"  ^Va 
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kaon  zerlegt  werden  in  drei  unendlich  kleine  Rotationen 
um  Axen  durch  die  drei  Hauptpunkte  verbunden  mit  Trans- 
lationen der  beiden  anderen  Körper,  welchen  der  betref- 
fende Hauptpunkt  nicht  angehört. 

Die  Hauptpunkte  des  ersten  und  dritten  Körpers  liegen  den 
Gelenkpunkten  näher  als  die  Schwerpunkte.  Der  Hauptpunkt  des 
zweiten  Körpers  hegt  näher  an  G,^2  oder  62,3,  je  nachdem  die  Masse  m^ 
grösser  ist  als  die  Masse  m^  oder  umgekehrt. 

Es  sollen  nun  folgende  Bezeichnungen  für  die  Hauptstrecken 
und  die  Abstände  der  Schwerpunkte  von  den  zugehörigen  Haupt- 
punkten eingeführt  werden  (vgl.  Fig.  4) : 

/ij  Cj I  2  ^^:^^  Wj  ,  ^12  ""2  '~~'  ^2  9  "^2  ^2  ^2  ^ 

H2  02,3  =  ^2,  6^2,3  ''3  =  ^3    Uöd     1/3  S3  -=  C3  . 


S,H, 


^n 


Fig.  4. 

Nach  der  Bedeutung  der  Hauptpunkte  als  Schwerpunkte  der 
reducirten  Systeme  müssen  zwischen  diesen  Grössen  und  den  Massen 
der  drei  Körper  bei  der  in  Figur  4  angenommenen  Lage  der  ein- 
zelnen Punkte  zu  einander  die  Relationen  bestehen: 

—  iHi  Ci  +  (»12  +  mg)  dl  =  0 

—  m|  C2  —  1112  ^2  +  tWa  (^2  =  0 

—  (mj  4-  m2)C;j  +'m3  63  =  0. 

Infolge  der  drei  Verrückungen  des  Systems,  welche  bezüglich 
einer  alleinigen  Aenderung  eines  der  drei  Winkel  qp^,  qp2?  9^3  ent- 
sprechen, ierleidet  jeder  der  Einzelschwerpunkte  drei  Translationen. 
Beachtet  man,  dass  die  Abstände  von  den  Hauptpunkten  positiv  oder 
negativ  zu  rechnen  sind,  je  nachdem  sie  in  positiver  oder  negativer 
Richtung  auf  den  Längsaxen  verlaufen,  so  ergeben  sich  als  Grössen 
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dieser   Translationen    bei  der  in  drr  Figur  ungegeben  Lüge  der  ein- 
zelnen Punkte  zu  einander 


ir  S,: 

—  f,  (/f/ , , 

«2'/f/'2< 

—    t.';,  »/</';, 

ir  Sj: 

-f-  (/|  (/c;i,  , 

—  '-j  ''Vi  < 

—  *;.,  d(f>i 

ir  S,: 

H-  (^1  ('ti  ' 

-j-i/jl/y:,, 

-\-Cidtp, 

Von  den  drei  zu  einem  Schwerpunkte  gehörenden  Verrüekinigen 
ist  immer  die  erste  senkrecht  zur  crtslen  LUngsaxe,  die  zweite  senk- 
recht zur  zweiten  und  die  drille  scnkreehl  zur  dritten  Liingsaxe 
gerichtet.  Der  Sinn  jeder  Veriückung  ergil>t  sicli  ans  dem  Vor- 
zeichen (h?rselben. 

Der  Werth  einer  jeden  der  (b^ei  Verrtickungen  des  Einzelscbwer- 
prmkles  Sf,  stellt  sich  in  der  Foim  f],,(hfj  dar,  wobei  fjf^  die  posiliv 
odt  I"  negativ  zu  rechnende  Llinge  einer  Hauptstrecke  bedeutet.  Der 
Index  j  soll  andeuten,  dass  die  VerrUckung  eine  Folge  der  Rotation 
um  den  Hauptpunkt  llj  ist,  und  der  Index  A,  dass  dieselbe  dem 
Schwerpunkte  iS\  angehört*  Die  Werthe  der  Factorca  fjf,  sind  in 
folgender  Tabelle  niedergelegt* 


/, 

/h 

Iv. 

/» 

1 

—  Ci 

—  Cj 

—  «•3 

2 

+  </, 

—  t-l 

—  Ca 

3 

+  rf.     1 

-^ä. 

+  e. 

Die  Gesanuutv*M*rtlckung  eines  jeden  Schwerpunktes  S^,  isi  nun 
die  geometrische  Summe  (llesultanle)  dei"  drei  zugeliürigen  lünzel- 
verrückungen.  Sie  wird  also  erhalten  als  Schlusslinie  eines  Strecken- 
zuges, der  in  S/,  beginnt,  und  dessen  Seiten  den  drei  Einzel vorrUckungen 
in  beliebiger  Aufeinanderfolge  geometriscli  gleicli  sind. 

Um  die  geometrische  Summe  analytisch  zu  bestimmen,  hat 
man  jede  Verrückung  auf  die  beiden  Coordinateoaxen  zu  projiciren. 
Zu  dem  Zwecke  ist  zu  beachten,  dass  die  drei  Verrückungen,  welche 
mit  d(fj  mulliplicirt  sind,  einander  parallel  und  zwar  senkrecht  zur 
;len  Limgsaxe  verlaufen.  Die  Richtung  der  positiven  Verrückung 
fjkdfj  bildet,  wie  man  aus  Figur  5  erkennt,  mit  der  posiliven  X-Axe 

(Q  L 

-^  -]-  qp^L    Es  besitzen  daher 
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^^Z-Azt' 


JO 


^H 


die  Projectionen  der  Vemickung  fjhd(fj   auf  die  positive  X-Axe  um! 
die  positive  Z-Axe  bezüglich  die  Werthe 
ljh^os(pjdqj  und 

Da  die  Projection 
der    geometrischen 
Summe  der  drei  Ver- 
rückungen desSchwer- 
punktes   Sf,    auf  jede 
der     CiOordinatenaxen 
gleich  der  Summe  der 
Projectionen  der  drei 
Verrückungen  auf  die- 
^^elben    Axen    ist,    so 
hat  man  für  die  Pro- 
jection der  Gesamml-    ^   -"^^ 
verrückung  von  S,,  auf   V   :     ^^ 
die    positive    X-Axe 
den  Werlh 


o 


^X'Ajoc 


Fig.  :>. 


/;,.  COSqp,  (/qp,  +  f^  cos (fi, d(f2  +  f:sk  COS^a  (/y .,  ^ ~=^yjj  fj^  COS  (fj  difj 
und  für  die  Projection  derselben  auf  die  positive  /-Axe: 

l\^  sin  (fi  d(p^  +  /i/,  sin  tp^  Arp^  +  U  «>«  V^  ^Ta  =^>  fjh  sin  (pj  dxpj . 

Man  erhält  daraus  für  das  Quadrat  der  GesammtverrUckung  des 
Schwerpunktes  S^: 

(^^fjh^^^^idif\  +  \^l)k^\^^%dxf\  . 
Nun  ist 

\2^\jk  <-os  f///y,)  —  /o.cosVi^Vf  +  /2i  co^\id^rl  +  l'lcos\,d(fl 

+  2  /',Ä  /^j;,  cos  (f  i  cos  y-^^/f^i  d^).^  +  2/',  J^^  cos  y  i  cos  y:,rfy  i  (/y3 

+  2  /iA/':,Ä  cos  (p2  cos  9)3 dqpaC/y;, 

und 

l^'/^Asinfp.dy,)  =  /'.i^sinVi^Vf  +  AsinVi^V-i  +  AsinVa^^yÜ 

4-  '^ AiÄ /i*  sin  y ,  sin  ipi  dtp^ dcp^  +  2  l\J:^  sin  y ,  sin  93 dqpi  rfqp^ 

+  2/^^/;^  sin  (jPiSin  (p^dtp^dcp^ . 
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Beachtet  man,  dass 
cos^(jPy  +  sin^(pj  =  1       und      cosy,  cosqp^  +  sin  «jp^sin  tp^  =  cos  {(pf  —  (pi) 
Ist,  so  erhält  man  für  das  Quadrat  der  Verrückung  des  Schwerpunktes 
S,  den  Werth: 

1ihd(p]  +  fld(pl-j-ß,d(pl-Jr^fikfv.(^os{(f,  —  (p2^ 

+  ^f\hUh(^os{fr^  —  (p,^d(p^d(p:i'\'2f^f:i^cos{(p2  — 
Diesen  Werth  kann  man  kürzer  in  der  Form  schreiben: 

3  2        3 

y!^{Jhd(p]  +  2^«[^*/;aAa  cos  [(f,  —  (p^j  d(p,d(p, , 

1  1        '2 

wenn  man  feslsetzt,  dass  stets  i<^k  sein  muss. 

Dividirl  man  das  Quadrat  der  Verrückung  von  S^  durch  dt^^  wo 
t  die  Zeit  bedeutet,  so  erhält  man  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit 
V;,  des  Schwerpunktes  S^.    Bezeichnet  man  den  in  dem  Ausdrucke 

auftretenden  Differentialquotienten  -J^ ,  welcher  die  Winkelgeschwindig- 
keit der  Rotation  des  j^""  Körpers  ausdrückt,  kurz  mit  y^,  so  ergiebt 
sich  als  Werth  des  Quadrates  von  t;^: 

112 

(wo  stets  i<^  fc). 

Der  Beitrag,  welchen  der  Schwerpunkt  S^  infolge  seiner  eignen 
Bewegung  relativ  zum  Gesammlschwerpunkte  für  die  gesammte  le- 
bendige Kraft  des  Körpersystems  leistet,  besitzt  daher  die  Grösse 

3  2       3 

i  ^hVl  =  i2^m,fjk  (pj^  +2'2^  ^^hfikfkh  cos  {(pi  —  qpfc)  y/y; . 

1  12 

Dieser  Ausdruck  gilt  für  den  Schwerpunkt  iS\,  Sj  oder  1S3,  je 
nachdem  man  für  h  den  Werth  1,  2  oder  3  einsetzt. 

Man  erkennt,  dass  die  zu  den  drei  Schwerpunkten  gehörenden 
Werthe  von  -tfn,,vl  sich  nur  in  den  Producten  iw^/)^^  und  fn^f^j^fjj, 
unterscheiden.  Man  erhält  infolge  dessen  den  Beitrag  für  die  lebendige 
Kraft,  welchen  die  drei  Schwerpunkte  zusammen  infolge  ihrer  eignen 
Geschwindigkeit  leisten,  und  welcher  gleich  der  Summe  der  Einzel- 
beiträge der  drei  Schwerpunkte  ist,  indem  man  in  dem  obigen  Aus- 
druck an  Stelle  der  Grössen  mj^f^j^  und  Wj^/in/i*  bezüglich  die  Summen 

3  3 

^^*w^//a  und  ^^*w^ /!*/*»*  einsetzt.    Derselbe  besitzt  daher  den  Werth : 
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3  3  3  3 

111  1 

3  3 

+  (plip.^ cos (yi  —  (p'^y^^m^Uf:sh'\'  (plvl cos {(p2—  (fs)^f^TnJ^f,^ . 

1  1 

Ausserdem  kommt  nun  für  die  lebendige  Kraft  des  Systems 
relativ  zum  Gesammtscbwerpunkt  noch  von  jedem  Körper  die  lebendige 
Kraft  hinzu,  welche  er  infolge  seiner  Winkelgeschwindigkeit  (fl,  be- 
sitzen würde,,  wenn  er  die  Drehung  nicht  um  eine  Axe  durch  den 
Hauptpunkt  H^^  sondern  um  die  parallele  Axe  durch  den  Schwer- 
punkt Sf,  ausführte. 

Bezeichnet  allgemein  x^  den  Trägheilsradius  des  A**"  Körpers  in 
Bezug  auf  die  zu  den  Gelenkaxen  parallele  Axe  durch  seinen  Schwer- 
punkt Sj^,  so  sind  die  drei  von  den  Winkelgeschwindigkeiten  um  den 
Schwerpunkt  eines  jeden  Körpers  allein  herrührenden  BeitrSige  für 
die  lebendige  Kraft  des  Systems 

Diese  drei  Bestandtheile  addiren  sich  zu  den  früher  angeführten 
hinzu,  und  man  erhalt  als  Werth  der  lebendigen  Kraft  T^  relativ  zum 
Gesammtscbwerpunkt : 


1  1 

3 

-j.-  y^y.;  cos  (^2  —  (pA^yj^^  ^hflhf^fi  . 


Die   Ausdrücke   i^jXj  -{-^hmfjjj,   und   ^^^n,Ji,J\,^   besitzen   eine 

1  i 

bemerkenswerthe  Bedeutung. 

Es  ist  nach  der  Tabelle  auf  S.  26: 

3 

^i  >f?  +2J'  ^''a Aa  =  ^i  W  +  ^1)  +  (^'^2  +  ^n.,)  dt . 

1 

Da  xj  der  Trägheilsradius  des  ersten  Körpers  in  Bezug  auf  die 
den  Gelenkaxen  parallele  Axe  durch  den  Schwerpunkt  S^  ist,  und 
da  der  erste  Hauptpunkt  H^  von  S^  die  Entfernung  e^  besitzt,  so  ist 
^1  (^?  -h  ^1)  ^^^  Trägheitsmoment  des  ersten  Körpers  in  Bezug  auf 
die  Axe  durch  den  Hauptpunkt  //j.  Ferner  ist  (f//2  +  ^3)^?  das  Träg- 
heitsmoment,   welches  die    beiden   iMassen   m^  und  w/j  in  Bezug  auf 
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die  Axe  durch  //|  besitzen  würden,  wenn  sie  im  Gelenkpunkle ' G, 2 
concentrirt  wären,  denn  G12  besitzt  von  //j  die  Entfernung  d, .     Es 

ist  daher  der  Ausdruck  m^'A -{-y^^^hilh  das  Trägheitsmoment 

1 

des  ersten  reducirten  Systems  in  Bezug  auf  die  zu  den 
Gelenkaxen  parallele  Axe  durch  den  Schwerpunkt  //j  des- 
selben. 

Die  Masse  des  reducirten  Systems  ist  gleich  der  Gesammtmasse 
m^.  Bezeichnet  man  den  constanten  Trägheitsradius  des  ersten 
reducirten  Systems  in  Bezug  auf  die  Axe  durch  seinen  Schwerpunkt 
//,  mit  iki,  so  wird 

:) 
1 

Aus  den  Werthen  für  die  beiden  anderen  Ausdrücke 

^h4  -j-^^^hll  ■-'  Wjc:j+  m^vx^  +  e^  +  m.Jl  und 

1 
3 

^h4  +2^n^hlk  =^  (^/»l  +  'W'i)  ^3  +  Wi3  [A  +  ^3) 

3 

geht  hervor,  dass  7^2X2  -j-^f^f^hl-Ih  <^las  Trägheitsmoment  des  zweiten 

1 

reducirten  Systems   in   Bezug   auf  die  zu   den  Gelenkaxen   parallele 

3 

Axe  durch  seinen  Schwerpunkt   U^  und   W:^xi5 -{-^*^''/./Si   <^'«s  Träg- 

1 

heitsmoment  des  dritten  reducirten  Systems  in  Bezug  auf  die  zu  den 
Gelenkaxen  parallele  Axe  durch  seinen  Schwerpunkt  11^  ist. 

Bezeichnet  man  die  beiden  zugehörigim  Trügheilsradion  bezüg- 
lich mit  k2  und  ik;,,  so  hat  man 

3 

i 
3 

W;{x;^-l-^*w,,/.;i  =  m„/c;i. 
1 

Diese  Resultate  sollen  zusammengefasst  werden  in  den 
Satz:    Das    Quadrat    der     Winkelgeschwindigkeit   ipl,  ist 
in   dem   Ausdrucke    für    die    lebendige    Kraft    des    Körper- 
systems   relativ   zum    Gesammtsch werpunkt   multiplicirt 
mit  dem  Trägheitsmoment   dos  A*''°   reducirten  Systems  in 
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Bezug  auf  die  den   Gelenkaxen   parallele  Axe  durch  den 
Schwerpunkt  tf^  desselben. 

Ferner  ist  nach  der  Tabelle  auf  S.  26: 

3 

Nach  den  Relationen  auf  pag.  25  ist  nun 

m^e^  =  (w2  +  W:j)  (/j  und 

?«2^2  —  ^^id'i  =  —  ^1^2 .  Es  ist  daher 

1 

In  gleicher  Weise  leitet  man  unter  Berüeksichligung  der  Rela- 
tionen auf  S.  25  ab,  dass 

3  3 

^'^ffhlihfu  =  ^A C;       und        ^^nhSnUh  =  ^i^d^Ci . 

Durch   Vergleichen   dieser  Werlhe   mit  denen   der  Tabelle   auf 
pag.  26  erkennt  man,  dass 

(i,C2  =  —  fx^U  ^     dyCi  =  —  fyj^x     und     (/2C3  =  —  f^^f-^i . 


Man  kann  daher  allgemein  schreiben  ^f^mjjjjj,,,  —  —  ^ofafki  -     Der 

1 

Ausdruck  für  die  lebendige  Kraft  des  Körpersystems  relativ  zum  Ge- 
sammlschwerpunkt  erliült  infolgedessen  die  kürzere  Form: 

—  nhfnfn  cos(v,  —  (fi^(fWi— m^fnU  cos(y,  —  (pü)(p\(f'x 

—  »»o/m/'m  cos  (^2  —  (f:i)(fi(fi  . 

Da  die  Gesaminlmasäe  t/io  allen  Gliedern  gemeinsam  ist,  so  kann 
man  ]  Wq  als  Factor  absondern  und  erhält  dann 

Tr  -  imJ2''>*??'7-  ^^j^'U,^  cos  ((/),  -  (p,)  (/..v;] , 

wobei  immer  i<C^k  sein  muss. 

Dabei  bedeuten  also  m^  die  Gesammlmasse  des  Systems,  kj  den 
Tragheitsradius  des  j^®°  reducirten  Systems  in  Bezug  auf  die  zu  den 
Gelenkaxen  parallele  Axe  durch  seinen  Schwerpunkt  //y,  und  /lit, /i, 
die  in  der  Tabelle  auf  S.  26  niedergelegten  Hauptstrecken. 

Es  ist  zu  beachten,  dass  in  dem  Ausdrucke  für  T^  die  einzelnen 
Massen  w,,  gar  nicht  explicit  auftreten.    Dies  ist  der  Einführung  der 
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Hauptstrecken  und  der  Trägheitsradien  kj  zu  verdanken.  Die 
Grössen  dieser  Strecken  hängen  hauptsächlich  von  der  Masse  und 
Massenvertheilung  der  einzelnen  Körper  ab,  und  der  Einfluss,  den  die 
einzelnen  Massen  auf  den  Werth  der  lebendigen  Kraft  des  ganzen 
Systems  ausüben,  macht  sich  allein  in  der  Länge  dieser  Strecken  geltend. 
Der  Factor  von  ^mQ  ist  äquivalent  mit  dem  Quadrate  einer 
linearen  Geschwindigkeit.  Man  könnte  daher  auch  T^  in  der  Form 
schreiben 

3  2       3 

wo  vi  =2^j  iij(p'/  —  2^^^*/;*/;,  cos  ((/), — (p,)  y.v; 

{i<k). 

Der  Gesammtschwerpunkt  Sq  des  Systems  besitze  die  recht- 
winkligen Coordinaten  f«,  So  (Fig.  1).  Bleibt  nun  derselbe  nicht  fest, 
sondern  bewegt  er  sich  mit  der  Geschwindigkeit  Vo ,  wo 

so  resultirt  daraus  ein  weilerer  Bestandtheil  %  für  die  gesammte 
lebendige  Kraft  T  des  Körpersystems,  nämlich  To  =  iwi^vj .  Es  ist 
daher 

T  =  T,  +  To  =  im,  {vi  +  vi) ,  d.  h.  aber 

L  1  1       2  J 

B.  Das  bedingt  bewegliche   System. 

Wenn  das  System  der  drei  Körper  frei  beweglich  ist,  so  sind 
die  fünf  Coordinaten  y^,  q>2^  93,  fo  ^^^  So  vollständig  unabhängig 
von  einander.  Ist  dagegen  die  Bewegung  des  Systems  an  gewisse 
Bedingungen  geknüpft,  so  treten  in  vielen  Fällen  die  Coordinaten 
fo»  So  des  Gesammtschwerpunktes  in  Abhängigkeit  von  den  Winkel- 
grössen  y^-  Besteht  z.  B.  die  Bedingung  für  die  Bewegung  des 
Körpersystems  darin,  dass  ein  Punkt  mit  den  Coordinaten  x^ ,  y^  auf 
einer  der  drei  Längsaxen  festbleibt,  so  ist  im  Übrigen  jede  Lage 
und  Haltung  des  Körpersystems  durch  die  drei  Winkel  yi,  ^21  9^3 
vollständig  bestimmt.  Es  muss  also  gelingen,  die  Coordinaten  des 
Gesammtschwerpunktes  fo?  ?o  bei  dieser  Bedingung  für  die  Beweg- 
lichkeit des  Systems  durch  die  Grössen  y^  und  die  Coordinaten  a?i,  z^ 
des  festbleibenden  Punktes  auszudrücken. 
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Für  die  Darstellung  der  Grössen  fo?  So  als  Functionen  von  y, , 
9ii  9^31  ^1  und  Zi  leisten  nun  wieder  die  Hauptpunkte  der  drei 
Körper  wesentliche  Dienste.     Es  gilt  nämlich  der 

Satz:  Man  gelangt  stets  zu  dem  Gesammtschwerpunkte 
So  des  Körpersystems,  wenn  man  von  irgend  einem  Haupt- 
punkte Hj  der  drei  Körper  aus  die  geometrische  Summe 
der  zu  den  beiden  anderen  Körpern  gehörenden  Haupt- 
strecken bildet,  welche  innerhalb  des  gebrochenen  Linien- 
zuges der  drei  Längsaxen  dem  Hauptpunkte  llj  zugekehrt 
sind. 

Es  ist  also  nach  diesem  Salze: 

[H^Sq]  =  [0,^2^2]  +  [^2,3  A3] 
[//2So]  =  [G,2Äl]  +  [G2,3//3] 

[tfaSo]  =  [G2,3//2]  +  [G,,2Äi]    (vgl.  Fig.  4  auf  S.  25). 
Beweis   dieses   Satzes:    Zieht  man  von   einem  beliebigen 
Punkte  0  aus  die  Yerbindungsslrecken  nach  den  drei  Einzelschwer- 
punkten S^  und  dem  Gesammtschwerpunkte  Sq  ,  so  findet  bekanntlich 
die  Relation  statt 

mo[OSo]=J'*m,[OSJ, 
1 

wo  das  ^-Zeichen  die  geometrische  Summalion  andeuten  soll.  Der 
Punkt  0  ist  ganz  beliebig.  Insbesondere  kann  derselbe  mit  dem 
Hauptpunkte  H^  zusammenfallen,  dann  ist 

m,[H,S,]  =  m,[H,S,]+m,[H,S,]  +  m,[H,S,], 
Ersetzt  man  nun  die  Strecken  [//1S2]  und  [H^S.^]  durch  die  geome- 
trischen   Summen    [//iGiJ  +  [Gi,2'S2]    bezüglich    [tf, GjJ  +  [Gj^Gj,»] 
+  [62.353],  so  folgt 

fn,[H,S,]  =  m,[H,S,]  +  in2[f/,G,2]  +  m,[G,^,S,]  +  m,[H,G,^,] 
+  'W3[G,,2G2,3]  +  ^n.^[Gx^S^]  • 
Wendet  man  denselben  Satz  auf  die  drei  reducirten  Systeme 
an,  indem  man  beim  ersten  von  tfj,  beim  zweiten  von  G12  und 
beim  dritten  von  G2,3  ausgeht  und  berücksichtigt,  dass  Hy,  H^,  IP 
die  Schwerpunkte  derselben  bedeuten,  so  erhält  man,  da  [ff,  //i] 
=  [61,261.2]  =  [62,362,3]  =  0  ist,  die  Relationen: 

0  =  m,  [H,  S,]  +  (^2  -h  m,)[n, G,,,] 
Wo[6i,2^2]  =  MGU2S2]  +  fn,[G,^,G,,,] 
m,[G^,H,]  =  m,[G,,,S,], 

Abluuidl.  d.  K.  a  Oesellacli.  d.  Wissensch.  XXXIIL  3 
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Infolgedessen  gebt  die  obige  Formel  über  in 

iWo[//i  So]  =  f^iilGi^H^  -f-  m„[C2.:t'^] » 
so  dass  sich  in  der  Thal  ergibt 

[H,  S„]  =  [G,.j  //J  +  [G2.3  H,],     q.  e.  d. 
Lüsst  man  den  Punkt  0  mit  //^  zusammenfallen,  so  ist 
mu[H2SQ]  =  m^[H^St]  -\-  m.^[HiS^]  +  f»3[//jS,] 

Ferner  gilt 

»»,[G,.jS,]  =  mo[G,.j//,] 

«•["tiG,..]  +  m^i/fiS,]  +  »».[//iGis]  =  0 

»W3[G2,:,Ä,]  =  »Mo[G2.3//3],     folglich  ist  auch: 

Auf  entsprechende  Weise  ergibt  sich  die  dritte  Relation : 

[//3S,]  =  [G,,:,//,]  +  [G,,/y,]. 

Dieses  Resultat  kann  man  auch,  wie  beiläufig  bemerkt  sein  soll, 
verwenden,  um  sich  mit  Hülfe  eines  einfachen  Mechanismus  aus 
Cartonstreifen  für  alle  Stellungen  der  Llingsaxen  der  drei  Körper  zu 
einander  die  Lage  des  Gesammtschwerpunkles  S^  zu  vei*schaffen  und 
sich  gleichzeitig  die  drei  Verrückungsarlen  des  Systems  zu  ver- 
anschaulichen. 

Dieser  Mechanismus  soll  durch  die  beifolgende  Figur  6  an- 
gedeutet sein. 

^1^1,21  Gl 2^2,3  9  02.3^^3  sollen  die  Lüngsaxen  der  drei  Körper 
und  //j,  Äj?  ^3  J'g  auf  ihnen  gelegenen  Hauptpunkte  reprösentiren. 


Diese  drei  Streifen  sind  in  G,  2  ""^  ^2.3  gelenkarlig  verbunden. 
Die  übrigen  sechs  Cartonstreifen  //i/,  J//2,  //2Ä',  ÄÄ3,  JS^  und  S^K 
sind  in  den  Punkten  //i,  7/2,  //j,  J,  K  und  S^  in  der  aus  der  Figur 
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erkennbaren  Weise  gelenkartig  mit  einander  bezüglich  mit  den  drei 
Längsaxenstreifen  verbunden.  Sind  nun  die  Dimensionen  der  Streifen 
so  getroffen,  dass 

"l  J  ^^^  "1,2 ''2  9      "3  **  ^^^^^  "2,3  "2 
SqK  =Z  J Hl  =   HiGi2     ^^^^      jSq/  =   Ä//2  =  ^3^2,3  1 

so  muss  für  jede   Stellung  der  drei  Läugsaxen  zu  einander 

ip  II  G^^,  \\jTh  ,• 

^11  JA,  !|  L,G,, 
und  SqJ  II  KH2  II  ^^362,3    sein  und  infolgedessen  S^ 

die  Lage  des  Gesammtschwerpunktes  darstellen. 

Man  kann  sich  mit  Hülfe  dieses  Mechanismus  auch  jede  der 
drei  Venückungen  veranschaulichen,  bei  welcher  nur  eine  der  drei 
Grössen  (jp^,  (^2,  (Pi  ihren  Werth  ändert,  während  jedes  Mal  die  beiden 
anderen  constant  bleiben.  Hält  man  nämlich  Hi  und  S^  fest,  so  ist 
auch  HiJ  und  JSq  festgelegt,  und  es  kann  das  eräte  Glied  zwar 
noch  um  Hy  rotiren,  die  beiden  anderen  können  aber  nur  Trans- 
lationen beschreiben,  da  61,2^2,3  immer  parallel  dem  festgestellten 
Glied  HyJy  und  62,3^3  parallel  dem  festgestellten  Glied  JSq  bleiben 
muss.  Die  beiden  anderen  Verrückungsarten,  bei  welchen  nur  ^2 
bezüglich  cp^  seinen  Werth  ändert,  erhält  man,  je  nachdem  man  H2 
und  So  oder  11^  und  So  festhält. 

Es  soll  nun  ein  Punkt  P^  mit  den  Coordinaten  x^ ,  Zj  auf  der 
ersten  Längsaxe  fest  bleiben  und  der  erste  Hauptpunkt  von  dem- 
selben in  positiver  Richtung  die  Entfernung  c^  besitzen.  Da  allgemein 
die   positive   Richtung  der  f^""  Längsaxe    mit  der   positiven  X-  und 

Z-Axe  bezüghch  die  Winkel  i-^  +  (pA  und  (tt  +  q>j)  bildet,  so  erhält 

man  für  die  Coordinaten  fo?  So  d^s  Schwerpunktes  nach  dem  oben 
abgeleiteten  Satze  die  Werthe : 

f 0  =  a?i  -f"  ^isin  qpi  -f-  C2siny2  +  ^3  sin  9)3 

fo  =  «1   —  CiCOSCpx  —  C2COS(p2  —  C3COS(Jp3  . 

Daraus  folgt  für  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  Vq  des  Gesammt- 
schwerpunktes, da  Xy  und  «i  constant  sind: 

^l  =  fo^  +Ü^  =  CIV?  +  ^2^2^  +  ^3^?  +  2C1C2COS  (yi  —  9)2)  (p[(p2 

-j-  2ciC3COs(yi  —  (JP3) (p[(pi  -f  2 C2C3COs(y2  —  ^3)  vWi  • 
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Es  ist  demnach  für  diesen  Fall  die  gesammte  lebendige  Kraft 
des  Körpersystems  nach  der  Formel  auf  S.  32  und  der  Tabelle 
auf  S.  26 : 

+  2  (Cj  +  dl)  C2COS  (y,  —  (P2)  (p[(p2+^  [Ci  +  rfi)  C3C0s(<)Pi  —  9)3)  (p[  (jP3 

+  2  (C2  +  dj)  c^cos{(p2  —  ^3)^2  93] . 

Dabei  ist  Wq  (fc?  +  c])  das  Trägheitsmoment  des  ersten  reducirten 
Systems  in  Bezug  auf  die  zu  den  Gelenkaxen  parallele  Axe  durch  P^ , 
dagegen  sind  iWo  (^2  +  ^2)  u^d  iWoC'f?  +  ^3)  die  Trägheitsmomente  des 
zweiten  und  dritten  reducirten  Systems  in  Bezug  auf  die  Gelenkaxe 
durch  Gj  2  bezüglich  durch  62,3  • 

Setzt  man  fej  -|-  ^1  =  ^1  ?  ^  +  ^1  =  ^  1  '^l  +  ^3  =  ^j ?  wo  Ai ,  A2»  ^ 
die  Trägheitsradien  der  drei  reducirten  Systeme  in  Bezug  auf  die 
bezüglich  durch  P,  G12  wnd  62,3  gehenden  Axen  bedeuten,  und 
schreibt  man  fprner  Cj  -f-  dj  =  /^ ,  C2  +  (/2  =  ^2  ?  so  nimmt  der  Werth 
für  die  lebendige  Kraft  die  etwas  einfachere  Form  an: 

T=im,  [A?(jp;2  +  Aiyi^  +  A5(jp;^  +  2/iC2Cos(y,  —  (p^)  (p[ yi 
+  2/1 C3COS  (y,  —  ^3)  (p[  ^3  +  2  ^2^3  008  (92  —  93)  9^2  vi] . 

Während  im  Falle  vollständig  freier  Beweglichkeil  des  Systems 
die  lebendige  Kraft  von  den  fünf  von  einander  unabhängigen  Coor- 
dinaten  qpj ,  9)2 ,  ^3 ,  f 0 1  So  9  bezüglich  deren  Abgeleiteten  abhing,  gehen 
unter  der  Bedingung,  dass  ein  Punkt  des  Systems  festbleibt,  nur  die 
drei  Winkel  yi,'  921  Vz  "^d  deren  Abgeleitete  in  den  Ausdruck  für 
die  lebendige  Kraft  ein,  so  dass  derselbe  von  den  Werthen  a?,,  z, 
der  Coordinaten  des  festbleibenden  Punktes  unabhängig  ist. 

Zu  demselben  Resultate  kann  man  auch  auf  folgende  Art  ge- 
langen. 

Man  kann,  ähnlich  wie  früher,  die  Frage  aufwerfen:  »Um  welche 
Axe  muss  die  der  Änderung  eines  der  drei  Winkel  y^  entsprechende 
unendlich  kleine  Rotation  stattfinden,  damit  bei  gleichzeitiger  Trans- 
lation der  beiden  anderen  Körper  der  Punkt  P^  auf  der  ersten  Längsaxe 
festbleibt?« 

Die  Antwort  auf  diese  Frage  ist  nicht  schwer.  Man  erkennt 
ohne  Weiteres,  dass  die  unendlich  kleine  Rotation  des  ersten  Körpers 
um  die  zu  den  Gelenkaxen  parallele  Axe  durch  P^,  die  der  beiden 
anderen  Körper  dagegen  um  eine  der  beiden  Gelenkaxen  selbst  statt- 
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ßnden  muss,   und   zwar   für  den  zweiten  Körper  um  die  durch  G12 
und  Tür  den  drillen  um  die  durch  62,3  gehende  Axe. 

Infolge  dieser  Rolalionen  und  gleichzeitigen  Translationen  er- 
fahren die  drei  Einzelschwerpunkte  nach  den  eingeführten  Bezeich- 
nungen folgende  Translationen: 

Sj :        (ci  —  Ci)  dy,  ,  0  ,  0  , 

S2 :        (Ci  +  d,)  d(jPi ,        (C2  —  62)  dq)2,  0  , 

S3 :  {ci  +  dl)  d(jp, ,  (C2  +  ^2)  d(p2 ,  {a,  +  t'3)  dijpa . 
Es  empfiehlt  sich  wieder,  für  die  Factoren  von  d(pj  Bezeich- 
nungen fji^  einzuführen,  welche  eine  kürzere  Schreibweise  der  Formeln 
gestalten,  wobei  der  Index  j  übereinstimmt  mit  dem  Index  des  zu- 
gehörigen Factors  dtp  und  der  Index  h  andeutet,  dass  die  Grösse 
zu  einer  Verrückung  des  Schwerpunktes  S^  gehört.  Die  Werthe 
der  fjj^  sind  daher  die  in  der  folgenden  Tabelle  niedergelegten: 


h 

fU 

ru 

fk 

1 

2 
3 

c,— e, 

0 

0 
0 

Cs  +  es 

Da  nun  von  den  drei  zu  ein  und  demselben  Schwerpunkte  ge- 
hörenden Translationen  wieder  immer  die  erste  senkrecht  zur  ersten 
Längsaxe,  die  zweite  und  dritte  senkrecht  zur  zweiten  bezüglich 
dritten  Längsaxe  gerichtet  ist,  so  erhält  man  unter  Wiederholung  der 
früheren  Entwickelungen  als  Werth  der  lebendigen  Kraft  des  Körper- 
systems nach  S.  29: 

0  3  2       3  3 

1  112  1 

WO  stets  i  <  k  . 

In  diesem  Falle  hat  man  damit  den  vollständigen  Ausdruck  für 
die  lebendige  Kraft,  weil  nicht  blos  die  Verrückungen  der  Einzel- 
schwerpunkte relativ  zum  Gesammtschwerpunkte,  sondern  die  ganzen 
Verrückungen  derselben  in  Betracht  gezogen  sind,  welche  sie  unter 
der  für  die  Bewegungen  gesetzten  Bedingung  erfahren. 

Da  die  fjj^  nicht  mehr,  wie  früher,  Hauptstrecken  bedeuten,  so 
gelten  jetzt  nicht  mehr  dieselben  Relationen  für  die  in  dem  Aus- 
drucke auftretenden  Summen. 
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3 

Für  miic]  -{-^hm^f^l  ergibt  sich  nach  der  Tabelle  auf  S.  37  als 
1 

Bedeutung:    das  Trägheitsmoment  des   ersten  reducirten   Systems   in 

3 

Bezug  auf  die  Axe  durch  P, .     Die  Ausdrucke  WjJ^+^äw^/^  und 

1 

^^h>^l  +^*^WaAa  l>edeuten  das  Trägheitsmoment  des  zweiten  bezüg- 

i 

lieh   dritten  reducirten  Systems  in  Bezug  auf  die  Gelenkaxe   durch 
6\2  bezüglich  durch  6^3. 

Ferner  ist 

3 
2^nijlj,f^  =  fW2(ci  +  d,)  (C2  —  6*2)  +  m,{ci  +  d,)  (cj  +  dj) 

1 
3 

^^^^M^  =  ^M^i  +  ^1)  (^3  +  ^3) 

1 
3 

^^»^kfuflh  =  ^n^M  +  ^2) (^3  +  ^3)  • 
1 

Da   infolge   der  Bedeutung  der  Hauptpunkte   als   Schwerpunkte 

der  reducirten  Systeme 

Wh(^2  —  ^)  +  ^s  (^  +  ^2)  =  ^^a  (h     «od 

^3(^3  +  ^3)  =  ^WoC3     ist,  so  folgt  der 

schon  auf  S.  36  angegebene  Werth  für  T. 

Auf  analoge  Weise  erledigen  sich  die  Fälle,  wo  ein  Punkt  der 
zweiten  oder  dritten  Längsaxe  festgehalten  wird.  Auch  die  Be- 
handlung des  Falles,  in  welchem  der  festbleibende  Punkt  nicht  auf 
der  Längsaxe  eines  Körpers  liegt,  bringt  keine  neue  Schwierigkeit 
mit  sich,  wenn  sich  auch  einige  Glieder  in  dem  Ausdrucke  für  T 
etwas  verwickelter  gestalten. 

Es  ist  gerade  der  eine  Fall  herausgegriffen  und  ausführlich  be- 
handelt worden,  weil  er  am  menschlichen  Körper  ein  Analogen  findet. 
Ein  am  ruhenden  Körper  hangendes  Bein,  welches  sich  parallel  der 
Medianebene  des  Menschen  bewegt,  bietet  unter  gewissen  Ein- 
schrilnkungen  ein  solches  System  dreier  hintereinander  durch  Gelenke 
verbundener  Körper  dar,  deren  Axen  für  die  vorausgesetzte  Be- 
wegungsart nahezu  einander  parallel  laufen. 
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IL  Die  Elenientararheiten  der  Kräfte. 

Im  Allgeaieiiien  wird  nun  die  lebeinlige  Kraft  des  Systems  wah- 
rend der  Bewegimg  nidil  coiislant  bleiben.  Die  Änderuogeo  des 
Werthes  derselben  sieben  in  bestimiiiter  Beziehung  zu  den  Elcmenlar- 
arbeiten  der  wirksamen  riusscren  und  inneren  Kräfte.  Um  diese 
Beziübungen,  welche  in  den  Bewegungsgleiobimgen  des  Kür[>ersYStems 
iliren  Ausdruck  linden,  zu  Ibrmuliren,   ist  zunitchsl  festzustellen, 

»welche  büementararbeiten  die  iim  Körpersystem  wirk- 
samen Kräfte  leisten,  wenn  das  System  einer  beliebigen 
Verrilckung  unterwarfen  wird«. 

Zu  dem  Zwecke  hat  man  nur  die  Grösse  und  Riehbing  der 
Translation  zu  bestimmen,  welche  der  Angri(Ts|>unkt  der  Kraft  bei 
der  V^errückung  des  Systems  erleidet.  Die  Pi'ojeclion  dieser  Trans- 
hiUon  auf  die  Kicbtung  der  Kraft  multiplicirt  mit  der  Intensität  der 
letzteren  gibt  den  WerUi  der  Eleiirentararbeit,  welche  die  Kraft 
während  der  betreffenden  Verrückung  des  ganzen  Systems  leistet. 
Ist  die  Intensität  der  Kraft  /i\  die  Grosse  der  Translation  ihres 
Angriflspunktes  Jr  und  der  Winkel  zwischen  den  Riehtungen  \'un 
Krafl  und  Translation  y,  so  besitzt  demnach  die  Elemenlararbeii  der 
Kraft  den  Werth: 

Kcosydr  . 

Es  muss  nun  in  jedem  Falle  Gegenstand  einer  besonderen  Unter- 
suchung sein,  die  Giüsse  der  Translation  des  Angiitl'spunkles  und  den 
Winkel  /  aus  den  allgemeinen  (loordinaten  des  KOrpersystems  zu  be- 
stimmen. 

Diese  Untersuchung  soll  zunächst  im  Princip  für  das  frei  beweg- 
hche  System  und  dann  für  das  System  angestellt  werden,  bei  wel- 
chem der  erste  Kör|>er  um  eine  feste  zu  den  Gelenka\en  paiallele 
Ave  drehbar  ist 


A,    Das   frei   bewegliche    System. 

Die  Lage  des  Systems  ist  durch  die  fünf  von  einander  unab- 
hängigen Coordinalen  y, ,  (p^,  qp;j,  fo  und  Ca  bestimmt.  Wie  schon 
früher  erläutert  wurde,  kann  dasselbe  aus  einer  Lage  in  irgend  eine 
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unendlich  benachbarte  dadurch  übergeführt  werden,  dass  man  suc- 
cessive  dem  System  fünf  Verrückungen  erlheilt,  bei  welchen  immer 
nur  je  eine  der  fünf  Coordinaten  ihren  Werth  ändert,  während  alle 
anderen  constant  bleiben. 

Einer  alleinigen  Änderung  des  Winkels  (pj  um  dtpj  entspricht 
nach  den  früheren  Entwickelungen  eine  unendlich  kleine  Rotation 
des  /*''  Körpers  von  der  Grösse  dcpj  um  die  zu  den  Gelenkaxen 
parallele  Axe  durch  den  Hauptpunkt  //y,  verbunden  mit  gleichzeitiger 
Translation  der  beiden  anderen  Körper. 

Einer  alleinigen  Aenderung  einer  der  Strecken  £o  und  C{i  um 
(ifo  bezüglich  d^o  entspricht  eine  Translation  des  ganzen  Körpersystems 
von  der  Grösse  (2fo  bezüglich  d^^  parallel  der  X-Axe  bezüglich  Z-Axe. 

Für  diese  fünf  Verrückungen  sollen  die  Bezeichnungen  V^^,  V^, 
V^,  V{,  und   V^,  eingeführt  werden. 

1)  Elementararbeiten  äusserer  Kräfte. 

a.  Allgemeine  Betrachtungen:  Es  greife  die  Kraft  K  in  einem 
Punkte  A  des  ersten  der  drei  Körper  an,  welcher  von  der  durch 
den  ersten  Hauptpunkt  H^  gehenden  zu  den  Gelenkaxen  parallele  Axe 
den  Abstand  a^  besitzt  (vgl.  Figur  7.) 


Fig.  7. 


Der  Angriffspunkt  A  erföhrt  bei  der  Verrückung  V^,  eine  Trans- 
lation von  der  Grösse  aidq)^ .  Bildet  dieselbe  mit  der  Kichtung  von 
Ä'  den  Winkel  /j ,  so  ist  die  zur  Verrückung  F^,  gehörende  Elementar- 
arbeit Kcosyia^dq)^.  Beachtet  man,  dass  Kcosyi.üi  das  Drehungs- 
moment D^  der  Kraft  in  Bezug  auf  die  Axe  durch  H^  ist,  so  kann 
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man  die  Elementararbeit  auch  in  der  Form  schreiben  D^.ä<f^.  FitllL 
insbesondere  der  Angriffspunkt  der  Kraft  mit  dem  Hauptpunkte  //| 
scusammen,  so  besitzt  die  Elemenlararbeit  den  Werth  Null. 

Bei  der  Verrückung  V^  erfährt  der  Angriflspunkt  A  eine  Trans- 
lalion,  welche  bezüglich  gleich  derjenigen  des  Gelenkpunktes  G, ^  ist; 
dieselbe  besitzt  also,  absolut  genommen,  die  Grosse  t^c/y^-  Bildet 
sie  mit  der  Richtung  von  K  den  Winkel  y^y  so  ist  die  zur  Verrückung 
V^  gehörende  Elementararbeil  der  Kraft:  Äcos/^Cndy^.  Dabei  ist 
Äcosy.^Cj  das  Drehungsmonient  fl^,  welches  die  Kraft  für  die  Axe 
durch  II2  besitzen  würde,  wenn  sie  nicht  in  4,  sondern  im  Gelenk- 
punkle  Gl 2  angriffe;  man  kann  also  auch  schreiben:  ö,^.,*dff>. 

Entsprechend  erhalt  man  für  die  Elementararbeit,  welche  die 
Kraft  bei  der  Verrückung  V,^,  leistet,  den  Werth  Äcos;^  CtJy,  oder 
Oyj.dgi:^,  wenn  man  unter  y,^  den  Winkel  zwischen  der  Verrückung 
des  Punktes  G2  ^  und  der  Kraftrichtung,  und  unter  D^^  das  Drehungs- 
moment versteht,  welches  die  Kraft  für  die  Axe  durch  ^3  besitzt, 
wenn  man  ihren  Angrißspunkt  nach  65^3  verlegt  denkt,  ohne  ihre 
Kichtung  zu  ändern. 

Die  Winkel  y^  werden  sich  im  Allgemeinen  mit  der  Richtung 
der  Längsaxen  ändern.  Bildet  insbesondere  Ä  mit  der  nach  unten 
positiv  gerechneten  festen  Verticalen  einen  constanten  Winkel,  so  ist 
es  leicht,  die  Winkel  yj,  durch  diesen  Winkel  und  die  Coordinaten 
9ji  darzustellen. 

Wiederholt  man  dieselben  Betrachtungen  für  die  Fälle,  wo  K 
10  einem  Punkte  des  zweiten  oder  dritten  Körpers  angreift,  so  er- 
giebt  sich  allgemein  der 

Satz;  Bei  der  Verrückung  V^,  leistet  jede  am  j^**  Körper 
angreifende  Kraft  eine  Elementararbeit,  welche  darge* 
stellt  ist  durch  das  Product  der  Zunahme  dtpj  des  Winkels 
^j  in  das  Drehungsmoment,  welches  die  Kraft  für  die  zu 
den  Gelenkaxen  parallele  Axe  durch  den  Hauptpunkt  des 
f**  Körpers  besitzt.  Greift  die  Kraft  an  einem  der  beiden 
anderen  Körper  an,  so  tritt  an  Stelle  des  zweiten  Factors 
das  Drehungsmoment,  welches  die  Kraft  in  Bezug  auf 
die  Axe  durch  //,  besitzt,  wenn  sie  parallel  mit  sich  nach 
dem  ihr  auf  dem  Linienzuge  der  drei  Längsaxen  zunitchst 
liegenden  GelenkpunkLe  verlegt  wird. 


42  Otto  Fischer, 

Die  Elementararbeiten,  welche  eine  Kraft  bei  den  beiden  Ver- 
rückungen V^^  und  Vf^  leistet,  lassen  sich  leicht  angeben,  wenn  man 
weiss,  welche  Winkel  die  Richtung  der  Kraft  mit  den  beiden  Co- 
ordinalenaxen  bildet.  Ist  die  Uichtung  der  Kraft  gegen  die  nach 
unten  gerichtete  Verticale  um  den  Winkel  xp  geneigt,   so  sind  diese 

Winkel  bezüglich  /-  —  \p\   und  {n  —  xp).    Infolgedessen  sind  die  Ele- 

mcntararbeiten  K^inxp.dSo  und  — Kcosip .dSo-  Dabei  sind  K^intp 
und  — Ä'cosy;  die  Componenten  der  Kraft  K  parallel  den  beiden 
Coordinatenaxen. 

Nach  diesen  allgemeinen  Betrachtungen  ist  es  nicht  schwer,  die 
Elementararbeiten  für  bestimmte  Fälle  anzugeben. 

b.  Die  Elementararbeiten  der  Schwere:  Die  Wirkung  der 
Schwere  kann  man  sich  für  das  Körj)crsystem  dargestellt  denken 
durch  drei  vertical  nach  unten  gerichtete  Kräfte  von  der  Grösse  m^g^ 
m^g  und  m^g ,  welche  bezüglich  in  den  Schwerpunkten  jS\  ,  Sj  und  S^ 
angreifen. 

Für  die  Verrückung  1^,  ist  nach  dem  oben  abgeleiteten  Satze 
die  Summe  der  Elementararbeiteu  der  drei  Kräfte 

Da  nach  S.  25:  — 7/i,  Cj  +  (w?2  +  wj.^)  (i,  =  0  ist,  so  vei-schwindet 
dieser  Ausdruck.  Die  Schwere  leistet  also  bei  der  Verrückung 
Vy,  keine  Arbeit. 

Zu  diesem  Resultate  gelangt  man  auch,  wenn  man  berücksichtigt, 
dass  die  in  S^  angreifende  Kraft  t/tj^  sich  mit  den  beiden  anderen 
nach  Gj2  verlegten  Kräften  m^g  und  fih^g  zu  der  im  Schwerpunkte 
des  ersten  reducirten  Systems  angreifenden  Resultante  m^^g  zusammen- 
setzt. Der  Schwerpunkt  des  reducirten  Systems  fällt  aber  mit  H^  zu- 
sammen. Da  //,  bei  der  Verrückung  V,^.^  fest  bleibt,  so  besitzt  die 
Arbeit  dieser  Resultante  den  Werth  Null. 

Desgleichen  leistet  die  Schwere  keine  Arbeit  bei  den  Verrückungen 

v^  und  v;.. 

Für  die  Verrückungen  V^,  und  V^,  kann  das  System  als  starr 
angesehen  werden,  und  die  Wirkung  der  Schwere  stellt  sich  infolge- 
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dessen  durch  die  einzige  im  Gesammtschwerpunkte  S,^  angreifende, 
vertical  nach  unlen  gerichtete  Kraft  m^g  dar.    Die  Richtung  derselben 

TT 

bildet  mit  der  Translation  dfo  den  Winkel  -  und  mit  der  Translation 

dCo  den  Winkel  tt.  Daher  besitzt  die  zur  Verrückung  V^^  gehörende 
Elementararbeit  der  Schwere  ebenfalls  den  Werth  Null.  Es  kommt 
also  allein  die  Elementararbeit  der  Schwere  für  die  Verrückung  V^^ 
in  Betracht;  ihre  Grösse  ist  — fn^gd^Q, 

2)  Elementararbeiten  innerer  Kräfte  (d.  i.  der  Muskelkräfte). 

Zwischen  festen  Punkten  je  zweier  der  drei  Körper  wirken  ent- 
weder längs  einer  geraden  Linie  oder  längs  einer  kürzesten  Linie, 
welche  über  einen  Vorsprung  eines  der  beiden  Körper  gezwungen 
ist,  Kräfte,  welche  die  Länge  dieser  Linie  zu  verkürzen  streben. 
Solche  Kräfte  treten  an  jeder  Stelle  immer  paarweise  auf,  und  zwar 
sind  beide  stets  entgegengesetzt  gleich.  Eine  sich  contrahirende 
Muskelfaser  ruft  ein  Paar  solcher  entgegengesetzt  gleicher  Kräfte 
hervor.  Diese  paarweise  auftretenden  Kräfte  sind  für  das  ganze 
Körpersystem  als  innere  Kräfte  anzusehen.  Die  Summe  ihrer 
Elemenlararbeiten,  welche  sie  bei  den  Verrückungen  V^^  und  V^^ 
des  Gesammtschwerpunktes  leisten,  muss  daher  stets  den  Werth  Null 
besitzen.  Verlegt  man  sie  beide  nach  dem  Gesammtschwerpunkte  S^ 
des  Systems,  so  heben  sich  in  der  That  die  beiden  Kräfte  auf,  da 
sie  entgegengesetzt  gleich  sind. 

Für  jeden  einzelnen  der  drei  Körper  stellen  die  paar- 
weise auftretenden  Kräfte  dagegen  zwei  äussere  Kräfte  dar,  welche 
bei  jeder  der  drei  Verrückungen  V^^  im  Allgemeinen  sehr  verschiedene 
Elementararbeiten  leisten.  Zur  Bestimmung  der  letzteren  lassen  sich 
direct  die  für  die  Wirkung  der  äusseren  Kräfte  gefundenen  Resultate 
verwenden.  Es  kann  nun  ein  Mal  dadurch  eine  verschiedene  Wir- 
kungsweise bedingt  sein,  dass  die  Linie,  welche  die  Richtung  des 
Zugs  dieser  Kräfte  angibt,  durch  zwei  feste  Punkte  benachbarter 
oder  nicht  benachbarter  Körper  hindurchgeht,  ein  anderes  Mal  da- 
durch, dass  sie  zwischen  diesen  Punkten  geradlinig  ausgespannt  oder 
durch  Vorsprünge  an  den  Körpern  am  geradlinigen  Verlaufe  gehindert 
ist.  Für  die  Muskeln  bedeutet  dies  eine  Unterscheidung  zwischen 
eiogelenkigen  und  mehrgelenkigen  Muskeln  einerseits   und   zwischen 
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frei  zwischen  zwei  Knochenpunkten  oder  auf  dem  Umwege  über 
Knochenvorsprünge  wirkenden  Muskeln  andererseits. 

Demnach  kann  man  für  das  System  der  drei  Körper  folgende 
Fälle  unterscheiden: ' 

a.  Die  beiden  Kräfte  wirken  zwischen  zwei  benach- 
barten Körpern  (eingelenkige  Muskeln)  und  zwar 

a)  Die  Zuglinie  ist  geradlinig  zwischen  den  beiden  Ansatzpunkten 
ausgespannt.  Die  Kräfte  mögen  zwischen  dem  ersten  und  zweiten 
Körper  wirken;  die  Intensität  derselben  sei  K.  Ihre  Richtungen, 
welche  durch  die  Lage  der  beiden  Ansatzpunkte  A^ ,  A^  (vgl.  Fig.  8) 
bestimmt  sind,  verlaufen  entgegengesetzt. 

Aus  den  Betrachtungen  über  die  Wirkungsweise  äusserer  Kräfte 


Fig.  8. 

ergiebt  sich,  dass 

für  die  Verrückung  V^,  die  in  A^  angreifende  Kraft  eine 
Elementararbeit  ßj„.dyj  leistet,  wo  DJ,,  das  Drehungsmoment  der 
Kraft  in  Bezug  auf  die  Axe  durch  den  Hauptpunkt  Hi  ist,  während 
die  Elementararbeit  der  in  A^  angreifenden  Kraft  die  Grösse  D'^dq)^ 
besitzt,  wo  /X^j  das  Drehungsmoment  bedeutet,  welches  dieselbe  in 
Bezug  auf  die  Axe  durch  J?i  besitzen  würde,  wenn  man  sie  parallel 
mit  sich  nach  dem  Gelenkpunkte  G,^2  verlegte.  Die  Gesaramtelementar- 
arbeit  beider  entgegengesetzt  gleicher  Kräfte  ist  daher 

(Z);  +  z);)dy,. 

Da  die  beiden  in  A^  und  Gj2  angreifenden  Kräfte  entgegen- 
gesetzt gleich  sind,  so  bilden  sie  ein  Kräftepaar;  das  Moment  des- 
selben ist  gleich  D^^  -f  ^yi  • 
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Man  kann  das  Resultat  auch  so  auffassen:  Die  beiden  Drehungs- 
momente  setzen  sich  zu  einem  einzigen  D^  zusammen,  welches  gleich 
dem  Drehungsmoment  ist,  das  die  eine  im  Punkte  A^  des  ersten 
Körpers  angreifende  Kraft  für  die  Gelenkaxe  durch  G,2  besitzt. 

Für  die  Verrückung  V^^  ergibt  sich  in  analoger  Weise  als  Gesammt- 
elementararbeit  der  beiden  Kräfte  das  mit  d(p2  multiplicirte  Moment 
des  Kräflepaares,  welches  durch  die  in  A2  angreifende  Kraft  und  die 
nach  Gi^2  verlegte,  ihr  entgegengesetzt  gleiche  Kraft  gebildet  wird. 
Das  letztere  ist  gleich  dem  Drehungsmoment  D^,  welches  die  im 
Punkte  A2  des  zweiten  Körpers  angreifende  Kraft  in  Bezug  auf  die 
Gelenkaxe  61,2  ausübt. 

Bei  dem  in  der  Figur  8  dargestellten  Falle  strebt  das  zur  Ver- 
rückung V^  gehörende  Kräftepaar  den  Winkel  (p^  zu  verkleinern, 
dagegen  das  zur  Verrückung  V^  gehörende  Kräftepaar  den  Winkel  ^2 
zu  vergrössem.  Analytisch  wird  sich  dies  dadurch  ausdrücken,  dass 
im  ersten  Falle  das  Drehungsmoment  einen  negativen  Werth  annimmt, 
weil  der  Winkel  zwischen  Kraftrichtung  und  Translation  des  Punktes  A, 
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grösser  wie  -  ist. 

Da  für  die  dritte  Verrückung  V^  die  beiden  Kräfte  nach  demselben 
Punkte,  nämlich  62,3,  verlegt  werden  müssen,  so  heben  sich  ihre  Wir- 
kungen gegenseitig  auf  und  die  resultirende  Elementararbeit  ist  Null. 


Fig.  9; 


ß)  Die  Zuglinie  läuft,  über  einen  Vorsprung  des  einen  Körpers. 
Dieser  Fall  lässt  sich  aufi  den  ersten  zurückführen.  Es  kommt  für 
die  Wirkung  der  beiden  Kräfte  hier  nur  das  Stück  der  Zuglinie  in 
Betracht^  welches  zwischen  zwei  Punkten  der  beiden  Körper  gerad- 
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linig  verläuft,  also  in  der  umstehenden  Figur  9  nur  das  Stück 
A[A2.  Das  zwischen  den  beiden  Punkten  Aj,  AI  bezüglich  A[  des- 
selben Körpers  verlaufende  Stück  kommt  für  die  Gesammtelementar- 
arbeit  der  beiden  Kräfte  nicht  in  Betracht,  da  die  beiden  Drehungs- 
momente der  in  A^  und  A'l  entgegensetzt  angreifenden  gleichen  Kräfte 
sich  gegenseitig  in  ihren  Wirkungen  aufheben. 

Ein  Unterschied  zwischen  dem  ersten  [a)]  und  zweiten  [ß)] 
Falle  besteht  nur  darin,  dass  im  ersten  Falle  das  geradlinige  Stück 
der  Zuglinie  zwischen  zwei  festen  Punkten  A^ ,  A2  der  beiden  Körper 
ausgespannt  war,  während  im  zweiten  Falle  der  eine  Endpunkt  A[ 
dieser  geradlinigen  Strecke  im  Allgemeinen  mit  der  Veränderung  der 
Winkel  qpi  und  ^2  seine  Lage  im  ersten  Körper  nicht  beibehält. 
Diese  Wanderung  des  Punktes  A[  hängt  ganz  von  der  Gestalt  des 
ersten  Körpers  ab,  ihre  Bestimmung  muss  daher  für  jedes  System 
von  Körpern  den  Gegenstand  einer  besonderen  Untersuchung  bilden. 

b.  Die  beiden  Kräfte  wirken  zwischen  zwei  nicht  be- 
nachbarten Körpern  (mehrgelenkige  Muskeln). 

Da  die  Fälle,  wo  die  Zuglinie  sich  nicht  von  Anfang  bis  zu 
Ende  geradlinig   zwischen  zwei   festen   Punkten   der   beiden  Körper 


Flg.  10. 

ausspannen  kann,  sich  auf  den  Fall  zurückführen  lassen,  wo  die 
Kräfte  ungehindert  zwischen  den  beiden  Ansatzpunkten  wirken,  so 
wird  es  nur  nöthig  sein,  die  allgemeinen  Gesichtspunkte  für  die  Be- 
handlung dieses  einen  Falles  aufzustellen. 

Wirken  beide  Kräfte  längs  der  zwischen  den  festen  Punkten  A^ 
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und  A3  des  ersten  und  dritten  Körpers  geradlinig  ausgespannten 
Zuglinie  (Figur  10),  so  ergeben  sieh  aus  Betrachtungen,  welche  den 
früheren  vollständig  analog  sind,  folgende  Resultate:  Die  Gesammt- 
elementararbeit  der  beiden  Kräfte  ist 

für  die  Verrück ung  V^^  gleich  dem  mit  dcp^  raultiplicirten 
Moment  D^  des  Kräflepaares,  welches  durch  die  in  Aj  angreifende  und 
die  ihr  entgegengesetzt  gleiche  nach  Gj  2  verlegte  Kraft  gebildet  wird, 

für  die  Verrückung  V^  gleich  dem  mit  dcp^  multiplicirten 
Moment  des  Kräftepaares,  welches  durch  die  von  Ai  nach  G12  und 
die  von  A^  nach  62,3  parallel  mit  sich  verlegten,  entgegengesetzt 
gleichen  Kräfte  dargestellt  ist,  und  endlich 

für  die  Verrückung  V^,  gleich  dem  mit  dip^  multiplicirten 
Moment  des  Kräftepaares,  welches  durch  die  in  A^  angreifende  Kraft 
einerseits  und  die  ihr  entgegengesetzt  gleiche  nach  ^2,3  verlegte 
Kraft  zusammengesetzt  ist. 

B.  Das  bedingt  bewegliche  System. 

Es  soll  wieder  der  schon  früher  in  Betracht  gezogene  Fall  be- 
handelt werden,  bei  welchem  ein  Punkt  Pi  der  ersten  Längsaxe 
fest  bleibt,  so  dass  dem  ersten  Körper  nur  eine  Bewegung  um  die 
durch  diesen  Punkt  gehende  und  zu  den  Gelenkaxen  parallele  Axe 
gestattet  ist.  Man  kann  in  diesem  Falle  das  System  aus  irgend  einer 
Stellung  in  eine  unendlich  benachbarte  dadurch  überführen,  dass 
man  demselben  successive  drei  mit  der  Bedingung  für  die  Bewegung 
verträgliche  Verrückungen  ertheilt,  bei  welchen  immer  nur  je  einer 
der  drei  Winkel  eine  unendlich  kleine  Veränderung  erfährt,  während 
die  beiden  anderen  constant  bleiben.  Einer  alleinigen  Änderung  des 
des  Winkels  q)j  und  dtpj  entspricht  nach  den  früheren  Entwickelungen 
eine  unendlich  kleine  Rotation  des  j**"  Körpers  von  der  Grösse  dcpj 
um  die  am  j^""  Körper  befindliche  Gelenkaxe,  welche  innerhalb  des 
Körpersystems  demjenigen  Körper  am  nächsten  liegt,  dem  der  feste 
Punkt  Pi  angehört,  verbunden  mit  Translationen  oder  auch  der  Ruhe 
der  anderen  Körper.  Dies  gilt  allgemein,  mag  der  feste  Punkt  auf 
der  Längsaxe  des  betreffenden  Körpers  liegen  oder  nicht,  wobei  die 
Axe  durch  P,  auch  unter  die  Gelenkaxen  gerechnet  sein  möge. 

Diese  Verrückungen  sollen  wieder  mit  V^^  bezeichnet  sein. 
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1.   Elemenlararbeiten  äusserer  Kräfte. 

a.  Allgemeine  Betrachtungen:  Obgleich  diese  Fälle  sich 
durch  die  gleichen  Betrachtungen,  mutatis  mutandis,  erledigen  lassen, 
wie  die  Fälle  vollkommen  freier  Beweglichkeit,  so  soll  doch  etwas 
ausführlicher  auf  sie  eingegangen  werden,  als  es  vielleicht  unbedingt 
nöthig  erscheint,  weil  gerade  die  bedingte  Bewegung  beim  mensch- 
lichen Körper  die  Regel  ist,  während  die  ganz  freie  Bewegung  nur 
seltener,  z.  B.  beim  Sprung,  vorkommt. 

Greift  eine  Kraft  K  im  Punkte  A  des  ersten  Körpers  (Fig.  H) . 
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an,  so  kommt  zu  der  Elementararbeit,  welche  sie  bei  der  unendlich 
kleinen  Drehung  d(p^  um  den  Hauptpunkt  Hi  leistete,  jetzt  noch  die 
Elementararbeit  hinzu,  welche  aus  der  YerrUckung  des  Hauptpunktes 
hervorgeht.  Dieser  letztere  Bestandtheil  ist  nach  dem  Früheren  gleich 
dem  mit  d(pi  multiplicirten  Drehungsmoment,  welches  die  Kraft,  wenn 
man  sie  parallel  mit  sich  nach  dem  Hauptpunkte  ^i  verlegte,  in  Bezug 
auf  die  Axe  durch  P^  leisten  würde.  Der  erste  Bestandtheil  der  Ge- 
sammtelementararbeit  war  gleich  dem  mit  c/qpi  multiplicirten  Drehungs- 
moment der  Kraft  in  Bezug  auf  die  Axe  durch  ^i .  Beide  Drehungs- 
momente setzen  sich  zu  dem  einen  Drehungsmoment  zusammen, 
welches  die  Kraft  bei  der  thatsächlichen  Lage  des  Angriffspunktes 
in  Bezug  auf  die  Axe  durch  P^  besitzt.  Die  Gesammtelementararbeit 
derselben  ist  daher  bei  der  Verrückung  V^,  gleich  dem  Product  aus 
diesem  resultirenden  Drehungsmoment  und  der  Grösse  dq)^. 
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Da  der  Hauptpunkt  H^  in  dem  EDdresultat  nicht  mehr  vorkommt, 
so  muss  man  zu  dem  letzleren  auch  auf  directem  Wege  gelangen 
können,  ohne  erst  den  Umweg  über  den  Hauptpunkt  zu  machen ;  dies 
iiisst  sich  leicht  bestätigen. 

Bei  den  Verrückungen  V^  und  V^^  bleibt  jetzt  der  erste  Körper 
fest,  und  die  Kraft  leistet  daher  keine  Arbeit. 

Greilt  die  Kraft  A'  in  einem  Punkte  A  des  zweiten  Körpers  an, 
so  leistet  sie  bei  der  Verrückung  V^,  dieselbe  Elementararbeit,  als 
wenn  sie  in  G,^  angriffe;  die  Grösse  der  letzteren  ist  also  gleich 
dem  mit  dcf^  multiplicirten  Drehungsmoment,  welches  die  Kraft  in 
Bezug  auf  die  Axe  durch  P^  besitzt,  wenn  man  sie  parallel  mit  sich 
nach  dem  Gelenkpunkte  G,2  verlegt* 

Zu  der  Venückung  V,^,^  gehört  eine  Elementararbeit  der  Kraft, 
welche  gleich  dem  mit  (/y^  nmitiplicirten  Drehungsmoment  derselben 
in  Bezug  auf  die  Gelenkaxe  durch  G|  .^  ist. 

Bei  der  Verrückung  V.^,  bleiben  die  beiden  ersten  Körper  voll- 
ständig in  Ruhe,  da  die  Bedingung,  dass  der  Punkt  P^  des  ersten 
Körpers  fest  bleibt,  auch  eine  Translation  verbietet.  Infolgedessen 
leistet  die  am  zweiten  Körper  angreifende  Kraft  keine  Elementararbeit. 

Hat  endlich  die  Kraft  ihren  Angrifl'spunkt  am  dritten  Körper,  so 
ist  ihre  Elementarbeit 

für  die  Verrückung  V,^,  gleich  dem  mit  dtpi  multiplicirten 
Drehungsraoment,  welches  sie  in  Bezug  auf  die  Axe  durch  P^  besitzen 
würde,  wenn  man  ihren  Angriffspunkt  nach  dem  Gelenkpunkte  G,  2  verlegte, 

für  die  Verrückung  V^  gleich  dem  mit  dqp^  multiciplirten 
Drehungsmoment,  welches  sie  in  Bezug  auf  die  Axe  durch  G,  j  be- 
sitzen würde,  wenn  man  sie  parallel  mit  sich  nach  G23  verlegte,  und 

für  die  Verrückung  Y,^^  gleich  dem  mit  d(p,^  multiplicirten 
Drehungsmoment,  welches  dieselbe  für  die  Gelenkaxe  durch  G^^ 
besitzt. 

Diese  sämmtlichen  Resultate  behalten  ihre  Gültigkeit,  wenn  der 
Punkt  P^  ausserhalb  der  LUngsaxe  des  ersten  Körpers  liegt. 

Ganz  entsprechende  Resultate  ergeben  sich,  wenn  nicht  ein 
Punkt  des  ersten  Körpers,  sundern  eines  der  beiden  anderen  Körper  fest- 
bleibt.    Man  gelangt  auf  diese  Weise  zu  folgenden  allgemeinen  Sätzen: 

1;  Satz.  Greift  eine  Kraft  A'  au  demjenigen  (/**"')  Körper 
an,   welchem  der  feste  Punkt  P,,  angehört,   so  ist  die  Ele- 
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mentararbeit  derselben  bei  der  Verrückung  V^^,  welche 
allein  die  Richtung  der  Längsaxe  dieses  Körpers  ändert, 
gleich  dem  mit  dq>f^  multiplicirten  Drehungsmoment  der 
Kraft  in  Bezug  auf  die  Axe  durch  Pf,.  Bei  den  übrigen  Ver- 
rückungen leistet  die  Kraft  in  diesem  Falle  keine  Arbeit. 

2:  Satz.  Greift  die  Kraft  K  an  einem  der  Körper  an, 
welchem  der  feste  Punkt  P,,  nicht  angehört,  so  ist  die 
Elementararbeit  derselben  bei  der  Verrückung  V^^  gleich 
dem  mit  dq>j,  multiplicirten  Drehungsmoment,  welches 
die  Kraft  in  Bezug  auf  die  Axe  durch  P,,  besitzt,  wenn 
ihr  Angriffspunkt  nach  demjenigen  Gelenkpunkte  des  A**" 
Körpers  verlegt  wird,  welcher  innerhalb  des  Körper- 
systems dem  Angriffspunkte  der  Kraft  am  nächsten 
liegt.  Bei  der  Verrückung,  welche  einer  unendlich  kleinen 
Rotation  desjenigen  Körpers  entspricht,  an  welchem  die 
Kraft  angreift,  leistet  dieselbe  eine  Elementararbeit 
gleich  dem  Product  aus  der  entsprechenden  V^inkelände- 
rung  d(p  in  das  Drehungsmoment,  welches  die  Kraft  für 
diejenige  Gelenkaxe  desselben  Körpers  besitzt,  die  im 
Innern  des  Systems  dem  Punkte  P,,  am  nächsten  liegt.  Für 
die  dritte  Verrückung  V,^.  ondlich  kommt  in  Frage,  ob 
der  j*®  Körper  im  Innern  des  Systems  dem  festen  Punkte  P* 
näher  oder  entfernter  liegt  als  der  Körper,  an  welchem 
die  Kraft  angreift.  Im  ersteren  Falle  ist  die  Elementar- 
arbeit gleich  dem  mit  d(pj  multiplicirten  Drehungs- 
moment, welches  die  Kraft  in  Bezug  auf  die  dem  Punkte 
i\  näher  liegende  Gelenkaxe  des  j**"  Körpers  besitzt, 
wenn  man  ihren  Angriffspunkt  nach  dem  dem  Punkte  7\ 
entfernteren  Gelenkpunkte  des  j**°  Körpers  verlegt;  im  letz- 
teren Falle  leistet  die  Kraft  dagegen  keine  Arbeit. 

b.  Elementararbeiten  der  Schwere.  Denkt  man  sich 
wieder  die  Wirkung  der  Schwere  durch  die  drei  in  den  Schwer- 
punkten iSi,  $2,  S3  angreifenden  und  vertical  nach  unten  gerichteten 
Kräfte  Wijf,  fWjj,  m^g  dargestellt,  so  hat  man  für  die  Verrückung  V^,- 
die  beiden  letzteren  der  drei  Kräfte  nach  Gj2  zu  verlegen.  Die 
drei  jetzt  am  ersten  Körper  allein  angreifenden  Kräfte  setzen  sich 
zusammen   zu  der   ebenfalls  vertical    nach    unten   gerichteten  Resul- 
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tante  Wq^,  deren  Angriffspunkt  in  den  Hauptpunkt  H^  als  den  Schwer- 
punkt des  ersten  reducirten  Systems  hineinfällt.  In  Folge  dessen 
ist  die  gesammte  Elemenlararbeit  der  Schwere  bei  der  Verrückung 
F^  gleich  dem  mit  dg>i  multiplicirten  Drehungsmoment,  welches  die 
im  Hauptpunkte  H^  angreifende  Resultante  m^g  in  Bezug  auf  die  Axe 
durch  den  festen  Punkt  P^  ausübt. 

Analog  ergibt  sich,  dass  die  Elementararbeit  der  Schwere  für 
die  Verrückungen  V^  bezüglich  V^  gleich  dem  mit  dq)^  be- 
züglich d(p^  multiplicirten  Drehungsmoment  ist,  welches  die  im 
Hauptpunkte  1/2  bezüglich  £^3  angreifende  Kraft  von  der  Grösse  m^g 
auf  die  Gelenkaxe  durch  G^^  bezüglich  durch  Gj^s  ausübt. 

Mao  erkennt  daraus  von  Neuem,  welche  wichtige  Bedeutung  die 
Hauptpunkte  für  das  ganze  Problem  besitzen. 

2)    Elementararbeiten  innerer  Kräfte. 

;  \  Es  lasst  sich  leicht  zeigen,  dass  das  Festhalten  des  Punktes  P, 
an  den  Elementararbeiten  der  für  das  frei  bewegliche  System  be- 
trachteten inneren  Kräfte  keine  Aenderung  hervorbringt.  Es  lassen 
sich  also  die  für  das  freie  System  gefundenen  Resultate  direct  auf 
den  Fall  der  bedingten  Beweglichkeit  übertragen. 

Ein  Beispiel  mag  dies  erläutern. 

In  dem  durch  Figur  8  auf  S.  44  versinnlichten  Falle  würde 
bei  Festhaltung  eines  Punktes  P^  des  ersten  Körpers  die  Gesammt- 
elementararbeit  der  beiden  entgegengesetzt  gleichen  Kräfte  K  sich 
darstellen  als  das  Product  der  Grösse  dq)^  in  die  Summe  der  Drehungs- 
momente, welche  die  in  Ay  angreifende  und  die  ihr  entgegengesetzt 
gleiche  im  Punkte  G,^2  angreifende  Kraft  in  Bezug  auf  die  Axe 
durch  P^  ausüben.  Die  beiden  Drehungsmomente  haben  in  diesem 
Falle  verschiedenes  Vorzeichen  oder  gleiches,  je  nachdem  der  Punkt 
Pi  ausserhalb  oder  innerhalb  des  durch  die  beiden  Kraftrichtungen 
gebildeten  Flächenstreifens  fällt.  Man  erkennt  leicht,  dass  ihre  al- 
gebraische Summe  wie  beim  frei  beweglichen  System  gleich  dem 
Moment  des  Kräftepaares  ist,  welches  durch  die  beiden  Kräfte  ge- 
bildet wird.  Bei  dem  durch  Figur  8  dargestellten  Falle  sucht  das 
Kräftepaar  ebenfalls  den  Winkel  91  zu  verkleinern;  dies  geht  schon 
daraus  hervor,  dass  das  Drehungsmoment  der  nach  Gj^j  verlegten 
Kraft  über  dasjenige  der  in  A^  direct  angreifenden  Kraft  überwiegt. 
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IlL  Die  Beziehungen  zwischen  den  Aenderingen 
der  lebendigen  Kraft  und  den  Elementararbeiten  der 

wirksamen  Kräfte. 

Die  Bezielumgeo,  welche  zwischen  den  Aenderungen  der  leben- 
digen Kraft  des  in  Bewegung  begriffenen  Körpersystems  einerseits 
und  den  Elementararbeiten  der  sämmtlichen  äusseren  und  inneren 
Krtifle  andererseits  bestehen,  sind  gegeben  durch  die  bestimmlen 
Differentialgleichungen  der  Bewegung  in  der  von  Lagrange  her- 
rührenden Form ,  bei  der  die  rechtwinkhgen  Coordinaten  durch  all- 
gemeine Goordinaten  ersetzt  sind,  welche  die  Lage  des  Systems  voll- 
ständig bestimmen. 

Für  das  zunächst  in  Betracht  gezogene  Körpersystem  stellen  die 
drei  Winkel  <pi,  c^p^,  tp^  in  Verbindung  mit  den  variabelen  Coordinaten 
i^,  So  des  Gesammlschwerpunktes  bei  freier  Beweglichkeit  des  Systems 
oder  den  constanten  Coordinaten  ajj,  z^  des  festbleibenden  Punktes  Pj 
in  dem  betrachteten  Falle  bedingter  Beweglichkeit  ein  solches  System 
allgemeiner  Coordinaten  dar,  durch  welches  die  Lage  und  Gestalt 
des  Körpersystems  eindeutig  bestimmt  ist. 

Das  System  der  ftlnf  Differentialgleicliungen  der  Bewegung  lautet 
für  den  Fall  freier  Beweglichkeit 


Für  den  in  Betracht  gezogenen  Fall  bedingter  Beweglichkeit  kommen 
die  beiden  letzten  Gleichungen  in  Wegfall.  Es  treten  auch  keine 
neuen  hinzo,  da  die  Coordinaten  x^,  z^  des  festbleibenden  Punktes 
constante  Grössen  sind,  so  dass  schon  die  drei  ersten  Differential- 
gleicliungen das  vollständige  System  der  Bewegungsgleichungen  dar- 
stellen. 

Die  Ausführung  der  Differentiationen  bei  dem  auf  S.  32  niedei- 
gelegten  Ausdrucke    für   die   gesammte   lebendige  Kraft  des  Systems 
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bei  freier  Beweglichkeit  ergibt  zunächst  für  die  linke  Seite 
der  ersten  Differentialgleichung  den  Werth: 

—  A2AiS>n  {(p,  —  (p^  (-^)   -  A3AiSin(9i— qpa)  (-J^H- 

Die  Werthe  der  Grössen  f  sind  aus  der  Tabelle  auf  S.  26 
zu  ersehen. 

Man  kann  den  Ausdruck  auch  in  der  kürzeren  Form  schreiben: 

»»»oja?  -^  -2'  A>  fi^  [cos  (9i-9)>)  -^  +  sin (^jp^-cip,)  ("J^)']) , 

wobei  unter  dj  der  Trägheitsradius  des  ersten  reducirten  Systems 
in  Bezug  auf  die  durch  den  Einzelschwerpunkt  iS^  gehende  Axe  be- 
deutet. Die  Richtigkeit  dieses  Resultates  erkennt  man,  wenn  man 
beachtet,  dass  nach  der  Bedeutung  von  o^  stattfinden  muss 

und  dass  cos  0  =  1 ,  sin  0  =  0  ist. 

Die  Zweckmassigkeit  dieser  letzteren  Schreibweise  erbellt  ganz 
besonders  daraus,  dass  dieser  Aasdruck,  wovon  man  sich  leicht  über- 
zeugt, auch  zugleich  den  Werth  von 

A/iI\_^    u  d    ~i~\  —  — 

darstellt,  wenn  man  in  ihm  den  Index  1  bezüglich  durch  2  oder  3 
ersetzt. 

Feraer  ist  nun 


d 


U-rr   —  ^cr-  =  W« -r^     und     -vrUrr,-    —  =rr-  =  »»„ -v^?- 


j      d  ldT\        dT 


dt\di'J      ds^-'^^U^    """    dt\dl^J      dC,-"''dt^ 
Alan  hat  daher  das  System  der  Differentialgleichungen: 

»»•  {<^  -^  —2'foi  />»  [cos  ifPk—^D  jf  +  sin  {Vk—fl)  (-^)  ]}  =  ö,»' 

(A=1,2,3) 

»»0  -^  =  Qu  und  m«-^  =  Oc . 

Die  Grössen  Q^^,  0{,  und   Q^  hängen  sehr  eng  mit  den  Ele- 
mentararbeiten der  wirksamen  Kräfte  zusammen.     Q^j^dtp^  bedeutet 
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die  Summe  der  Elemeolararbeiten  sämmtlicber  äusserer  und  innerer 
Kräfte  für  die  VerrUckung  V^^,  und  Q^.d^^  bezüglich  0;,d&  be- 
deutet die  Summe  der  Elementararbeiten  der  äusseren  Kräfte  allein 
für  die  Verrückung   Vt^  bezüglich  V^^. 

Nach  den  früheren  Entwickelungen  stellen  daher  die  Grössen  Q^^ 
durchweg  Drehungsmomente  und  die  Grössen  0^,  0;,  die  Compo- 
nentensummen  der  äusseren  Kräfte  parallel  der  X-Axe  bezügUch 
parallel  der  Z-Axe  dar. 

Sind  insbesondere  ausser  der  Schwere  keine  äusseren  Kräfte 
vorhanden,  so  ist  Qi^  =  0,  Q^  =  —  »w„j,  während  jede  der  Grössen 
Q^  die  Sunune  der  Momente  aller  Kräftepaare  darstellt,  welche 
<]adurch  entstehen,  dass  man  zu  den  am  h^"'''  Körper  selbst  angreifenden 
Kräften  die  anderen  noch  auftretenden  Kräfte  in  der  Weise  hinzu- 
fügt, dass  man  jede  derselben  parallel  mit  sich  nach  demjenigen 
Gelenkmittelpunkte  des  A*'"  Körpers  verlegt,  welcher  ihrem  Angriffs- 
punkte innerhalb  des  Körpersystems  am  nächsten  liegt. 

Für  den  Fall,  dass  ein  Punkt  P,  auf  der  Längsaxe  des  ersten 
Körpers  festliegt,  so  dass  der  erste  Körper  nur  Drehungen  um  die 
zu  den  Gelenkaxen  parallele  Axe  durch  P,  ausführen  kann,  erhält 
man  unter  Benutzung  des  auf  S.  3ü  niedergelegten  Werthes  für  T 
die  drei  DiflFerenlialgleichunjjen: 

*  ~dP  "^   '  *'  ^    "^   Vi— 72    j^  -T  h  <'i  ^"^'S  'f  —  V»    ^1^2 

"»i,['',-jp  -\-  Uc,cos  ff—ffy   -jfi-r  '2«<cos  (f~tf2  -^ 

+  /.c,sin  ^.-.,.   (^)%/..,sio  ^.-,,,  (^)]  =  0^.. 

Jede  der  Grössen  Q^^  bedeutet  jetzl  die  Summe  der  Drehungs- 
momente, welche  sämmtliche  am  Körper  angreifenden  äusseren  und 
inneren  Kräfte  in  Bezug  auf  die  Axe  bezüglich  durch  Pj,  G,.2  oder  G^^ 
ausüben,  nachdem  alle  diejenigen,  welche  nicht  direct  am  A^*  Körper 
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angreifen,  panillel  mit  sich  nach  dem  Gelenkpunkle  verlegt  worden 
sind,  der  ihnen  innerhalb  des  KörpersysLeins  am  A**'"  Körper  am 
niichsteD  liegt.  Die  Drehungsmomente  zweier  zusammengehöriger 
innerer  Kräfte  setzen  sich  dabei  immer  zum  Moment  eines  Krüfle- 
paares  zusammen. 

Hat  man  sich  nun  auf  empirischem  Wege  eine  eingehende 
Kenntniss  der  bei  den  eiozelnen  Kürperu  des  Systems  auftretenden 
Geschwindigkeiten  und  Beschleunigungen  ver schafft,  und  kennt  man 
ausserdem  die  wirksamen  äusseren  Kriifte,  so  kann  man  nicht  nur 
für  jeden  Zeitmoment  die  Werlhe  der  linken  Seiten  aller  dieser  Be- 
wegungsgleichungen  berechnen,  soodoni  man  kann  auch  tlen  nunie- 
rischen  Werth  des  Bestandtheiles  der  rechten  Seile  angeben,  welcher 
von  den  äusseren  Kriiften  herrührt.  Es  bleibt  infolgedessen  in  jeder 
dieser  Gleichungen  auf  der  rechten  Seite  nur  noch  das  betreffende 
Gesaroratdrehuogsmoment  der  inneren  Kräfte  als  Unbekannte  übrig* 
Man  ist  daher  in  den  Stand  gesetzt,  den  zu  jeder  der  Verriickungs- 
arten  V^  ,  bezuglich  V^,  und  F^„  gehörenden  Werth  des  resultirenden 
Drehungsmomentes  der  inneren  KrIUte  für  tlen  ganzen  Verlauf  der 
Bewegung  anzugeben. 

Kommen  nur  drei  verschiedene  Paare  innerer  KrHfte  (Muskel- 
kräfte) vor,  so  kann  man  darauf  ohne  Weiteres  auch  den  Anlheil 
besiimraen,  den  jedes  derselben  an  der  Hervorbringung  des  re.sul- 
tirenden  Drehuiigsmomentes  besitzt.  Hat  man  mehr  wie  drei  Paare 
von  Kräften,  so  muss  man  zu  dieser  letzleren  Bestimmung  noch  ein 
Princip,  wie  das  der  kleinsten  Anstrengung,  zu  Hülfe  nehmen. 

Damit  ist  im  Princip  dieser  einfache  Fall  der  Bewegungen  eines 
Systems  von  drei  durch  Gelenke  mit  einander  verbundenen  Korperu 
erledigt.  Die  bei  demselben  gewonnenen  Methoden  für  die  Auf- 
glelhmg  der  einzelnen  Bestandtheile  der  Bewegung^jgleichungen  lassen 
•sich,  mutatis  mulandis,  auf  die  viel  verwickeiteren  Systeme,  wie  sie 
der  menschliche  Körper  oder  die  Körper  der  Thiere  darstellen,  an- 
wenden. Gewisse  Bewegungen  der  letzteren,  bei  welchen  nur  zwei 
oder  drei  zusammenhangende  Glieder  ihre  Lage  zu  einander  ver* 
lindern,  wie  z.  B.  die  Bewegung  eines  frei  herabhängenden  Beins 
parallel  der  Medianebeue  des  Menschen  infulge  beliebiger  Contraction 
der  Muskeln  sind  durch  den  behandelten  Fall  schon  vollständig  erledigt. 
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IV.  Die  lebendige  Kraft  des  menschlichen  Körpers, 

Wenn  der  menschliche  Körper  für  die  Mechanik  greifbar  werden 
soll,  so  muss  man  gewisse  Voraussei?. ungen  und  Einschrimkungen  in 
Bezug  auf  seine  Zusammensetzungen  machen,  welche  der  Wirklichkeit 
nicht  vollständig  entsprechen.  Wenn  man  z,  B*  die  Wirkungsweise 
von  Muskeln  untersuchen  will,  welche  zwischen  grösseren  Körper- 
theilen  ausgespannt  sind,  so  kann  man  diese  Aufgabe  nur  dadurch 
fUr  die  Mechanik  lösbar  gestalten,  dass  man  erstens  von  der  Defor- 
mation  der  KOrpertheile  infolge  der  ContracLion  der  Muskeln  oder 
infolge  anderer  Etaflüsse,  wie  Blutstroni  u.  s.  w,  absieht  und  die 
Glieder  als  starre  Massen  auffasst,  und  dass  man  zweitens  über  die 
Wirkungsweise  der  Muskeln  gewisse,  nicht  streng  realisirte  Voraus-^ 
Setzungen  macht,  wie  das  Vorhandensein  einer  Resultante  für  den  gan- 
zen Muskel  oder  wenigstens  für  bestimmte  Muskelpartien,  geradliniger 
Verlauf  dieser  Resultante  entweder  direct  zwischen  zwei  Knochen- 
punkten oder  auf  dem  Umwege  über  Knochenvorsprünge,  Sehnen- 
rollen u.  s.  w-  nie  Zerlegung  des  Körpers  in  einzelne  starre  Massen 
ist  im  Allgemeinen  gegeben  durch  die  Gelenke,  Es  hlingl  nun  ganz 
von  der  Art  der  zu  ontei^uchenden  Bewegung  ab,  wie  weit  man 
die  Zerlegung  in  starre  Massen  vorzunehmen  hat.  So  kommt  bei- 
spielsweise für  die  Bewegungen  des  Gehens  und  Laufens  die  Be* 
weglichkeit  der  Fingerglieder,  ja  selbst  die  Beweglichkeit  der  Uand 
gegen  den  Unterarm  nicht  in  Betracht.  Man  kann  daher  in  diesen 
Fallen  den  Unterarm  mit  der  Hand  zusammen  als  eine  starre  Masse  auf- 
fassen» Wollte  man  dagegen  die  Bewegungen  eines  Clavierspiclers  unter- 
suchen, so  könnte  man  vom  mechanischen  Standpunkte  aus  anderer-^ 
seits  unbedenklich  den  ganzen  Körper  mit  Ausnahme  der  Arme  als 
eine  starre  Masse  ansehen;  dagegen  hütte  man  auf  die  Bewegungen 
in  den  Arm-,  Hand-  und  Fingergelenken  das  Hauptgewicht  zu  legen. 
Beim  Gehen  oder  Lauten  kann  man  ferner  mit  grosser  Annäherung 
auch  den  Rumpf  als  eine  starre  Masse  ansehen,  obgleich  derselbe 
während  des  Athmens  fortwährend  seine  Form  ändert,  ja  man  kann 
bei  dieser  Bewegungsart  sogar  den  Schultergürtel  und  den  Kopf  als  starr 
mit  dem  Rumpfe  verbunden  auffassen.    Wenn  auch  der  Schultergürtel 
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und  dei'  Kopf  gewöhnlich  beim  Gehen  etwas  gegen  den  Rumpf  ver- 
rlickt  werden,  so  sind  diese  Bewegungen  für  die  Fortbewegung  des 
ganzen  Körpers  nicht  unbedingt  erforderlieh.  Unterdrückt  man  die- 
selben, was  beim  Miütiir  besonders  geübt  wird,  so  wird  dadurch 
weder  die  Möglichkeit  noch  die  Art  des  Gehens  wesentlich  beeinflusst. 
Man  könnte  endlich  für  den  Gang  sogar  die  Arme  zum  Rumpfe 
feststellen  und  mit  grosser  Annäherung  den  Rumpf  mit  dem  Kopfe 
imd  den  Armen  zu  einer  einzigen  starren  Masse  zusammennehmen. 
Dadurch  würde  sich  die  mechanische  Aufgabe  wesentlich  vereinfachen. 
Für  andere  Bewegungsarten,  wie  z.  B,  das  Schwimmen,  kommt 
andererseits  gerade  die  Beweglichkeit  der  Arme  in  Frage  und  man 
könnte  in  diesem  Falle  etwa  nur  den  Kopf  gegen  den  Rumpf  festslellen. 

Es  liisst  sich  daher  von  vornherein  keine  für  alle  FlÜle  gleich- 
werthige  Zergliederung  des  menschlichen  Körpers  in  einzelne  starre 
Massen  angeben.  [Hoselbe  richtet  sich  jedesmal  nach  der  besonderen 
Art  der  zu  untersuchenden  Bewegung, 

-  Für  viele  im  Lehen  hclufiger  voikommende  Bewegungen  ist  die 
Zerlegung  des  ganzen  Körpers  in  folgende  12  als  starre  Massen  zu 
behandelnden    f heile  ausreichend: 

Rumpf  (1),  rechter  Oberschenkel  (2),  linker  Oberschenkel  (3), 
rechter  Unterschenkel  (4),  linker  Unterschenkel  (5),  rechter  Fuss  (6), 
linker  Fuss  (7),  rechter  Oberarm  (8),  linker  Oberann  (9),  rechter 
Unterarm  mit  Hand  (lO),  linker  Unterarm  mit  Ifand  (11)  und  Kopf  (12). 

Dabei  soll  der  SchuUergürtel  fest  zum  Rumpfe  angenommen 
werden  und  einen  Theil  desselben  ausmachen. 

Da  für  jeden  dieser  12  KOrperabschnitle  sowohl  die  Masse  und 
die  Lage  des  Schwerpunktes^)  als  aucti  die  Grosse  der  drei  Haupt- 
tr'Jgheitsradien  des  Schwerpunktes^)  früher  von  uns  bestimmt  worden 
sind,  so  stellen  dieselben  im  mechanischen  Sinne  vollständig  bekannte 
Massen  dar  und  können  daher  als  Object  der  Bewegung  in  Betracht 
gezogen  werden. 

Für  die  Behandlung  von  Bewegungen  des  menschlichen  Körpers, 
welche  eine  weitergehende  Zergliederung  desselben  zur  Voraussetzung 
haben,  würde  es  sich    dagegen   nöthig  machen,    erst   noch    kleinere 


\)  AbhaodK  der  KgL  Sachs.  Ges.  d.  Wissensch.   Bd,  XV. 
f)  AbbandL  der  Kgl.  Sachs.  Ges.  d.  Wissensch.   ßd.  XVlIl. 
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Theile  des  Körpers  auf  ihre  !Masse,  Massenvertheilung  und  Trägheits- 
momente zu  untersuchen. 

In  der  folgenden  Darlegung  soll  nun  oft  für  die  einzelnen  Körper- 
absclinitte  die  in  Klammer  beigesetzte  Nummorirung  verwendet  wer- 
den. Ferner  soll  als  Längsaxe  des  Körperabschnittes  oder  Ghedes 
eingeführt  sein:  bei  den  durch  zwei  Gelenke  begrenzten  Extremitäten- 
abschnitten  (2,  3,  4,  5,  8,  9)  die  Verbindungslinie  der  beiden  Ge- 
lenkniittelpunkte,  hei  den  Endkörpertheilen  (6,  7,  iO,  H,  12)  die 
Verbindungslinie  des  Gelenkmittelpunkles  mit  dem  Einzelschwerpunkl, 
und  heim  Rumpf  (1)  die  Verbindungslinie  des  Mittelpunktes  vom 
Atlanto-occipitalgelenk  mit  der  Mitte  der  Hutlaxe.  Der  Schwerpunkt 
des  A**""  Gliedes,  welcher  nach  unseren  früheren  Untersuchungen  immer 
mit  grosser  Annäherung  in  der  Längsaxe  des  Gliedes  liegt,  soll  mit 
*Sft,  der  Gesammtschwerpunkt  des  menschlichen  Körpers  mit  S^^  und 
der  Mittelpunkt  des  Gelenkes,  welches  das  i^"  und  k^  Glied  mit  ein- 
ander verbindet,  mit  G^j,  bezeichnet  sein.  Demnach  erhält  man  die 
in  der  Fignr  auf  Tafel  I  eingetragenen  Bezeichnungen  für  die  ein- 
zelnen Schwerpunkte  und  Gelenkmittelpunkte. 

Um  die  Lage  eines  jeden  der  12  Körpertheile  im  Kaume  zu 
bestimmen,  sind  im  Allgemeinen  (i  Coordinateu  erforderlich.  Es  em* 
Hehlt  sich,  dazu  die  3  rechtwinkligen  Coordinalen  eines  zum  Körper- 
theil  festen  Punktes  und  drei  Winkel  ^ ,  ?>,  (>  zu  verwenden.  Von 
den  drei  rechlwinkligen  Coordinalenaxen  sei  die  /-Axe  vertical  und 
nach  oben  positiv  gerichtet,  dann  liegen  die  A'-Axe  und  V-Axe  in 
einer  Horizontal i*bcne.  Es  soll  f/>  den  Winkel  bedeuten  zwischen  der 
Lkngsaxe  des  Gliedes  und  einer  nach  unten  positiv  zu  rechnen- 
den Verticalen,  &  den  Winkel  zwischen  der  durch  die  Langsaxo 
gehenden  Veriicalebeno  und  einer  im  Räume  festen  Verticalebene, 
welche  mit  der  YZ- Ebene  des  Coordiuatensystems  parallel  laufen  möge. 

Zur  Fesistellung  der  Bedeutung  des  dritten  Winkels  (>  soll  Fol- 
gendes verabredet  sein:  Als  Normalstcllung  des  menschlichen 
Körpers  soll  diejenige  bezeichnet  werden,  welche  der  Körper  ein- 
nimmt«  wenn  alle  Ltiniisaxen  mit  Ausnahme  derer  der  bcitien  Fusse 
vertical  gerichtet  sind  und  in  einer  einzigen  zur  FZ- Ebene  parallelen 
Verticalebene  liegen.  Setzt  man  dann  noch  fest,  dass  bestimmte  zu 
den  einzelnen  Köipertheileu  feste  Ebenen  durch  die  Längsaxeu 
i^Frontalebenen)    mit   dieser   Verticalebene   zusauunenfallen,    dass   die 
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Arme  herabhängeiu  und  dass  {iie  durch  die  Längsaxen  der  Flisse 
gelegten  Verticalebenen  (Sagi talebenen)  auf  der  FZ- Ebene  senkrecht 
.stehen,  so  ist  bei  der  eigenthümltchen  Art  der  Gelenkverbindungen 
und  der  Freiheit  der  Gelenkbewegungen  diunit  eine  feste  Stelking  des 
Körpers  eindeutig  bestimmt;  dies  die  Normalstellung.  In  unserer 
Arbeit  über  den  Schwerpunkt  des  menschlichen  Körpers  haben  wir 
gezeigt,  dass  der  Körper  auch  wirklich  im  Stande  ist,  diese  Stellung 
einzunehmen.  Es  kann  nun  die  Längsaxe  eines  jeden  Körperlheils 
aus  ihrer  Lage  in  der  Normalsteilung  in  die  neue  dadurch  übergeführt 
werden,   dass   der  ganze  Körperlheil   um   eine   horizontale  Axe  91^, 

welche  mit  der  festen  Verticalebene  den  Winkel   /—  —  **A  bildet,  um 

den  Winkel  y  gedreht  wird.  Dabei  wird  im  Allgemeinen  die  Ebene 
des  Körpertheils,  welche  in  der  Normalstellung  parallel  der  YZ- Ebene 
verlief,  um  ilie  Ltingsaxe  eine  Drehung  ausgeführt  haben.  Die  Grösse 
dieser  Drehung,  welche  man  als  Kollung  des  Körperl  hei  Is  zu 
bezeichnen  pflegt,  soll  durch  den  Winkel  (/  dargestellt  sein. 

Zur  Llntorscheidung  der  zu  den  verschiedenen  Gliedern  gehören- 
den Winkel  *f%  &,  p  soll  denselben  immer  die  Nummer  des  Gliedes 
als  Index  beigegeben  werden. 

Da  12  Glieder  in  Betracht  kommen,  so  würden  demnach  zur 
Bestimmung  der  Lage  aller  Glieder  im  Räume  72  tloordinaten  ge- 
liüren.  Diese  sind  aber  niclit  alle  von  einander  unabhängig.  Es  ist 
leicht  ersichtlich,  dass  infolge  der  Gelenkverbindungen  die  Haltung 
des  Körpers  und  seine  Lage  im  Räume  schon  durch  39  Coordinaten 
vollstctndig  bestimmt  ist,  nämlich  durch  die  36  Winkel  g,  d^^  p  und 
drei  rechtwinklige  Coordinaten  .r,  j/,  z  für  irgend  einen  Punkt  des 
Gea?ammlkörpers.  Letzterer  braucht  nicht  unbedingt  fest  zu  irgend 
einem  Gliede  zu  liegen;  es  genügt,  wenn  seine  Lage  für  jede  Haltung 
des  Körpers  eindeutig  bestimmt  ist.  Dies  isl  z.  B*  für  den  Gesammt- 
gchwerpunkt  S^  der  Fall. 

Die  36  Winkelcoordinaten  sind  genau  genommen  nur  dann  von 
einander  unabhängig,  wenn  jedes  Gelenk  zwischen  zwei  Gliedern 
drei  Grade  der  Freiheit  bcsitzL  Jede  Bosch rimkung  der  Beweglich- 
keit im  Gelenk,  sei  sie  durch  die  besondere  Form  der  Gelenkflächen, 
durch  Arretirungen  oder  durch  die  besondere  Art  der  gleichzeitigen 
Innervation   der   auf  das   Gelenk  wirkenilen  Muskeln   hervorgerufen, 
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bedingt  eine  Abhängigkeit  zwischen  den  Winkelgrössen  der  betreffen- 
den Glieder  and  vermindert  infolgedessen  die  Zahl  der  unabhängigen 
Coordinalen.  Da  diese  Verhältnisse  zum  Theil  noch  nicht  genügend 
aufgeklärt  sind,  so  können  sie  vorläufig  noch  keine  Berücksichtigung 
erfahren,  und  es  sollen  fur*s  Erste  die  Grössen  y,  d,  p  als  von  ein- 
ander unabhängig  behandelt  werden. 

Die  lebendige  Kraft  des  menschlichen  Körpers  muss  sich  dann 
als  Function  der  Grössen  g?,  #5  q^  fp\  &\  (*'  und  der  Coordioaten  des 
Gesamml Schwerpunktes,  bezüglich  eines  anderen  für  die  Bewegung 
bevorzugten  Punktes,  und  deren  Abgeleiteten  darstellen  lassen.     Die 

Grössen   9,  ^\  {/   bedeuten    die    Winkelgeschwindigkeiten    -—-,    --7- 

de 


und 


dl 


Die  Ableitung  des  Ausdruckes  für  die  lebendige  Kraft  kann  auf 
ganz  entsprechende  Weise  geschehen  wie  für  das  System  der  drei 
Körper,    Es  ist  dabei  Folgendes  zu  beachten: 

Man  kann  bei  festgehaltenem  Gesammtschwerpunkt  den  Körper 
aus  einer  Stellung  in  eine  unendlich  benachbarte  dadurch  iiberlühren, 
dass  man  dem  ganzen  System  successivc  unendlich  kleine  Verrück ungen 
ertheiltj  bei  welcheu  jeweilig  nur  die  drei  Winkel  fy,  iSf^,  ^j  für  ein 
Glied  (j*^*  Ghed)  geändert  werden,  während  die  zu  den  übrigen 
(iliedeni  gehörenden  Winkel  constant  bleiben.  Bei  einer  solchen  Ver- 
rückung erfährt  das  j^'"  Glied  eine  unendlich  kleine  Roialion  um  irgend 
eine  Axe,  während  die  anderen  Glieder  gleichzeitig  nur  Translationen 
ausführen  können. 

Es  gilt  nun  folgender 

Satz;  Die  Axe  dieser  Rotation  muss,  unabhängig  von 
ihrer  Richtung,  immer  durch  einen  zum  j*^^"  Gliede  festen 
Punkl  hindurchgehen,  wenn  der  Gesammtschwerpunkt  des 
Körpers  während  der  Verrückung  an  seiner  Stelle  blei- 
ben soll  Dieser  Punkt,  für  welchen  der  Name  Hauptpunkt 
des  j**"  Gliedes  eingeführt  sein  soll,  füllt  zusammen  mit 
dem  Schwerpunkte  eines  Systems,  welches  man  erhält, 
indem  man  zu  der  Masse  des  j***  Gliedes  die  Massen  aller 
anderen  Glieder  des  menschlichen  Körpers  in  der  Weise 
hinzufügt,    dass   man  in  dem  Mittelpunkte  eines  jeden  am 
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j**"  Gliede  befindlichen  Gelenkes  die  Massen  aller  der  Glie- 
der vereinigt  ainnimmt,  welche  durch  dieses  Gelenk  mit 
dem  j^*"  Gliede  in  mittelbarer  oder  unmittelbarer  Ver- 
bindung stehen. 

Letzteres  üngirte  Massensystem,  welches,  wie  man  aus  der  Be- 
trachtung des  voraurgeschickten  einlachen  Falles  weiss,  für  das  Pro- 
blem der  Bewegung  des  menschlichen  Körpers  oder  ähnlich  zu- 
sammengesetzter Massensysteme  eine  wichtige  Rolle  spielt,  soll  wie 
früher  den  Namen  »j**^  redueirtes  System«  führen.  An  Stelle 
der  Nummer  soll  sehr  oft  auch,  der  besseren  Anschaulichkeit  halber, 
der  Name  des  Gliedes  verwendet  werden.  Es  ist  also  z.  B  1^"'  redu- 
eirtes System  und  »redueirtes  Rumpfsystem w  dasselbe.  Die  Masse 
eines  jeden  reducirten  Systems  stimmt  ilberein  mit  der  Gesaraml- 
masse  des  Körpers* 

Dieser  Salz  ist  die  directe  Verallgeüieinerung  des  entsprechenden 
Satzes  vom  Dreikörpersystem  für  eine  grössere  Anzahl  durch  Gelenke 
verbundener  Körper  und  für  beliebige  Richtung  der  Rotationsaxe. 
Der  Beweis  desselben  soll  aus  diesem  Grunde  nicht  wieder  in  der 
früheren  Form  ausführlich  mitgetheilt  werden,  da  die  Anleitung  zu 
demselben  im  Princip  durch  die  früheren  Entwickelungen  gegeben 
ist*  Es  soll  dagegen  an  dieser  Stelle  gezeigt  werden,  wie  man  den 
Satz  noch  auf  andere  Art,  ohne  alle  Rechnung,  beweisen  kann: 

Es  möge  zunächst  dem  j^"  Gliede  eine  unendlich  kleine  Rotation 
um  irgend  eine  Axe  durch  seinen  Einzelschwerpunkt  Sj  ertheilt  wer- 
den. Dabei  können  die  anderen  Glieder  infolge  des  Zusammenhangs 
zwischen  den  einzelnen  Kürpertheilen  nicht  in  Ruhe  bleiben.  Da 
ihre  Bewegung  aber  nur  in  einer  Translation  bestehen  darf,  so  ist 
klar,  dass  die  Translation  eines  jeden  der  1 1  anderen  Glieder  über- 
einstimmt mit  der  Translation  des  am  j^"  Gliede  befindlichen  Gelenk- 
mittelpunktes, welcher  die  Verbindung  zwischen  diesem  und  dem  Z*"* 
Gliede  darstellt.  Handelt  es  sich  z.B.  um  eine  unendlich  kleine  Rotation 
dta  des  rechten  Oberschenkels  um  eine  Axe  durch  seinen  Schwerpunkt 
S|,  so  werden  alle  Glieder,  welche  durch  das  rechte  Kniegelenk 
mit  dem  rechten  Oberschenkel  in  Veibindung  stehen  (rechter  Unter- 
schenkel und  rechter  Fuss)  eine  unendlich  kleine  Trauslation  erfahren, 
welche  übereinstimmt  mit  der  rraushilion  des  Kniegelenkmiltetpuoktes. 
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Alle  anderen  Glieder  sind  Translationen  unterworfen,  welche  gleich 
der  Translation  des  rechten  Ilüftgeleukrailtelpnnktes  sind. 

Es  soll  nun  mit  S'  der  gemeinsame  Schwer|iunkt  für  alle  Glieder 
Jenseits  des  Hüftgelenks  und  mit  S''  der  gemeinsame  Scliwerpunkt 
für  die  beiden  Glieder  jenseits  des  Kniegelenks  bezeichnet  werden. 

Die  Translation  des  Schwerpunktes  S'  ist  unabhängig  von  der 
Stellung  der  einzelnen  Glieder  jenseits  des  Hüftgelenks  zu  einander; 
ßie  würde  also  dieselbe  bleiben,  wenn  man  diesen  Gliedern  eine 
solche  Stellung  zu  einander  ertheilen  konnte,  bei  welcher  der  Schwer- 
punkt S'  gerade  in  den  Mittelpunkt  Gj^  des  Hüftgelenks  hrneinfrillt* 
Desgleichen  könnte  der  gemeinsame  Schwerpunkt  S'  der  Glieder  jen- 
seits des  Kniegelenks  in  den  Mittelpunkt  G^j  des  Kniegelenks  fallen, 
ohne  dass  dadurch  die  Translaiion  desselben  beeinflusst  würde.  Der 
Gesammtschwerpunki  des  ganzen  Körpers  wUrde  aber  dann  auch  mit 
einem  im  Oberschenkel  testen  Punkte  zusammenfallen,  nämlich  gerade 
mit  dem  Schwerpunkte  //^  desjenigen  Massensystems,  welches  man 
erhält^  wenn  man  im  Uüflgelenkmittelpunkt  einerseits  und  im  Knie- 
gelenkmittelpunkt andererseits  die  Massen  aller  durch  diese  beiden 
Gelenke  mit  dem  Oberschenkel  in  Verbindung  stehenden  Glieder  ver- 
einigt annimmt.  Für  dieses  ßngirte  Massensystem  ist  die  Bezeichnung 
•»SJ***  reducirtes  System«  oder  auch  «reducirtes  OberschenknlsyNtem«^ 
und  für  den  Schwerpunkt  H^  desselben  die  Bezeichnung  )> Hauptpunkt 
des  Oberschenkels«  eingeführt  worden.  Soll  nun  der  Gesammt* 
Schwerpunkt  während  der  Verrückung  des  ganzen  Körpers  fest 
bleiben,  so  darf  auch  der  Hauptpunkt  //^  seinen  Ort  nicht  ver- 
ändern;  es  muss  dahei  die  Axt*  der  Kotation  stets  durch  denselben 
li  in  durchgehen- 

Eutsprechentles  gilt  natürlich  auch,  wenn  das  bevorzugte  Glieds 
welchem  bei  der  Verrückung  des  ganzen  Körpers  jeweils  allein  eine 
KotatioD  gestattet  ist,  durch  mehr  als  zwei  Gelenke  mit  den  übrigeu 
Gliedern  verbunden  ist.  Im  Körpei-  existirt  ein  solches  Glietl,  uiimlicli 
der  Rumpf.  Auch  in  diesem  gibt  es  daher  einen  Hauptpunkt ;  der- 
selbe ist  wieder  identisch  mit  dem  Schwer[Kmkte  des  leducirten 
Humpfsystems. 

Die  Strecken  zwischen  dem  Hauptpunkte  H,  und  den  Gelenk- 
mittelpunkteu  des  /"''  Gliedes  sollen  wieder  den  Namen  >jHaupt- 
s trecken   des  /**"  Gliedes«   führen. 
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Die  Lage  des  Hauptpunkles  innerlialh  eines  jeden  Körpeiiheils 
und  die  Grösse  der  Hauptstrecken  hangen  von  den  Massen  summt- 
Hoher  Glieder  ab*  Verändert  man  die  Masse  auch  nur  eines  Körper- 
lheils, z»  B.  des  Kumptes,  indem  man  ihn  mit  einem  Tornister  be- 
schwert, oder  des  Armes,  indem  man  ein  Gewicht  in  der  Hand 
halt,  so  verändert  sich  auch  sotbrt  die  Lage  sämmtlicher  Haupt- 
punkte^ und  zwar  immer  in  der  Weise,  dass  sie  alle  innerhalb  des 
Körpers  dem  beschwerten  Ghede  näher  Jucken, 

Die  Hauptpunkte  der  12  Körperabschnitte  ermöglichen  wieder 
eine  wesenthche  Vereinfachung  für  die  Ableitung  der  lebendigen 
Kraft  des  menschlichen  Körpers,  Aus  der  Bedeutung  derselben  geht 
unmittelbar  folgender  Satz  hervor: 

Satzj  Der  menschliche  Körper  kann  aus  einer  be- 
liebigen Stellung  in  eine  unendlich  benachbarte  mit  der- 
selben Lage  des  Gesammtschwerpunktes  dadurch  über- 
geführt werden,  dass  man  ihm  nach  einander  12  unendlicli 
kleine  Verrückungen  1}  ertheilt,  bei  welchen  immer  nur  je 
ein  Glied  um  eine  Axe  seines  Hauptpunktes  unendlicli 
wenig  gedreht  wird,  während  alle  anderen  Glieder  gleich- 
zeitig Translationen   ausfüliren. 

Infolgedessen  stellt  sich  die  Veirückung  eines  jeden  der  1  2  Einzel- 
schwerpunkte  im  Allgemeinen  dar  als  gefuiietrisch**  Summe  von  12 
Translationen,  welche  leicht  zu  bereclmen  sind,  nachdem  man  die 
Lage  iler  12  Hauptpunkle  und  die  Richtungen  der  12  Axen  für  die 
Verrückungen  V^  (j=  1,2  ,  .  12)  festgestellt  hal.  Die  Translatioiu 
welche  der  Schwerpunkt  iS\  bei  der  Verrüekuug  V^  erfährt,  ist  identisch 
mit  der  aus  der  Rotation  um  <lie  Axe  durcli  H^  resultirenden  Trans- 
lation des  am  /""  Güede  hefindlichen  (jclenkmitlelpunktes,  welcher 
dem  Schwerpuukte  S^  innerhalb  des  Körpersystems  am  nächsten 
liegL  Es  ist  daher  dem  Schweri)unkte  S^  für  jede  Verrückung  1^ 
(bei  welcher  j  S  A)  ein  Gelenkmittelpuuki  irml  eine  Haupistrecke 
des  j**"  Gliedes  zugeordnet. 

Aus  diesenj  Grunde  stellt  sich  zunächst  die  Nothweiidiiikeit  ein, 
die  Translationen  festzustellen,  welche  die  Gelenkmittelpunkte  des 
j**'*  Gliedes  bei  den  unendlich  kleinen  Rolalioneu  d(\^selben  um  Axen 
durcli  den  zugehörigen   Hauptpunkt  i/^  erfahren. 

Für   die    analytische    Üurcht'ühiung   dieser   Aufgabe    ist   nun   die 
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Tbatsaclie  von  Bedeulungj  dass  der  Schwerpunkt  eines  jeden  Gliedes 
in  der  Längsaxe  desselben  liegt.  Infolgedessen  fällt  auch  jeder  Haupt- 
punkt in  die  Lüngsaxe  seines  Gliedes.  Davon  ist  der  Rumpf  nicht 
ausgenommen,  wenn  von  der  Bewegung  des  Schultergürtels  abgesehen 
wird,  und  wenn  die  für  eine  gewisse  mittlere  Haltung  geltende  Aii^^ 
nähme  gemacht  wird,  dass  die  fünf  am  Rumpfe  befindlichen  Gelenk-^^ 
miUelpunkle  in  einer  einzigen  Ebene  liegen,  welche  den  Schwerpunkt 
und  die  L^ngsaxe  des  Rumpfes  enlhülL. 

Die  Lage  der  Gelenkmittelpunkte  zum  Hauptpunkte  desselben 
Gliedes  whd  durch  die  Hauptstrecken  bestimmt.  Mit  Ausnahme  des 
Humpfes  bilden  dieselben  bei  allen  Körperlheilen  Strecken  auf  den 
Längsaxen.  Für  den  Rumpf  ist  das  nur  bei  der  Haupistrecke  der 
Fall,  welche  den  Hauptpunkt  i/i  mit  dem  Mittelpunkte  des  Allanto- 
occipitalgelenks  verbindet,  während  die  vier  anderen  Strecken,  welche 
i/j  mit  den  Schulter-  und  Hültgelenkmittelpunkten  verbinden  und  welche 
gleichfalls  in  der  Ebene  der  fünf  Rumpfgelenkmittelpunkte  liegen,  gegen 
die  L^ngsaxe  des  Rumpfes  geneigt  sind.  Es  empfiehlt  sich,  jede  dieser 
vier  Hauptstrecken  durch  je  zwei  zu  einander  senkrecht  gerichtete  zu 
ersetzen,  von  denen  die  eine  die  Projection  der  Verbindungsstrecke 
des  betreffenden  Gelenkmittelpunktcs  mit  dem  Hauptimnkt  auf  di^ 
Kumpflüngsaxe  und  die  andere  den  Abstand  dieses  Gelenkmitte| 
puuktes  von  der  Rumpfliingsaxe  darstellt. 

Für  die  Hauptstrecken  des  menschlichen  Körpers  sollen  nun   die 
folgenden  aus  der  Tafel  U  ersichtlichen  Bezeichnungen  eingeführt  sein:    , 
An    den  Extremityitenabschnitten   und    am  Kopfe    sind    die    Strecke^f 


mit  Cj  oder  d^  bezeichnet  worden 


je  nachdem  sie  den  Hauptpunkt  Hj 


mit  dem  dem  Rumpfe  nUher  gelegenen  oder  vom  Rumpfe  entfernlere^B 
Gelenkmittelpunkte  verbinden.  Die  Strecken  der  Rurapflängsax^« 
welche  den  Mittelpunkt  des  Kopfgelenks,  die  Mitte  der  Schulterlinie 
und  die  Mitte  der  Hüftlinie  mit  dem  ersten  Hauptpunkte  verbinden, 
tragen  bezüglich  die  Bezeichnungen  fc,  o,  ii,  und  die  Entfernungen  der 
Schultergelenk"  und  Hüftgelenkmittelpynkte  von  der  Rumpflängsaxe  be- 
züglich die  Bezeichnungen  a  und  b.  Die  Verbindungsstrecke  des  Haupt- 
punktes Hj  mit  dem  Schwerpunkte  S,  desselben  Gliedes,  w^elche  eben- 
falls Hauptstrecke  genannt  werden  soll,  ist  mit  Vj  bezeichnet  worden. 
Die  Grössen  r^.  dj>  ejj  Ä,  o,  w,  «  und  b  sollen  zunächst  nur  die  ab- 
soluten Liingen  der  Strecken  ausdrucken.     Füi   tlie  Veirückungen  ist 
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es  nun  nichl  gleichgüllig,  in  welclu^r  Riclilung  diesc^lben  vom  Uaupt- 
pimkto  aus  verlaufen.  Man  hat  daher  sowohl  auf  jetler  Längsaxe 
als  auch  auf  der  in  ticr  Ebene  der  fünf  Bumpf^xen  liegenden,  auf 
der  Löngsaxe  des  Rumpfes  senkrechlcn  Geraden  eine  positive  und 
negative  Richtung  zu  unterscheiden.  Zur  Bestimmung  derselben  ist 
es  am  bequemsten,  sicli  den  Körper  in  die  oben  n^Uier  bezcichneJe 
Normalstellung  versetzt  zu  denken.  Es  soll  dann  für  die  I^^ngsaxen 
die  Richtung  nach  unten,  bezüglich  für  die  Fussl^ngsaxen  die  Rich- 
tung nach  unten  und  vorn,  und  lur  die  zur  l{umpfhingsaxe  senk- 
rechten Strecken  die  Richtung  nach  der  rechten  Körperseitc  zu  als 
positiv   eingeführt    werden.      Es   ist   demnach    z.  B.   /f 5  G.i  ^  ^= -|- Jj , 

ffsCj.2=   —  ^3J  ^lG,.§  =  +«f   ^1^,9  =  —  ff,    u.   s.   w. 

Es  wurde  oben  (S,  63)  auseinandergesetzt,  dass  einem  jeden 
Schwerpunkte  S,,  für  die  Verrückung  Vj  (wo  j^h)  eine  Hauptstrecke 
des  /*""  Gliedes  zugeordnet  ist.  Dieselbe  ist  diejenige  unter  den 
Hauptstrecken  des  /^"  Gliedes,  welche  das  dem  Schwerpunkt*  iS^ 
innerhalb  des  Korpers  am  nächsten  liegende  Gelenk  des  j^"  Gliedes, 
d.  h.  also  das  Gelenk,  welches  die  unmittelliare  oder  mittelbare  Ver- 
bindung zwischen  dem  j^'°  Gliede  und  dem  A*"'°  Gliede  darstellt,  mit 
dem  Hauptpunkte  des  /*''  Gliedes  verbindet.  Führt  man  für  die 
dem  Schwerpunkte  Sf^  in  Bezug  auf  die  Verrückung  Vj  zugeordnete 
Hauptstrecke  die  Bezeichnung  f^^  bezüglich  für  die  in  Bezug  auf  die 
Verrückung  \\  zugeordneten  beiden  Hauptstrecken  die  Bezeichnungen 
f^j^  und  f/i^  ein,  wobei  die  Grössen  fjf,  silramtUch  auf  Längsaxen  und 
die  Grössen  9,^  ^uf  Senkrechten  zur  Rumpf  längsaxe  hegen,  be- 
zeictinet  man  ferner  insbesondere  die  dem  Schwerpunkte  S^  in 
Bezug  auf  die  Verrückung  Yf^  selbst  zugeordnete  Hauptstrecke,  d.  h- 
die  Entternung  e^,  des  Schwerpunktes  Sf^  von  U^  mit  /j^^,  und  berück- 
sichtigt man  das  Vorzeichen  dieser  Strecken,  so  crgiebt  sich  für  die 
Werthe  dieser  Grössen  nach  der  durch  Tafel  il  eingeführten  Bezeich- 


(Uing 


die  Tabelle; 
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Die  Veiilickuni^  V'^,  bei  welcher  nur  das  f''  Glied  um  irgend 
eine  Axe  durch  den  j^*"  Hauptpunkt  //,  unendlich  wenig  rolirt,  wüh- 
rend  alle  anderen  Glieder  gleiclizeitig  Translalionen  ausfuhren,  kann 

nun    allgemein   in    drei    Coniponenten    V,^  ,  V^.,  V^.   zerlegt   werden. 

j       j       j 

Dabei  bedeutet: 

V  eine  Verrückung,  bei  welcher  von  allen  Coordinaien 
nur  (jpy  seinen  Werlh  um  drpj  ändert,  wahrend  die  anderen  ronslanl 
bleiben.  Nach  der  Bedeutung  der  Winkel  %,  ^;,  pj  entspricht  dies 
einer  unendlich  kleinen  Rotation  des/""  Gliedes  von  der  Grösse  dfpj 
um   eine    durch    den    Hauptpunkt   Hj  gehende   horizontale   Axe  %^  , 

welche  mit  der  im  Kaume  festen  Verticalebene  den  Winkel  (^  —  ifJ 
bildet,  verbunden  rait  Translationen  der  anderen  Glieder, 

Y^,  eine  VerrUckung,  bei  welcher  allein  0-j  seinen  Werth  um 
difj  ändert,  während  alle  anderen  Coordinaten  constant  bleiben. 
Dies  kommt  auf  eine  unendlich  kleine  Rotation  des  /*'*  Gliedes  von 
der  Grösse  d&j  um  die  durch  den  Hauptpunkt  Ilj  gehende  Vertical- 
axe   ?l^    und  gleichzeitige  Translationen  der  anderen  Glieder  hinaus, 

\\,,  eine  Verrückung,  bei  welcher  sich  nur  p^  um  d(}j  ändert, 
während  alle  anderen  Coordinaten  constant  bleiben.  Dies  entspricht 
einer  unendlich  kleinen  Rotation  des  f''''  Gliedes  um  seine  eigene 
(durch  Hj  gehende)  Lilngsaxe*  Im  Allgemeinen  werden  dabei  alle 
anderen  Glieder  in  Ruhe  bleiben;  nur  bei  der  Rotation  des  Rumpfes 
um  seine  LUng^axe,    d.  h.    also   bei   der  Verrückung  \\,^  müssen  die 
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Extreniit^teii  gleichzeilig  Translationen  fiiisfülnen;  der  Kopf  bleibt 
aber  auch  in  diesem  Falle  im  Räume  (nuM  zum  Rumpfe)  fesl. 

Da  die  Lage  eines  jeden  Cdiedes  bei  festgelialtenern  Gesammt- 
Schwerpunkt  durch  die  Winkelgrösseo  «y,  t9,  p  eindeutig  bestimmt  ist, 
so  geht  daraus  hervor,  dass  jede  Verrilckang  Vj  sich  immer  auf  eine 
einzige  Art  durch  drei  derartige  Verrückungen  V'^  ,  V^  ,  V^  er- 
setzen liisst. 

Man  kann  daher  den  früheren  Satz,  welcher  von  der  Über-- 
führung  des  Körpers  aus  einer  Lage  in  eine  behebige  unendüch  be- 
nachbarte bei  festgehaltenem  Gesammtschwcrpunkt  handelte,  jetzt  in 
der  Form  aussprechen: 

Satz:  Der  menschliche  Korper  kann  aus  irgend  einer 
Lage  in  eine  unendlich  benachbarte  mit  demselben  Orte 
des  Gesammtschwerpunkles  dadurch  übergeführt  werden, 
dass  man  ihn  successive  36  Verrückuneen  K,  ,  V«  ,  F„, 
(jt=  1,2.  12)  unterwirft.  Dies  ist  immer  nur  auf  eine  Art 
möglich. 

Es  erfährt  dabei  jeder  der  12  Einzelschwerpunkle  3(5  unendlich 
kleine  Translationen,  deren  geometrische  Summe  die  Gesammtver- 
rUckung  desselben  für  die  allgemeinste  Bewegung  des  menschlichen 
Körpers  darstellt. 

Es  liegt  in  der  Natur  der  Sache,  dass  die  Behandlung  des  Falles 
uneingeschränktester  Beweglichkeit,  welche  nach  den  voraufgegangenen 
Entwickelungen  durchaus  keinen  Schwierigkeiten  mehr  unterliegt,  in- 
folge der  zahlreichen  Verrückungen  sehr  verwickelt  wird,  und  dass 
der  hieraus  rcsultirendc  Ausdruck  für  die  lebendige  Kraft  des  Körper- 
systems nur  schwer  zu  übersehen  und  zu  deuten  sein  wird,  so  lange 
«Jan  noch  nicht  über  die  Verliiiltnisse  bei  speciellen,  ciofacheren  Be- 
wegungsarten des  Körpers  volle  Klarheit  erlangt  hat.  Aus  diesem 
Grunde  soll  zunächst  die  Behandlung  des  allgemeinsten  Falles,  ob- 
gleich die  Resultate  schon  fertig  vorliegen,  nicht  weiter  verfolgt 
werden,  sondern  es  soll  nur  eine  besondere  Bewegungsart  in  Betracht 
gezogen  werden,  welche  sich  in  sehr  vielen,  im  Leben  hJSufigcr  vor- 
kommenden Fällen,  z.  B.  gerade  beim  Gehen  und  Laufen  mit  grosser 
Annäherung  realisirl  findet. 

Uni  ersucht  man  zunächst  nur  solche  Bewegungen  des 
ganzen   Körpers,    bei    welchen   alle   Längsaxen    parallel 
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einer  feslen  Yeil  ica  li-he  nn  lileibetK  nnil  hei  denen  keine 
Rolhingen  um  die  L^ng^axen  der  Gliedor  sl  alt  rinden,  so 
kommen  von  den  dm  Veniickimgsaiien  V,^  ,  V,,  ,  V^  nur  die  drei 
erslen  in  Hetraclit,  Es  sind  niimltch  in  diesem  Falle  sowolil  alle  />, 
als  auch  alle  ()j  constanle  Grassen,  und  zwar  sollen  süiiiintliche  i9j  den 

Wei th    ;^  und  sämmdiche  Qj  den  Werlh  Null  besilzen ;  infolgedessen  ist 

d&j^dpj=^0.  Die  ganze  Bewegung  isl  dann  als  eine  ebene  Bewe- 
gung anzusehen.  Die  Ebene,  auf  welche  die  ganze  Bewegung  sich 
unvcrktirzi  projiriri,  ist  eine  Verlicalebene,  welche  mit  der  im  Räume 

TT 

feslen    Vcriicalebene   den   Winkel  i/^=r  -    bildet;    dieselbe    soll    ge- 

ladezu  mit  der  X^-Elicne  des  reclitwinkligen  Cooidinalensystems  zu- 
sammenfallen, dann  wird  für  die  Halmen  siimmtlicher  Pnnkle  des 
Körpers  die  Coordinale  y  einen  conslanlen  Werlh  besitzen. 

Auf  diesen  speciellen  Fall  der  Bewegungen  des  menschlichen 
Körpers  lassen  sich  nun  Werl  für  Worl  dieselben  Belrachtungen  an- 
wenden, wie  auf  den  Fall  der  drei  durch  zwei  Charniergelenke  ver- 
bundenen Kör|ier.  Der  UmstaniL  dass  in  der  Projection  auf  die 
Bewegungsebene  an  zwei  Siellen,  nämlich  dem  Durchschnitl  der 
Schullerlinie  und  Hiirilinie  mil  dieser  Ebene,  mehr  als  zwei  Glieder 
durch  ein  Gelenk  scheinbar  verbunden  sind,  bedingt  durchaus  keine 
Complicalion  gegenüber  denj  Falle  einer  fortlaufenden  Kelle,  von 
Korpern.  Man  kann  daher  sofort  den  Ausdruck  für  das  mil  Im,, 
ujulliplicirie  Quadrat  der  Verrückung  des  Schw^erpunkics  Ü/,  hin- 
schreiben; dasselbe  ist  (vgb  S.  28) 

12  11        12 

\  i       i 

(wo  stets  i  <^  k  sein  muss). 

Der  Unterschied  zwischen  dieser  und  der  Formel  auf  S.  38 
liegt  ausschliesslich  in  einer,  der  vergrösserlen  Korperanzahl  enl- 
S{^reclienden  Vermehrung  der  Glieder. 

Bezeicimet  mau  mit  Xy,  den  TrUgheitsradius  des  A^'*"  Gliedes  in 
Bezug  auf  die  durch  den  Schwerpunkt  S^^  gelegte,  zur  Bewegungs- 
ebene und  daher  auch  zur  Liingsaxe  des  A^*'"  Gliedes  senkrechte  Axe, 
so  muss  man  zu  obigem  Werlhe  noch  Ji«Axj(ffi'  hinzufügen,  um  die 
lebendige  Kraft  des  A^*"  Gliedes  relativ  zum  Gesammlsehwerpunkt  zu 
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bekommen.  Die  ganze •  lebendige  Kraft  des  menschlichen  Körpers 
relativ  zum  Gesammtschwerpunkt  wird  daher  erhalten,  indem  man 
der  Reihe  nach  A  =  1 ,  2  •  •  •  1 2  setzt  und  alle  diese  Werthe  addirt. 

12 

Als  Factor  von  i^tp'/  erscheint  dann  die  Summe   ^jx]  -{-^hnif^fj^ 

i 

12 

und  als  Factor  von  cos  (y,— y^)  y  •  cpi  die  Summe  ^^  m^  f^f,  fj,,, . 

1 

Aus  der  Bedeutung  der  Grössen  /)ä  g^ht  nun  hervor,   dass  die 

12 

Summe  fnjx]  -{-^h  mf^fjf^  wieder   das  Trägheitsmoment   des /''°  redu- 
1 

cirten  Systems  in  Bezug  auf  die  zur  Bewegungsebene  senkrechte  Axe 
durch  den  Hauptpunkt  IIj  des  /**''  Gliedes  ist,  so  dass  man  dafür 
m^kj  schreiben  kann,  wenn  unter  kj  der  zugehörige  Trügheitsradius 
verstanden  wird. 

12 

Ferner  ergibt  sich  ganz  allgemein,   dass  die  Summe ^h mj^^ f,,^ 

1 

durch  das  negative  Product  — ^afikfu  erselzt  werden  kann.  Zu 
diesem  Resultat  gelangt  man  auf  folgende  Weise: 

Es  sei  \  <C^i<^k.  Die  Summe  der  Massen,  welche  am  i^"  Gliede 
in  entgegengesetzter  Richtung  als  das  k^  Glied  hängen,  sei  w-,  die 
Summe  der  Massen,  welche  am  fc*®"  Gliede  in  entgegengesetzter  Rich- 
tung als  das  i*®  Glied  hängen,  sei  wi;  die  Massen  des  i*'''  und  k^^"" 
Gliedes  selbst  seien  m,  und  m^  und  die  Summe  der  dann  noch  übrig 
bleibenden,  zwischen  dem  i^^""  und  fe**°  Gliede  befindlichen  Massen 
sei  fw.j.  An  dem  i**°  Gliede  hat  man  drei  Hauptstrecken  zu  unter- 
scheiden: diejenige,  welche  das  Gelenk  in  der  Richtung  nach  dem 
fc**"  Gliede  mit  Hi  verbindet,  fa^  diejenige,  welche  das  entgegen- 
geselzle  Gelenk  mit  Ä,  verbindet,  sie  soll  mit  /,»»  bezeichnet  sein, 
und  die  Strecke  /*„•  zwischen  dem  i*''^  Schwerpunkt  S,.  und  dem  i^" 
Hauptpunkte  //^.  Desgleichen  hat  man  am  fe^®"  Gliede  drei  Haupt- 
sirecken fii^  ftif  und  fij,  zu  unterscheiden,  wo  /i,  das  dem  i^""  Gliede 
zugekehrte  Gelenk,  fj^i,,  das  entgegengesetzte  Gelenk  und  fi,t  den 
Schwerpunkt  Sj,  mit  dem  Hauptpunkte  verbinde!. 


70  Otto  Fischer, 

Es  sind  daher  die 
den  Schwerpunkten  der  Massensumme  fw|  zugeordneten 

Hauptstrecken:  /i,.  und  /i,, 
den  Schwerpunkten  der  Masse  m,  zugeordneten 

Hauptstrecken:  /i,  und/]^,, 
den  Schwerpunkten  der  Massensumme  iw.ik  zugeordneten 

Hauptstrecken:  fn,  und  /i,, 
den  Schwerpunkten  der  Masse  mj,  zugeordneten 

Hauptstrecken:  /ijund/^^, 
den  Schwerpunkten  der  Massensumme  m[  zugeordneten 

Hauptstrecken:  fa  und  /Itje, 
und  man  hat 

12 

i 

Nun  ist  in  Folge  der  Bedeutung  der  Hauptpunkte  als  Schwer- 
punkte der  reducirten  Systeme 

w,'/;..  +  w,/;,  =  —  K  +  m^  +  iw,jt)/;.^ 
^WfcAi  +  wi/i^.  =  —  (m.jt  +  iw..  +  w?;)  /;, . 

Setzt  man  diese  Werthe  ein,  so  ergibt  sich 

12 

^^'n^hfihikh  =  —  {K  +  w?it  +  w/a  —  'W.ik  +  ^a  +  wi,  +  wi,')  fafu 

1 

und,  da     iwi  -f"  ^it  +  ^^lik  +  'w,  +  ^v  =  ♦^o     ist : 

12 

1  4-    ^-    "• 

Ist  1=:  1,  SO  empfiehlt  es  sich  nicht,  den  Beweis  allgemein  zu 
führen,  da  zu  viel  specielle  Fälle  unterschieden  werden  mUssen. 
Man  überzeugt  sich  aber  leicht  unter  Benutzung  der  in  der  Tabelle 
auf  S.  66  niedergelegten  Werthe  und  der  Relationen,  welche  zwischen 
den  Hauptstrecken  je  eines  Gliedes  bestehen  mUssen,  dass  auch  in 
diesem  Falle  gilt: 

12 

1 
Cur  alle  Werthe  von  k.     Man  kann  diesen  Relationen    die,  vorläufig 
noch  nicht  in  Betracht  kommende,  Relation  hinzufügen: 

12 

1 

Beachtet    man    noch,    dass    bei    freier   Beweglichkeit    des 
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meascli lieben  Körpers  zu  der  lebendigen  Kraft  relativ  zum  Ge- 
samml^chvverpunkt  S^^  die  lebeodigc  Kraft  1  Wo(lo^  +  £iY*)  hinzukommt, 
welche  S^  IQ  Folge  seiner  (ebenen)  Bewegung  besitzen  würde,  wenn 
in  ihm  die  Gesanuiitmnsse  m^  vereinigt  würe,  so  ergibt  sich  schliess- 
licli  üls  Werth  für  die  gesammte  lebendige  Kraft  T  des  menschlichen 
Körpers  bei  freier  Bewegliclikeit  desselben: 

T  =  -«  uJC  -j-  ^,r  4-V>t>;,;^  -  i^^^fah.  cos  [if,  -  ,F,)  ,f:q(\ , 

wo  »=:::  12  uml  *  immer  kleiner  wie  k  sein  muss. 

Die  Grössen  k^  und  f,^  lassen  sich  in  jedem  Falle  leicht  berech- 
nen, wenn  die  Dimensionen,  Massen  und  Trägheitsmomente  der  ein- 
zelnen Körperabschnilte  des  in  Bewegung  begriflenen  Individuums 
bekannt  sind. 

Da  hier  nur  allgemeine  mechanische  Gesichtspunkte  für  die  Be- 
handlung der  Bewegungen  des  menschlichen  Körpers  gegeben  werden 
sollen,  so  mag  von  der  Berechnung  dieser  Grössen  vorläufig  ab- 
gesehen werden,  um  so  mehr,  als  auf  dieselbe  in  der  später  er- 
scheinenden Arbeit  über  den  menschlichen  Gang  ausftüirlich  einge- 
gangen werden  muss. 

In  dem  obigen  Ausdrucke  für  T  sind  die  Componenten  der  Ge- 
schwindigkeit des  Gesainmtschwerpunkles  So»  Si  (wozu  im  Falle  all- 
gemeinster Bewegung  noch  t^l  kommt)  vertreten.  Die  Coordinaten 
Idi  »Jo»  So  ußd  ihre  Abgeleiteten  sind  von  den  sonst  noch  auftretenden 
Winkeln  und  Winkelgeschwindigkeiten  unabhängig,  so  lange  die  Be- 
wegung vollslUiidig  frei  ist;  dieselben  lassen  sich  dagegen  im  Allge- 
meinen als  Functionen  der  Winkel  if>,  i'>,  (j  und  ilirer  Abgeleitelen 
daiistellen,  sobald  die  Bewegung  des  Körpers  an  gewisse  Bedingungen 
geknüpft  ist.  Für  die  hier  betrachtete  specielle  Bewegungsart  heisst 
dies  also  insbesondere,  die  Grössen  li,  £i  lassen  sich  dann  durch  die 
^j  und  (fj  allein  ausdrücken. 

In  vielen  Fidlen  wird  die  Bedingung  für  die  Beweglichkeit  darin 
bestehen,  dass  ein  Punkt  P  des  Körpers  festbleibt;  dann  werden  die 
Coordinaten  des  Gesammtschwerpunkles  f^,  ^^^  (und  i/^)  Functionen 
der  Coordinaten  a?!,  *j  (und  ij\)  dieses  Punktes  und  der  Winkclgrössen 

f)  ty'y  besilzl  in  dii^sefii  specielleii  F;ille  iler  Bewegungen  den  Werlli  Null,  dii 
i^g  cousUul  hu 
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Für  die  analytische  Ausführung  dieses  Gedankens  leisten  wieder 
die  Hauptpunkte  der  Glieder  wichtige  Dienste.  Es  gilt  auch  bei  dem 
viel  verwickeiteren  System  des  menschlichen  Körpers  der  schon  früher 
für  das  Dreikörpersystem  gefundene 

Satz:  Man  gelangt  immer  zu  dem  Gesammtschwerpunkte 
So  des  menschlichen  Körpers,  wenn  man  von  irgend  einem 
Hauptpunkte  Uj  aus  die  geometrische  Summe  der  zu  den 
11  übrigen  Körpern  gehörenden  Hauptstrecken  bildet, 
welche  innerhalb  des  Körpers  dem  Hauptpunkte  Hj  zuge- 
kehrt sind. 

Beweis  dieses  Satzes:  In  der  Figur  auf  Tafel  I  bedeutet 
allgemein  8,^  den  Schwerpunkt  des  A**°  Gliedes  (die  zugehörige  Masse 
ist  mj,)  und  G^^^  den  Mittelpunkt  des  Gelenkes  zwischen  dem  i****  und 
fc***Gliede.  So  sei  der  Gesammtschwerpunkt  und  /Wo  die  Gesammt- 
masse;  endlich  sei  ^i  der  Hauptpunkt  des  Rumpfes. 

Ist  0  ein  beliebiger  Punkt  im  Baume,  so  ist  nach  dem  bekannten, 
schon  früher  verwendeten,  Satze  von  Leibniz: 

1 

wobei  das  ^-Zeichen   die  geometrische  Summation  ausdrücken  soll. 

fi}  • 
Setzt  man  — ^=t/i.    so  kann  man  auch  schreiben: 

Wo 


Der  Punkt  0  ist  ganz  beliebig.     Lässt  man  denselben  beispiels- 
weise mit  dem  Hauptpunkte  //,  des  Rumpfes  zusammenfallen,  so  folgt: 


12 


[//.So]=^.7,,[//.S,]. 

1 

Ersetzt  man  nun  noch  allgemein  die  Strecke  U^Sf  durch  die 
geometrische  Summe  des  gebrochenen  Linienzugs  von  H^  über  die 
das  i*^  Glied  successive  mit  dem  Rumpfe  verbindenden  Gelenke  hin- 
weg bis  S,.,  also  z.  B.   (vgl.  Tafel  I) 

[H,S,,]  durch  [//iG,,,]  +  [G,.9G..nl  +  [G,.nS„l 
oder   [//,S,]    durch    [//.G^^]  +  [^,,,«,.4!  +  [«,.4«,/]  +  [«,,,5«]^ 
so  wird 
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+  /U,[FiG,,j]   +  |M2  [61,2^2] 
+  /"3  [^161,3]  +  /'s[Gl.3S3] 

+  f^MGi^i]  +  fi[Gi,iGi^i]  +  fu[G%iSt] 
+  f,,[H,G^,,]  +  A/^LGuGa.^]  +  f^,[G,,,S,] 

-\-  fl,  [ffiGiJ   4-  |M8[Gl,2G2,4]   +  J»« [02,464,6]  +  flelGifiS^] 
+  i«7  [^1  G1.3]  +  fh  [G,,3G3,5]   +  fl^  [G3,5Gs,7]  +  /ii^  [Gj,,  S^] 
+  /'8[^lGi,s]   +  /»«[GlsSs] 
+  J"9  [^1 G,.»]  +  iW»  [G,,9  &j] 

+  iWioL^iG),«]  +  A'ioLGi.sGs.io]  +  ^loLGg.loSiol 

+  ;Ul,[jy,G,.9]  +^„[G,.jG9,„]  +^|l[G9,„S„] 
+  /«,2[ff,G,,,2]+  «,2[Gj,,2S,2]  . 

Nun  ist  infolge  der  Bedeutung  des  j**'  Hauptpunktes  als  Schwer- 
punkt des  j**°  reducirten  Systems: 

.",   [fflSl]  +  a'«  +  A*4  +  ^6)[//iGu]  +  (^3  +  /"5  +  /'7)['/iG..3] 

+  (/'8  + A^l«)  [^.  G,,8]  +  G"9  +  fu)  [^iG,,,]  +  ^«,2  l/^l  G,,,2]  =  0 
i"2  [G,,2S2l  +  Cw44-i"«)  [G1.2G2.4]   =   [G,,2/'2] 
/'s  [G|,3S3]  +  C"s  +  i"7)[G,.3G3,5]   =   [G,,3//;,] 

M*  [G2,^S^]  -j-  //j  [Gj,4G4,e]  =  [62,4^4] 
Hi  [G3.5S5]  +  Ih  [63.465,7]  =  [63,57/5] 
f^t  [GifiS„]     =     [64,e7/e] 

A'7[Gs.7S,]       =       [65.7  H7] 

A's  [Gi^Sg]  +  /ijo  [G,,868,,o]  =  [6,,^^,] 

^/,  [61,989] -|-//j,  [61,969,,,]  =  [6,,9//9] 

A^lo[G8,loSlo]   =    [G8,10^1o] 
/'n[G9,llS„]   =    [69,,,  H„] 

Mn[Gi,i2^\i\  =  [Gi.ijff«]- 
Daher  erhalt  man 

+  [Gi^si/s]  +  [G,M  +  [Gmo//io]  +  [G,.nffi,]  +  [GM2i/i2] 

q.  e.  d. 
Anstatt  von  H^  auszugehen,  kann  man  auch  jeden  anderen  Haupt- 
punkt zum   Ausgangspunkt  nehmen   und   erhält   dann  stets  die   Be- 
stätigung des  obigen  Satzes.    Es  ist  zu  beachten,  dass  dieses  Resultat 
ganz    unabhängig  von   der  Haltung  des  Körpers   ist  und   auch   nicht 
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die,    beim   Menschen   nahezu   realisirie,   Annahme,    dass   die  Elnzel- 
snhvverpunkle  in  den  Löngsaxeo  liegen,  zur  Voiausselzung  hat. 

Bleibt  nun  wlihrcnd  der  Bewegung  ein  Punkt  P  des  f^°  Gliedes 
fest  oder  besitzt  er  eine  bestimmte  bage  zu  diesem  Güede,  so  hat 
man  den  1 1  Strecken  nni  noch  die  Strecke  [PHj]  hinzuzufügen,  wenn 
man  die  geometrische  Summe  von  P  aus  bilden  will  Es  emptiehlL 
sich  die  Sirecke  [PHj]  durch  Projection  auf  die  j**  Lüngsaxe  in  zwei 
rechtwinklige  Componenten  zu  zerlegen.  In  vielen  Ftiüen  wird  P  der 
Liingsaxe  selbst  angehören,  dann  lullt  die  eine  der  beiden  Compo- 
nenten fort. 

Im  speciellen  Falle  des  menschlichen  Ganges  bleibt,  wiilueud 
der  Körper  nur  von  einem  Fusse,  z.  B.  dem  rechten,  unterstützt  ist, 
für  einige  Zeit  ein  Punkt  P  fest,  welcher  mit  grosser  Annlilierung 
auf  der  LUngsaxe  des  rechten  Fusses,  d,  h,  also  auf  der  Verbindungs- 
linie des  Tibio-talus-Gelenkmitteljmnktes  mit  dem  Schwerpunkte  S^ 
des  rechten  Fusses  liegt.  Die  Entfernung  dieses  Punktes  von  //«  sei 
-f-rf«,  dann  erhUlt  man  den  Ort  des  Gesammtschwerpunktes  S^,  als 
Endpunkt  der  von  P  ans  gebildeten  geometrischen  Summe: 
L-  ä,]  +  [-  (i|l  +  [- d,]  +  L-  fr]  + 1-  "1  +  L+  t^;.]  +  1+  h':  + 1,+  c,} 

+  [+  <^s]  +  L+  '-•.«]  +  L+  <■«]  +  i+  c„]  +  [-  c,^ 
(vgl,  hierzu  Tafel  11).  Die  Hichtungen  dieser  Strecken  sind  in  dem 
angenommenen  Falle  der  ebenen  Bewegung  durch  die  Winkelgrössen 
(fj  volistündig  bestimmt,  denn  [ — b]  verschwindet  in  der  Projection 
auf  die  Bewegungsebene,  da  diese  Strecke  senkrecht  zur  letzleren 
gerichtet  ist 

üa  diese  Hauptstrecken  in  gewisser  liezieliung  dem  Gesannnt- 
schvverpunkte  S^^  zugeordnet  sind,  so  sollen  dieselben  analog  der 
früheren  Bezeiclinungsweise  mit  /}o  bezeichnet  sein. 

Bewegt  sich  nun  der  Körper  aus  einer  Stellung  in  eine  un- 
endlich benachbarte  so,  dass  der  l^imkl  P  feslbleibt,  so  ertllhrt 
der  Gesamintschwerpunkt  S^^  dabei  auch  eine  Verrückung.  Dieselbe 
setzt  sich  in  gleicher  Weise  aus  12  zu  den  verschiedenen  Lüngsaxen 
senkrechten  Verrückungen  zusammen,  wie  die  VciTüekung  des  Kinzel- 
schwer|>unktes  ä>\;  dabei  spielen  die  llau|)tstreeken  /•,^  dieselbe  Rolle 
wie  die  fjf,  für  die  Verrüekungen  von  Sf^.  Man  erhült  infolgedessen 
den  Werth  des  Antheiles  itn^^vl^  welchen  der  Gesainmtschwerpunkt 
zu  der  lebendigen  Kraft  iles  ganzen  Sjslems  beisteuert,  indem  man 
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in  dem  Ausdruck  für  ^nif^vl  auf  S.  68    für  h  =^  0  einsetzl.     Dabei 
ergeben  sich  die  Werthe  von  /}o  aus  der  folgenden  Tabelle: 

M,0      I     /t,0      .     /S,0      I     /4.0     I      /5,0  /fi,0     I     /7,0     |     /8,0     |     /9,0  /lO.O    |    /ll,0    |    /«t.O 

—  W     |  — «^i    \+^Z    l"^^^  '+^5^       ""^ö      "^^'    1"^^»    i"^^'-*    '+^!o|+'^m|  — ^li 

Es  tritt  daher  in  dem  Ausdrucke  für  die  lebendige  Kraft  relativ 
zum  Gesammtschwerpunkte  (die  Formel  für  T  auf  S.  71  bei  Weg- 
lassung der  Glieder  lo^  und  S?)  zu  den  Grössen  WofeJ  und  —  fihfikfki 
bezüglich  noch  hinzu  m^ff^  und  +mo/io/*o-  Man  erhält  infolgedessen 
als  Werth  der  lebendigen  Kraft  T 

bei  der  Bedingung,  das  ein  Punkt  P  des  Körpers  fesl- 
bleibt: 

Li  \     1  J 

wo  M=:  12  und  i  siels  <^  A  sein  muss. 

Zu  demselben  Resultate  gelangt  man  auch,  indem  man,  ohne 
von  dem  Falle  der  freien  Beweglichkeit  des  Systems  auszugehen,  von 
vornherein  untersucht,  welche  Translationen  die  einzelnen  Schwer- 
punkte Sf,  erfahren,  wenn  man  dem  ganzen  Körper  eine  solche  Ver- 
rückung ertheilt,  bei  welcher  allein  das  /®  Glied  seine  Richtung  ändert, 
während  alle  anderen  Glieder  nur  Translationen  ausführen  dürfen. 

Es  ist  nicht  schwer,  einzusehen,  dass  die  Axe  der  unendlich 
kleinen  Rotation  jetzt  nicht  mehr  durch  den  Hauptpunkt  //y,  sondern 
durch  denjenigen  Gelenkmittelpunkt  des  j^'  Gliedes  hindurchgeht,  wel- 
cher innerhalb  des  Körpers  dem  festen  Punkt  P  am  nächsten  liegt. 
Die  zwischen  diesem  Gelenkmitlelpunkt  und  dem  festen  Punkte  P 
gelegenen  Körpertheile  bleiben  dabei  ganz  in  Ruhe,  während  alle 
anderen  Glieder  Translationen  ausführen.  Es  kommt  infolgedessen 
zu  der  Translation,  welche  der  Schwerpunkt  Sj^  infolge  der  unend- 
lich kleinen  Drehung  des  /®°  Gliedes  um  eine  Axe  durch  den  Haupt- 
punkt Hj  desselben  erfuhr,  noch  die  Translation  hinzu,  welche  der 
Hauptpunkt  Hj  selbst  erfährt,  wenn  man  die  Rotationsaxe  parallel 
mit  sich  nach  demjenigen  Gelenkmittelpunkte  des  j^^""  Gliedes  verlegt, 
welcher  innerhalb  des  menschlichen  Körpers  dem  feslbleibenden 
Punkte  P  am  nächsten  liegt.     . 

Die   Entfernung   der   Hau|)tpunkte   Hj  von    diesen   (ielenkmittel- 
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pütikteQ  wird  nuQ  durch  die  oben  eingefutirte  Grösse  ^o  dargestellt. 
Insbesondere  setzt  sich  die  EiUferiHing  des  llaoplpunktes  H^  vom 
rechten  Hüflgelenkmitlelpynkt  aus  den  beiden  zu  einander  recht- 
winkligen Strecken  /"i,a= — *'  ""d  */i.u  =; — b  zosanimen,  von  denen 
die  letztere  für  den  hier  vorliinfig  allein  beliandelteu  Fall  der  ebenen 
Bewegung  nicht  in  Frage  koiuml,  da  dieselbe  rechtwinklig  zur  Be- 
wt^gungsebene  veiiiiutt.  Es  gehen  infolgetlessen  die  für  die  Ver- 
rtickungen  des  Schwerpunktes  S^  in  Betracht  kommenden  Grössen  f]f, 
jetzt  über  in  Grössen  fjf,  und  die  Grössen  qy,  Ober  in  Grössen  ryj^^, 
welche  durch  die  Relationen  definirt  sind: 

Ik  =  fjh  +  fßi  u»d  vIä  =  9iA  H-  '/io ' 
Führt  man  noch  folgende  Bezeichnungen  ein ; 
Ij  für  die  Grosse  der  Längsaxe  des  j^'"*  Gliedes,  insbesomleie  l^•  füi* 
die  Entfernung  des  Testen  Punktes  P  vom  Tibio-talus-Gelenkmiltel- 
puokt,  fy  und  Sj  für  die  Entfernungen  des  wSchweipunktes  Sj  vom 
proximalen  bezüglich  distalen  Gelenkmillel|)unkte,  insbesondere  s^  für 
die  Entfernung  des  Rumpfschwerpunktes  S,  vom  Miltelpunkt  der  Hüfl- 
linie  und  Ai  für  die  Entlernung  der  Hüft-  und  Schul terlinie  von  ein- 
ander, so  erhiilt  man  für  die  VVerlhe  der  Grössen  j^^  folgende  Tabelle: 
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Setzt  man  diese  Grössen  /^^  an  Stelle  der  fjf,  in  dem  Ausdrucke 
für  imj,vl  (S.  68)  ein,  so  erhült  man  den  Beitrag,  den  der  Schwer 
punkt  Sf^  für  die  gesamnUe  lebendige  Kraft  infolge  seiner  Geschwindig- 
keit leistet,  wenn  in  ilim  die  Masse  mf^  tles  h^*^^'  tjliedes  vereinigt  ist. 
Man  darf  indessen  nicht  erwarten,  den  richtigen  Ausdruck  für  ilie 
gesammte  lebendige  Kraft  iles  Systems  bei  feslgehaltenem  INinkle  /' 
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zu  erhalten,  wenn  man  die  fji,  an  Stelle  der  fj^  auch  in  dem  Aus- 
drucke für  Tr  relativ  zum  Gesammtschwerpunkte  einsetzen  wurde, 
denn  die  Grössen  fj\  genügen  nicht  denselben  Relationen,  wie  die 
fj,^  und  die  q[f,  nicht  denselben  wie  die  q^,, . 

Es  ergibt  sich  nämlich  jetzt: 

11  11 

n  n  n  n  n 

I  1  1  1  1 

n  n  n  n 

II  11 

w  n  n  n  n 

1  11  1  1 

Aus  der  Bedeutung  der  Grössen  /)/,  und  ^7,^  als  Hauptstrecken 
folgt,  dass 

n  n  n  n 

1111 

n 

Setzt  man^Aw^  =  mo,  so  folgt  schliesslich 

1 

1  1 

n  n 

^''^hfihfkh  =^''»^kfihfkh  +  ^o/io/io  =  —  ^hil'ikfki  —  /io/io) 

1  1 

!  1 

t*  n 


Die  Relationen,  welche  die  Grössen  q  enthalten,  sind  hier  mit 
angeführt  worden,  weil  sie  für  den  allgemeinsten  Bewegungsfall  Be- 
deutung besitzen.  Aus  den  die  Grössen  f  allein  enthaltenden  Rela- 
tionen findet  man  in  der  That  die  schon  auf  dem  anderen  Wege 
abgeleiteten  Formeln  für  T. 

Bleibt  irgend  ein  anderer  Punkt  auf  einer  der  12  Langsamen 
während  der  Bewegung  fest,  so  ändern  sich  nur  die  Werl  he  von  /}o 
IQ  entsprechender  Weise.  Es  bedeutet  fjo  dabei  stets  die  Länge  der- 
jenigen Strecke  auf  der  Längsaxe  des  j**°  Gliedes,  welche  den  dem 
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Punkte  P  innerhalb  des  K«ii'|>ers  am  nüch^len  liegenden  CelenkniiLlel- 
punki  Ijezüglicli  dessen  Prujoction  auf  die  Lcingsaxe  (beim  Rumpf) 
mit  dem  Uau|>l[mnkle  Hj  verbindeL 

Verminderung  der  Anzahl  der  beweglichen  Körperlheile, 

Nimmt  man  für  die  Bewegungen  des  Gehens  den  Kopf  zum 
Rumpfe  resl^^eslellt  an,  so  vermindert  sich  die  Anzahl  der  Glieder 
in  dem  Ausdrucke  für  die  lebendige  Kraft.  Man  hat  dann  den 
Kampf  mit  dem  Kopfe  zusammen  als  einen  einzigen  starren  Korper 
aufzufassen,  dessen  Hauptpunkt  jetzt  dem  Kopfe  nitlier  hegt  als  der 
Hauptpunkt  des  RumptY^s  allein*  Die  ITauptpunkte  aller  tibrigen 
Korperlheile  wx^rdeo  dadurch  nicht  bertlhrl.  Infolgedessen  andern 
sieli  nur  die  Hauptstrecken  des  Rumpfes;  die  Hauptstrecken  des 
Kopfes  verschwinden  vullstllndig,  so  dass  die  Summen  in  dem  Aus- 
di'ucke  für  die  lebendige  Kraft  sich  jetzt  nur  noch  von  I  liis  il 
zu  erstrecken  haben.  Wollte  man  ausserdem  einen  Arm  oder  beide 
Arme  zum  Rumple  feststellen  und  auch  dabei  die  Beweglichkeit  in 
den  EUbogengclonken  ausschlicssen,  so  hiUle  man  die  Summen  sogar 
nur  über  9  bezüglich  7  Glieder  zu  erstrecken,  l'ileicbzeitig  treten 
an  Stelle  des  Hauptpunktes  11^  und  der  zugehörigen  Hauptstrecken 
jetzt  der  Hauptpunkt  und  die  Hauptstrecken  des  zu  einem  starren 
Körper  vereinigten  Systems  » Rumpf -f-  Kopf -|-  ein  Arm«  bezüglich 
wRmiipf  -\-  Kopf  -\-  lieide  Arme<c,  wUhrend  die  Hauptpunkte  und 
Hauptstrecken  für  alle  übrigen  Glieder  unverändert  bleiben, 

Die  Lage  des  neuen  Hauptpunktes  //j  lässt  sicli  mit  Hülfe  der 
Lagen  der  Haupl|>unkte  der  zu  einem  starren  Systeme  zu  vereinigen- 
den Körper  und  der  zugehörigen  Hauptstrecken  leiclil  bestimmen. 
Man  hat  xn  dem  Zwecke  nur  von  einem  dei'  in  Frage  kom- 
menden Hauptpunkte  aus  die  geometrische  Summe  der  ihm 
zugekehrten  Hauptstrecken  zu  bilden,  welche  zu  den  übrigen 
der  zu  einander  festgestellten  Körpertheile  gehören. 

Von  der  Richtigkeit  dieses  Satzes  kann  man  sich  in  jedem  Falle 
ohne  alle  Rechnung  auf  folgende  Weise  überzeugen: 

Es  soll  z.  B.  der  Haupt|junkt  für  das  zu  einem  starren  Körper 
vei-einigte  System  wRum[>f  =-|-  Kopf  -j-  beide  Arme«  bestimmt  werden. 
Derselbe  ist.  der  Schwerpunkt  des  Massensysteras,  welches  man  er- 
halt,   wenn    mau    in    jedem    der    beiden   Hüftgelenkrailtelpunkte    die 
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Masse  des  ganzen  Beins  untt  im*  (JesamiiitschweipuiikL  des  Systems 
»Bumpf  -j-  Kopf  +  beide  Aime«  die  Gcsammtmasse  dieses  Systems 
concenlrirt  aimiimul.  Die  Länge  dieses  Haii[»t[)unktes  ist  ganz  unah- 
(liingig  von  der  Gestalt  der  Beine  und  der  Lage  der  Schwerpunkte 
der  einzelnen  Abschnitte  der  Beine.  Sie  würde  insbesondere  genau 
dieselbe  bleiben,  wenn  man  an  Stelle  der  Beine  an  jedem  Hllftgelenk 
eitlen  Korper  dreldiar  anbringen  würde,  dessen  Masse  gleich  der 
Masse  des  ganzen  Beines  wltre  und  dessen  Schweipunkt  in  den  HiilV 
gelenkmittelpunkt  hineinfiele.  Der  Hauptpunkt  eines  jeden  der  beiden 
Köt'per  fiele  dann  ebenfalls  in  den  Hüftgelenkniittelpunkt  hinein^  und 
die  dem  Rutnpre  zugekehrte  Hauptstrecke  desselben  hcltte  die  Liinge 
Null.  Die  Liinge  der  Hauptstrecken  und  die  Lage  der  Hauptpunkte 
Sckmmtlicher  anderen  (jheder  könnte  dadurch  nicht  verOndert  werden. 
Der  üesamiotschwerpunkt  dieses  neuen  Korpersystems  würde  nun 
nach  den  früheren  Kntwickehmgen  von  //,  aus  gewonnen  werden 
allein  durch  Bilden  der  geometrischen  Summe  der  dem  Hauptpunkte 
Wj  zugekehrten  Hauptstrecken  vom  Kopf  und  von  den  Abschnitten 
der  Anne,  denn  die  zu  den  Beinen  gehörenden  Hauptstrecken  kommen 
infolge  ihrer  verschwindenden  LUnge  dabei  nicht  mehr  in  Betracht. 
Der  Gesammtschwerpunkt  würe  dann  aber,  infolge  der  besonderen 
Naltir  des  Systems,  gerade  der  Hauptpunkt  //|  des  starren  Systems 
Humpf  -|-  Kopf  -j-   beide  Arme«. 
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V.  Die  Bewegungsgleichimgen  des  mensclilichen  Körpers. 

Die  Beziehungen,  welclie  zwischen  der  Aiideruiiy  der  lebendigen 
KrafI  einerseits  und  den  Elenicnlaraibeiten  der  wirksamen  inneren 
und  äusseren  Kiüfle  andererseits  besleheo,  sind  auch  beim  mensch- 
liehen  Korf>er  wieder  gegeben  darcli  die  beslinmilen  Diirerenlial- 
gleich iingen  der  IJewegung  in  der  von  Laghange  herrührenden  Form, 
bei  der  die  rechtwinkligen  (Koordinaten  or,  y,  z  durch  allgemeine 
Coordinalen  ersetzt  sind,  welche  die  Lage  des  Systems  vollslündig 
liestimmcn*  Für  den  menscldichen  Korper  stellt  die  Gesammtheit 
der  Winkelgrössen  qp,  1^,  p  verbunden  mit  den  drei  Coordinaten  gp, 
'/oi  fi»  ^^s  Gesamratschwerpunkles  bei  freier  Beweglichkeit  oder  mit 
den  Coordinaten  x^^y^^Zi  eines  festbleibenden  Punktes  P  bei  be- 
dingter Beweglichkeit  ein  solches  System  allgemeiner  Coordinaten  dar, 
dui'ch  welches  die  Lage  und  Haltung  des  Körpers  eindeutig  bestimmt 
ist.  Das  System  der  Differentialgleichungen  lautet  allgemein  bei  der 
Zergliederung  in  n  KOrpertheüe  für  das  frei  bewegliche  System: 

dl 


n) 


n) 


li) 


dl  WJ      ?.^  ~  ^'' '  dt  btiJ      dfi,  -  ^^^'^  dt  \  Kf      c\^o  ~  ^^'^ 

Für  das  betrachtete  bedingt  bewegliche  System  koujmen 
die  letzten  drei  Gleichungen  in  Wegfall,  da  die  |^,  jy»,  f^  durch  die 
Winkel  grossen  (ff,.  t>a,  (i^  und  die  Coordinaten  ic, ,  j/, ,  z^  des  fest- 
bleibenden Punktes  P  ausgedrückt  werden  können^  und  die  letzten 
drei  Coordinaten  conslante  Werthe  besitzen. 

Dabei  sind  unter  Tdie  gesammte  lebendige  Kraft  und  unter  Q,^^  d(ff,^ 
0../t^.  Qi^dfj,,,  Qt^di,,,  Q>i,dtjtyy  Qi:,dC^  die  Summen  der  fjartiellen 
Elementararbeiten  zu  verstehen,  welche  von  sUmmtlichen  am  System  aii- 
greifenden  inneren  und  äusseren  Kräften  geleistet  werden,  wenn  man 
dem  menschlichen  Körper  eine  solche  mit  den  Bedingungen  dei  Be- 
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wegung  vertragliche  unendlich  kleine  Verrückung  ertheilt,  bei  welcher 
bezüglich  nur  eine  der  Grössen  yj^,  Ö^^i,  p^,  fo,  i^q,  ^  unendhch  wenig 
geändert  wird,    während  alle   anderen  Coordinaten  constant  bleiben. 

Es  sind  nun  zunJ^clist  die  Ausdrücke  für  die  linken  Seilen  der 
Differentialgleichungen  zu  berechnen. 

Wenn  es  auch  gewiss  von  grossem  Werthe  ist,  che  allgemeinen 
Formeln  zu  besitzen,  aus  denen  man  die  fUr  jeden  bestimmten  Fall 
geltenden  durch  Specialisinmg  gewinnen  kann,  so  sollen  dieselben 
an  dieser  Stelle  doch  ebenso  wenig  angegeben  werden,  als  es  oben 
für  den  allgemeinen  Ausdruck  der  lebendigen  Kraft  geschehen  ist. 
Die  meisten  im  Leben  vorkommenden  F^lle  geordneter  Bewegung 
bedingen  eine  so  grosse  Vereinfachung  der  Ausdrücke,  dass  der  Um- 
fang der  letzteren  in  gar  keinem  Verhältniss  steht  zu  der  Ausdehnung 
der  allgemeinen  Formeln.  Es  empfiehlt  sich  daher,  für  jeden  Fall 
zunächst  den  Ausdruck  für  die  lebendige  Kraft  T  des  menschlichen 
Körpers  besonders  abzuleiten ,  in  der  Weise  wie  es  oben  für  eine 
bestimmte  Bewegungsart  schon  geschehen  ist,  und  dann  von  diesem 
bei  der  Aufstellung  der  Differentialgleichungen  auszugehen. 

Für  die  in  Betracht  gezogene  Art  der  Bewegung,  welche  durch 

&j  z=  —  ^  ^j  ^  0  charakterisirt  ist,  und  zu  der  unter  bestimmten,  im 

Leben  annähernd  verwirklichten  Voraussetzungen  auch  der  Gang  ge- 
hört, hatte  sich  bei  freier  Beweglichkeit  der  auf  S.  71  niedergelegte 
und  bei  Feststellung  eines  Punktes  der  FussKingsaxc  der  Werth  auf 
S,  75  für   T  ergeben. 

Durch  Ausfilhruni?  der  nothwendigen  Differentiationen  erhält  man 
bei  freier  Beweglichkeit  des  Systems  die  ri -|- 2  Bewegungs- 
gleichungen : 


dhf, 


^tpk 


1^1  -^  S^fafn^  COS  -ff  A— (f ,)  '-^  —^* /;,/;»  COS  (<r*— «]P.)  ^ 


(A=n2,..-it), 


und 


"'0  ^  =  Ot. 


Ali^adU  a,  K.  S.  OeulUeli,  i.  Wifsenicli.  XXXm, 


gs 
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und 

für   den  Fall,   dass   ein  Punkt   P  der   Fusslängsaxe    fest- 
bleibt,  die  n  Bewegungsgleich ungeii: 


»>o[(fcj+/?„)  ^-2^-(/'.*/;.-r«/*ü)  cos(9>*--p.) 


— ^*  (fkkfkH  —  A« A«)  COS  {9h—  9k)  -772 

*-'  tdw  \^ 

—^'  iMki  —  AoAa)  sin  (qp,  —  9,)  ( -  ^ | 

-^*  (A.A.  -  AoAo)  siQ  (ri),  -  9,)  (^)]  -.  (^,, 

(A=  1,2, 


«K 


Mit  Ausnalime  der  Grössen  0^^,  (?.,  im  ersten  Falle,  welche 
einfach  die  ComponentensuaiDaen  der  äusseren  Kräfte  parallel  der 
X-Axe  bezüglich  Z-Axe  bedeulen,  stellen  die  Q^^  Summen  von 
Drehungsmoroenteu  dar.  Die  Methode  für  die  Ableitung  der  letzteren 
ist  beim  speciellen  Falle  des  Dreikörpersystems  ausführlich  dargelegt 
worden  und  braucht  daher  hier  nicht  wiederholt  zu  w^erden.  Es 
muss  speciellen  Untersuchungen  überlassen  bleiben,  die  Werthe  dieser 
Drehuugsmomente  für  bestimmte  Fälle  auszurechnen,  und  es  ist 
insbesondere  Aufgabe  der  Anatomie,  die  Werthe  der 
Drehungsmoraente,  welche  die  sämmtlichen  Muskeln 
des  menschlichen  Körpers  für  die  verschiedenen  Körper- 
theile  besitzen,  bis  auf  den  einen  unbestimmten  Factor, 
die  Muskelspannung,  auf  empirischem  Wege  abzuleiten. 
Es  ist  in  der  Einleitung  erörtert  worden,  wie  wenig  Resultate  in  dieser 
Beziehung  bis  jetzt  vorliegen  und  ein  wie  weites  Feld  sich  der  Unter- 
suchung noch  darbietet. 

In  ents|)rechender  Weise  wie  bei  dem  einfacheren  System  lassen 
sich  die  obigen  Bcweguugsgleichungen  in  etwas  kürzerer  Form  schrei- 
ben, wenn  man  den  Trtigheitsradius  a^^  des  ä^*^"  reducirten  Systems 
iu  Bezug  auf  den  Einzelschwerpunkt  S^  des  A**"  Gliedes  einführt  und 
beachtet,  dass 

ffi  ^kl  -\-  fl,,     cosO  =:  1      und     siuO  z=  0  ist 

Man  erkennt  dann  leicht  die  Richtigkeit  der  folgenden  Schreibweise 
beim  Falle  freier  Beweglichkeit: 
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•»0  joJ  •  ^  -i'i/-v/;»[cos  (9»  -  9V)  ^  +  sin  in  -  ?,)  (^)]j  =0,, 

(A=1,2,  ...n), 

uDd  bei  dem  betrachteten  Falle  bedingter  Beweglichkeit: 


«»ojoj  -^  -i'>(rv/}»-Uo)[cos(«iP»-<^)  9^+  sin(y,-9>,)(^^)  Jj  =  0,^ 


(A=1,2,  ...n). 


Damit  ist  das  eingangs  gesteckte  Ziel  erreicht.  Diese  Beziehungen 
zwischen  den  Winkelgeschwindigkeiten  und  Winkelbeschleunigungen 
der  einzelnen  durch  Gelenke  verbundenen  Körpertheile  einerseits  und 
den  auf  die  letzteren  einwirkenden  äusseren  Kräften  und  Drehungs- 
momenten der  inneren  Kräfte  andererseits  ermöglichen  es  nun,  die 
unbekannten  Spannungen  der  Muskeln  während  der  Bewegung  in  der 
schon  frtlher  angedeuteten  Weise  zu  bestimmen.  Die  Ausführbarkeit 
dieses  Gedankens  soll  demnächst  in  der  erwähnten  Arbeit  über  den 
Gang  des  Menschen  dargelegt  werden.  Hier  handelte  es  sich  aliein 
darum,  einen  nothwendigen  mathematisch-physikalischen  Beitrag  zur 
Methode  der  Untersuchung  der  Muskelwirkung  bei  der  Bewegung 
des  Lebenden  zu  liefern.  Derselbe  wird  überall  da  Verwendung 
finden,  wo  es  sich  nicht  nur  um  Aufstellung  einer  Hypothese  für  die 
Thätigkeit  der  Muskeln  bei  den  im  Leben  ausgeführten  Bewegungen 
des  menschlichen  Körpers  handelt,  sondern  wo  man,  auf  der  Grund- 
lage eingehender  und  genauer  Messungen  der  Bewegungszustände 
der  einzelnen  Körpertheile  und  deren  Aenderungen  für  den  ganzen 
Verlauf  der  Bewegung,  Berechnungen  der  Intensität  der  Muskel- 
spannungen ausfuhren  will. 

Wenn  auch  der  hierdurch  angezeigte  Weg  der  Untersuchung 
ein  sehr  mühsamer  ist,  auf  dem  man  nur  langsam  vorwärts  schreiten 
kann,  so  steht  doch  zu  erwarten,  dass  man  bei  consequenter  Ver- 
folgung desselben  allmählich  einen  tieferen  Einblick  in  die  Thätigkeit 
der  Muskeln  gewinnt. 
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Vorworte 


1d  der  vorliegenden  Schrifl  wird  der  Versuch  gemacht,  der 
sphärischen  Trigoooüietrie  eine  neue  Seile  abzugewinnen.  Der  Ver- 
fasser hat  es  unternominen,  neuere  Anschauungsweisen,  besonders 
den  Gruppenbegritf,  für  diesen  Zweig  der  ElemeutargeDmetrie  frucht- 
bar zu  machen.  Von  Einzelergebnissen  mögen  hervorgehoben  werden 
die  Beziehung  der  trigonameLrischen  Formeln  zur  Theorie  der  ortho- 
gonalen Substitutionen;  die  Abbildung  der  MannigfaUigkeit  aller 
gphtirischen  Dreiecke  auf  den  Punktrauoi;  die  Darstellung  der  sphä- 
rischen Dreiecke  durch  Kreisvierecke  in  der  Ebene;  endlich  die 
Vertiefung  und  Verallgemeinerung  eines  von  Lagrange  herrührenden 
Satzes,  der  die  sphärische  Trigonometrie  mit  der  Theorie  der  ellip- 
tischen Functionen  in  Verbindung  bringt.  Alle  diese  Untersuchungen 
sind,  wie  ausdrticklich  hervorgehoben  werden  muss,  rein  theoretische!' 
Natur;  l\ir  den  praktischen  Geometer  unmittelbar  verwerthbare  Resul- 
tate wird  man  in  dieser  Arbeil  nicht  linden. 

Um  das  Gebotene  einem  möglichst  weiten  Kreise  zugänglich  zu 
machen,  ist  vom  Leser  nur  eine  allgemeine  mathematische  Vorbildung 
gefordert  worden,  wenigstens  in  den  beiden  ersten  Abschnitten,  die 
für  sich  ein  Ganzes  bilden.  Allerdings  konnte  einige  Bekanntschaft 
mit  dem  so  überaus  wichtigen  Gruppenbegriff  nicht  entbehrt  werden, 
der  zwar  einem  Theile  der  jüngeren  Generation  geläuOg  ist,  den 
dem  akademischen  Leben  ferner  stehenden  Mathematikern  aber  leider 
noch  immer  nicht  durch  eine  eigentlich  pädagogische,  den  Bedürf- 
nissen der  Lehrer  angepassie  Darstellung  zugänglich  gemacht  worden 
ist.  Der  Verfasser  hat  auf  diesen  Zustand  in  der  Weise  Rücksicht 
genommen,  dass  er  die  im  Texte  vorkommenden  Begriffe  der  Gruppen- 
theorie da,  wo  sie  zuerst  auftreten,  erklärt  hat*  Die  hiernach  etwa 
noch     bleibende,     in    der    Uliulung    ungewohnter    Begriffe    liegende 
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Schwierigkeit  wird  der  der  Gruppentheorie  niclU  kundige  Leser 
wohl  grössLentheils  vermeiden  können,  wenn  ei'  mit  dem  zweiten 
Abschnitt  beginnen  und  den  Inhalt  des  ersten  Abschnittes  nacli  dem 
jeweiligen  Bedllrfniss  nacliholen  will.  Das  Interesse  des  dritten  Ab- 
schnittes liegt  wohl  mehr  noch  im  Gebiete  der  elliptischen  Functionen 
als  in  dem  der  Trigonometrie  selbst.  Hier  musste  die  WEiERSTRASs^sche 
Theorie  der  elliptischen  Functionen  als  bekannt  angenommen  werden» 
jedoch  nur  in  ihren  Grundzügen,  ncimlich  etwa  iu  dem  Umfange, 
wie  sie  von  Halphen  in  der  ersten  Hälfte  des  ersten  Bandes  (Cap. 
I — VH)  seines  Trait6  des  fonctions  elliptiques  (Paris  1886)  dargestellt 
worden  ist. 

Die  Stellung  der  Elementargeometrie  innerhalb  der  heutigen 
Wissenschaft  ist  so  eigenlhümlich,  dass  im  vorliegentlen  Falle  eine 
über  den  gerade  behandelten  Gegensland  hinausgeliende  Betrachtung 
gerechtfertigt  sein  dürfte. 

Es  liegt  in  der  Natur  der  Sache,  dass  neue  Gedanken  in  Schul- 
bücher nur  sehr  langsam  eindringen  können.  Leider  aber  ist,  wie 
es  scheint,  auch  nur  eine  kleine  Anzahl  von  solchen  Werken  vor- 
handen, die  elementare  Gegenstände  aus  einem  höheren  Standpunkt 
und  in  modernem  Geiste  behandeln.  Ueberhaupt  hat  seit  den  Tagen 
von  MöBiüSj  Steiner  und  Chasles  das  Interesse  an  elementargeome- 
trischer  Forschung  stetig  abgenommen.  Glänzende  Entdeckungen  in 
anderen  Gebieten,  neue  Richtungen  innerhalb  der  Geometrie  selbst 
haben  neue  Aufgaben  gebracht,  die  die  Kräfte  der  Mathematiker 
vollauf  in  Anspruch  genommen  haben.  Heute  ist  die  Geometrie  des 
Euclides  aus  unseren  herorragendslen  Fachzeitschriften  beinahe  vöUig 
verdrängt,  und  auch  aus  dem  akademischen  Unterricht  ist  sie  nahezu 
verschwunden.  Die  noch  vorhandene,  an  Umfang  keineswegs  geringe 
Production  trägt  vielfach  ein  antiquirtes  Gepräge,  so  dass  wohl 
Mancher  den  Eindruck  davongetragen  haben  mag,  diese  »einfachen« 
Dinge  seien  »an  der  Hauptsache  längst  erledigt«. 

Aber  besteht  denn  thatsächlich  ein  solcher  Gegensatz  zwischen 
der  Geometrie  der  Alten  und  der  modernen  Mathematik?  Ist  der 
alte  Boden  durch  die  herkömmliche,  doch  ziemlich  primitive  Arl  der 
Bearbeitung  wirklicli  schon  erschöpft?  Sollten  nicht  vielmehr  eben 
die  Werkzeuge  und  Methoden,  die  zur  Erschliessung  neuer  Gebiete 
gedient  haben»  geeignet  sein,  auch  der  elementaren  Geometrie  Schätze 
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neuer  Art  abzugewinnen?  Und  wenn  dem  so  ist:  ist  es  wünschens- 
werib,  dass  gerade  die  mathematische  Disciplin,  die  für  die  Technik, 
wie  für  die  physikalische  Forschung  die  nothwendige  Grundlage 
bildet,  der  bei  der  Erziehung  unserer  Jugend  eine  Hauptrolle  zuge- 
theilt  ist,  noch  länger  vernachlässigt  wird?  Sollten  wir  nicht  die 
Wissenschaft  von  dem  Räume,  in  dem  wir  nun  einmal  leben,  mit 
allen  zu  Gebote  stehenden  Mitteln  fördern,  um  das  anschauliche 
Denken  zu  kräftigen,  um  ein  wirksames  Gegengewicht  zu  schaffen 
gegen  den  in  unseren  Tagen  noch  immer  wachsenden,  ja  von  Einigen 
beinahe  systematisch  gepflegten  Hang  zu  einseitiger  Abstraction? 

Wenn  solche  Gedanken,  wie  es  ja  erfreulicher  Weise  den  An- 
schein hat,  breiteren  Boden  gewinnen,  so  darf  der  Verfasser  viel- 
leicht hoffen,  dass  man  seiner  Bemühung  einige  Aufmerksamkeit 
schenken  wird.  Möchte  diese  Arbeit,  wenn  auch  nur  an  einer 
schmalen  Stelle,  die  Kluft  ausfüllen  helfen,  die  die  elementare 
Geometrie  trennt  von  der  lebendigen  Wissenschaft!  — 

Mit  Dankbarkeit  muss  ich  der  Theilnahme  gedenken,  die  Herr 
Franz  Meter  in  Clausthal  meinen  Bestrebungen  gewidmet  hat.  Er  hat 
das  fertige  Manuscript,  mit  besonderer  Rücksicht  auf  die  pädagogische 
Brauchbarkeit  der  Darstellung,  einer  Durchsicht  unterworfen;  auch 
hat  er  die  Freundlichkeit  gehabt,  eine  Gorrectur  zu  übernehmen. 
Zu  besonderem  Danke  bin  ich  der  K.  S.  Gesellschaft  der  Wissen- 
schaften verpflichtet  für  die  Unterstützung,  die  sie  mir  durch  Aufnahme 
der  vorliegenden  Untersuchung  in  ihre  Abhandlungen   gewährt  hat. 

Marburg,  im  Mai  1893. 
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L  Abschnitt. 


Geometrische  Untersuchung  der  sphärischen  Dreiecke. 

§  1 
Vom  der  iif^stalt  eines  Kiigeldrelecks. 

WeDQ  es  sich  darum  handelt,  den  algebraischen  Zn^arnnteohang 
zwischen  den  goniomelrischen  Functionen  der  Seilen  und  Winkel  eines 
sphärischen  Dreiecks  genau  kennen  zu  lernen,  so  inuss  man  sich  von 
den  Beschränkungen  befreien,  die  in  den  elementaren  Lehrbüchern  dem 
Begrifl'  eines  sphclrisclien  Dreiecks  auferlegt  werden;  denn  diese  Be- 
schränkungen haben  ihren  Grund  nicht  im  Wesen  der  Sache,  sondern 
in  den  praktischen  Anwendungen,  die  ein  Bedürfniss  nach  einer  Unter- 
suchung der  allgemeinsten  Kugeldreiecke  nicht  haben  hervortreten 
lassen.  Wir  werden  daher  zunächst,  nach  dem  Vorgänge  von  Mubilis, 
den  elementaren  üreiecksbegriff  abändern  und  erweitern'),  um  dann, 
über  den  von  Mobius  eingenommenen  Slandpunkt  noch  hinausgehend, 
den  Begriff  des  sphärischen  Dreiecks  zu  entwickeln,  der  einer  alge- 
braischen Untersuchung,  wie  der  vorliegenden^  angemessen  erscheint. 

Für  den  Inhalt  dieses  ersten  Abschnittes  (abgesehen  von  §  7) 
ist  wesentlich  nur  der  Begriff  der  Bewegung,  der  Verschiebung  einer 
Starren  Figur  auf  der  Kugeltläche,  nicht  aber  der  des  Maasses,  der 
Darstellung  einer  Winkelgrösse  oder  eines  Bogens  durch  eine  ZakL 
Wir  können  Winkel,  auch  ohne  Maasszahlen,  durch  die  Begriffe  ]]>, 
=r,  <^  mit  einander  vergleichen;  wir  können  sagen,  ob  der  erste 
auf  den  zweiten  gelegt»  ihn  überragt,  gerade  deckt,  oder  hinter  ihm 
zurückbleibt.  Es  ist  ferner  klar,  was  man  in  diesem  Sinne  unter 
der   Summe    oder   Differenz   zweier  Winkel    zu   verstehen   hat.     Die 


0  Die  in  §  I  vorgelrageno  grundlegenJt'  Auffassung  der  sphUrischcn  Tri- 
gonometrie isi  enthalleii  in  den  AbtiimdliingeQ  van  Möbius:  uLIcber  eine  neue 
Behandlungsweise  der  aüalylisclien  Sphärik«  (1846),  Ges.  Werke  Bd.  II,  S.  | 
lind  öEntwickcliing  der  Gryndfoniicin  der  si>li:irHfiien  Trigonometrie  in  gnisstraög- 
lieber  Allgemelnheil«  (1^60)    ebenda  S.  II. 


§  I.     Gestalt  eines  KuGEiDtiKiECKs. 


m 


Summe  aller  Winkel  um  einen  Punkt  herum,  den  Winkel  um  den 
man  drehen  muss,  damit  jeder  Punkt  der  Kugel  seine  ursprüngliche 
Lage  wieder  einnimmt,  können  wir  mit  2:1  bezeichnen,  ohne  dabei 
an  eine  Zahl  zu  denken,  u.  s.  w.  In  derselben  Weise  bezeichnen 
wir  auch  mit  2n  den  Umfang  eines  auf  der  Kugel  gezogenen  Haupt- 
kreises, d.  i.  des  Schnittes  der  Kugel  mit  einer  durch  den  Mittelpunkt 
gelegten  Ebene,  oder  eines  Kreises,  der  mit  sich  selbst  durch  eine 
halbe  Umdrehung  (Drehung  um  den  Winkel  n)  zur  Deckung  gelangt. 
Die  hiermit  vollzogene  Abstraction  ist  übrigens  für  das  Verständniss 
des  Folgenden  nicht  nothwendig.  Wer  eine  Schwierigkeit  darin  findet, 
der  mag  unter  einem  Bogen  a  oder  Winkel  a  immerhin  das  Maass 
eines  Kreisbogens  oder  Winkels  verstehen,  der  auf  einer  Kugel  vom 
Radius  Eins  gelegen  ist. 

Solche  Winkel  oder  Bogen  von  Hauptkreisen,  die  sich  nur  um 
Vielfache  von  äjr  unterscheiden,  werden  wir  bis  auf  Weiteres  als 
gleich  ansehen,  da  sie  alle  durch  vviederlioltes  Anlegen  des  von  vorn 
herein  ausgezeichneten  Winkels  oder  Bogens  27r  aus  einem  unter 
ihnen  hervorgehen.  Wir  werden  dann  annehmen  dürfen,  dass  Seiten 
und  Winkel  eines  sphärischen  Dreiecks  zwischen  den  Grenzen  ü  und  in 
enthalten  sind;  und  es  wird  nun  darauf  ankommen,  dass  wir  uns  von 
der  Gestalt  der  hiernach  möglichen  Kugeldrciecke  Rechenscliatl  geben. 
Wir  denken  uns  zunächst  für  die  Winkel  um  irgend  einen  Punkt 
der  Kugelfläche  herum  einen  Diehungssinn  festgelegt,  in  dem  sie 
positiv  gerechnet  werden  sollen,  etwa  den  Drehungssinn,  der  für 
einen  ausserhalb  der  Kugel  in  der  Nähe  des  Punktes  stehenden  Be- 
obachter dem  Sinne  der  Bewegung  des  Uhrzeigers  entgegengesetzt  ist. 
Verschieben  wir  sodann  diesen  Punkt  über  die  ganze  Kugellläche,  so 
haben  wir  damit  auch  für  alle  anderen  Punkte  der  Kugel  einen 
positiven  Drehungssinn  bestimmt. 

Es  seien  nun  die  Punkte  Ai^  ^21  A3  der  Kugel  durch  Hanpt- 
kreise  verbunden.  Auf  jedem  dieser  Kreise  nehmen  wii'  ebenfalls 
eineD  positiven  Drebungssinn  willkürlich  an,  und  bezeichnen  mit 
öu  ^j  03  die  zwischen  0  und  in  enthaltenen  Bogen,  die  man  durch- 
laufen muss,  um  von  Aj  im  positiven  Sinn  nach  A3,  von  da  nach 
A|,  *ind  von  hier  aus  wieder  nach  Ao  zu  gelangen.  Kerner  bezeichnen 
wir  mit  «»  den  zwischen  0  und  Stt  enthaltenen  Winkel,  um  den 
man  den  Hauptkreis  A^jAi,  unter  Festhaltung  der  Ecke  Ai,  im  positiven 
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Sinne  drehen  muss,  damit  seine  positive  Richtung  mit  der  positiven 
Bichtuog  des  Hauptkreises  AiA^  zosamoienföllt;  und  entsprechend 
definiren  wir  zwei  weitere  Winkel  «2  und  «3. 

Der  Inbegriff  der  sechs  Stücke  öi,  02,  öa,  «t,  «2,  «3  ist  nnn  für 
uns  ein  »sphärisches  Dreieck«.  Die  Winkel  «,  nennen  wir  schlechthin 
die  »Winkel«,  die  Bogen  0^  die  »Seiten«  des  Dreiecks').  Je  zwei 
Dreiecke,  die  in  diesen  sechs  Stücken  übereinstimmen^  gelten  in  miserer 
Untersuchung  ah  identisch^  auch  wenn  sie  auf  der  Kugel  verschiedene 
Lagen  haben  und  vielleicht  gar  nicht  congruent,  sondern  nur  sym- 
metrisch sein  sollten. 

Zwischen  den  Seiten  und  Winkeln  eines  sphärischen  Dreiecks 
findet,  bei  unserer  Definition  (aber  nicht  bei  der  Definition  der 
elementaren  Lehrbücher)  ein  vollkommenes  ReciprocitälsverhäUmss  statt 
Zu  jedem  Hauptkreis  auf  der  Kugel  gehören  nämlich  zwei  Pole,  die 
gemeinsamen  Schnittpunkte  aller  der  Hauptkreise,  die  den  ersten 
rechtwinklig  treffen.  Wir  ordnen  nun  jedem  Hauptkreis  mit  be- 
stimmtem Drehungssinn  den  Pol  zu,  der  für  einen  von  aussen  auf 
die  Kugel  blickenden  Beobachter,  bei  Durchlaufung  des  Hauptkreises 
im  positiven  Sinne,  [zur  Linken  liegt.  Damit  erhalten  wir  offenbar 
ein  einfaches  Mittel,  die  Winkel  um  einen  Punkt  herum  mit  Kreis- 
bogen zu  vergleichen,  und  umgekehrt.  Man  gelangt  so  zur  Con- 
struclion  des  sogenannten  Potardreiecks^  dessen  Ecken  die  Pole  der 
drei  Seiten  des  gegebenen  Dreiecks  sind,  und  dessen  Seiten  wiederum 
die  Ecken  des  gegebenen  Dreiecks  zu  Polen  haben.  Dieses  Polar- 
dreieck hat,  wie  unmittelbar  ersichtlich,  Seiten  =  a^  und  Winkel  =^  a^. 
Die  Kugeldreiecke  ordnen  sich  ako  zu  PaareUj  die  durch  Vertauschung 
der  Seiten  und   Winkel  in  einander  übergehen. 


f)  In  den  Eienieiitarbücherü  werden  nicht  die  Winice  «j.  sondern  deren 
Nebenwinkel  TT — a^  durch  besondere  Zeichen  dargesletlt,  und  AVjnke!«  des  Dreiecks 
genannt.  Dies  ist  auch  bei  vielen  Anwendungen  ganz  am  Platüe,  nan[ientJich  in 
der  Geodäsie,  wo  eben  die  inneren  Dreteckswinkel  unmittelbar  abgelesen  werden. 
Bei  rein  theoretischen  Entwickelungen  aber  ist  ein  solches  Verfahren  un  zweck- 
mässig, da  es  zu  einer  Menge  unnölhiger  Rechnungen  und  sonstiger  Weilliiufigkeilen 
Anlass  gibt  und  die  Symmetrie  der  Formeln  zerstört.  —  Man  könnte  leicht  allen 
Anforderungen  gerecht  werden,  wenn  man  beiuj  Aufbau  der  Trigonometrie  die 
dem  Wesen  der  Sache  entsprechenden  Bezeichnungen  wählen  wollte ,  am  dann 
am  Schlüsse  die  fiir  den  prakiiscbett  GebrdUch  umgerechneten  Formeln  tabellarisch 
zusamm  enzusteMe  n . 
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Da  wir  die  positiven  Richtungen  der  drei  Hauptkreise  willkürlich 
angenommen  haben,  so  können  wir  drei  gegebene  Punkte  Ai,  ^2,  Az 
im  Allgemeinen  durch  acht  verschiedene  Dreiecke  verbinden;  und 
diese  Zahl  erhöht  sich  auf  16,  da  ja  auch  der  Drehungssinn  für 
die  Winkel  um  einen  Punkt  herum  beliebig  war.  Die  Fig.  1  zeigt 
in  stereographischer  Projection  die  Gestalt  von  vieren  der  zuerst 
genannten  acht  Dreiecke,  die  zu  wesentlich  verschiedenen  Dreiecks- 
formen führen|;  aus  ihnen  kann  man  die  übrigen  leicht  ableiten. 


Fig.  4. 


Es  ist  unter  Umständen  zweckmässig,  zwei  Dreiecke  auch  dann 
als  nicht  verschieden  anzusehen,  wenn  sie  durch  Umkehrung  des 
positiven  Drehungssinnes  der  Winkel  in  einander  übergehen.  Nach 
dem  Princip  der  Dualität  wird  man  dann  auch  zwei  solche  Dreiecke 
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als  gleichvverthig  betrachten,  die  dadurch  aus  einaader  liervorgehen, 
dass  man  deo  positiven  Drehungssion  aller  drei  Seiten  gleichzeitig 
in  den  entgegengesetzten  verwandelt.  Dann  werden  zwei  der  in 
Fig,  i  verzeichneten  Dreiecke  überflüssig,  und  es  gehören  nur  noch 
vier  » verschiedene  t<  Dreiecke  zu  gegebenen  Ecken. 


§2. 

llngleiehnngen  für  die  Seiten  und  Winkel. 

Die  Winkel  eines  sphärischen  Dreiecks  sind  duich  die  Seiten 
vollständig  bestimmt,  und  umgekehrt,  abgesehen  von  der  bereits 
besprochenen  Willkür,  Man  kann  aber  drei  gegebene  Kreisbogen 
«i,  a^,  «3  nicht  immer  zu  eineoi  Kugeldreieck  zusammensetzen;  die 
Bogen  ö,  müssen  vielmehr  einem  System  von  vier  Ungleichungen 
genügen,  oder  genauer  einem  von  acht  solchen  Ungleichungssystemen, 
um  diese  Bedingungen  in  zweckmässiger  Form  darzustellen,  führen 
wir  statt  der  drei  Bogen  a,  vier  Kreisbogen  s^  ein,  deren  Summe 
gleich  7t  ist,  durch  die  Gleichungen: 


(1) 


2«o  ^  ÄTT  —  ai  —  0-2  —  a3 
2fi3  ^  öl  -|-  02  —  aa . 


Mit  Hülfe  dieser  Bogen,  deren  Gebrauch  für  unsere  ganze  Analyse 
von  der  grössten  Wichtigkeit  ist,  stellen  sich,  wie  der  Leser  leicht 
beweisen  wird,  die  genannten  Ungleichnngssysteme  dar,  wie  folgt: 


— , i 

Ä, 

Aä 

^' 

a; 

A, 

A' 

A, 

A,- 

»« 

^0 

S  — TT 

/^  —  n 

^0 

^  —  n 

SO    ^  —  7t 

SO 

(2) 

«1 

^0 

S  ;r 

§  n 

S(| 

^0 

%n 

^  0 

s» 

»2 

^0 

S  jr 

^  0 

s„ 

^    JT 

SO 

^  0 

Sji 

»» 

^0 

Stt 

^  0 

^JT 

^  0 

^n 

^  n 

SO 

Die  acht  Dreiecke  mit  verschiedenen  Seiten,  die  ihre  Ecken  in 
drei  gegebenen  Punkten  haben,  vertheilen  sich  auf  die  hierdurch 
definirten  acht  Dreiecksschaaren.  Die  Schaar  j4y  enthält  die  con- 
struirbaren  Dreiecke,    deren  Seiten   zwischen  den  Grenzen  0  und  n 
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liegen,  also  die  Dreiecke,  die  in  der  elementaren  Trigonometrie  allein 
betrachtet  zu  werden  pflegen.  Die  Dreiecke  der  Schaar  A^  entstehen 
aus  denen  der  Schaar  Aq  durch  die  Substitution 

Äi'  =  «1,    02'  =  02  +  ;r,    «3'  =  03  +  tt; 
oder  auch  durch  die  Substitution 

Ol   =  Ol ,    Ö2  =  2  ;r  —  02 ,    03  =  2  tt  —  O3 ; 

hier  liegt  also  Oi  zwischen  0  und  tt,  02  und  03  dagegen  liegen 
zwischen  n  und  27r;  endlich  entstehen  die  Dreiecke  der  Schaar  Aj,' 
aus  denen  der  Schaar  A^  durch  die  Substitution 

tti   =  2  TT  —  Oj ,    O2'  =  2  ;r  —  O2,    O3  =  2  :r  —  O3 ; 

die  Seiten  der  Dreiecke  Ao'  sind  also  zwischen  71  und  2  tt  enthalten, 
während  bei  der  Schaar  A/  02  und  03  zwischen  0  und  tt  liegen, 
Ol  dagegen  zwischen  tt  und  27r. 

Definiren  wir  ferner  vier  Winkel  a^,  deren  Summe  wieder  n  ist, 
durch  die  Gleichungen 

2  00   =    2  TT «1  «2 «3 

2ai  =        —  «i  +  «2  +  «3 
2  a2  =  «1  —  «2  "h  ^ 

2  03   =  «1  +  «2  —  «3  9 

so  erhalten  wir  den  Ungleichungen  (2)  ganz  entsprechende  Unglei- 
chungen für  die  Winkel.  Wir  wollen  diese  Ungleichungen,  ohne  sie 
besonders  hinzuschreiben,  in  derselben  Reihenfolge  mit  A,.,  A/  be- 
zeichnen (t  z=  0,  1,  2,  3).  Es  gilt  dann  der  der  Anschauung  un- 
mittelbar zu  entnehmende  Satz,  dass  bei  einem  sphärischen  Dreieck 
jede  der  Combinationen 

(4,  A,),  (ii,,  a;),  (a;,  a,),  (a;,  a,') 

vorkommen  kann,  dagegen  keine  der  Combinationen 

[Aii  \)^   [Af,  \)^    [A^ ,  A|f),    [Af »  A^j, 

wenn  i  4=  fc .  Die  1 6  Dreiecke  mit  gegebenen  Ecken  vertheilen  sich 
also  auf  die  16  Schaaren,  die  den  zulässigen  Verbindungen  der 
Ungleichungen  A,,  A/,  A,,  A/  entsprechen. 

Die  aufgestellten  Ungleichungen  zwischen  den  Seiten  oder  den 
Winkeln  haben  sich  uns  ergeben  ohne  vorherige  Entwickelung  der 
Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie  (ja  sogar  ohne  Hülfe  des  Maass- 


(3) 
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begriSs).  Anders  verhält  es  sich  mit  den  Ungleichungen,  in  denen 
Seiten  und  Winkel  zugleich  vorkommen.  Diese  spielen  aber  in  unserer 
Untersuchung  keine  Rolle,   und   werden   daher   ganz   ausserhalb  des 

Kreises  der  Betrachtung  bleiben, 

Beirachien  mr  die  Seiten  a^  (ds  venuidvrtich^  so  defhüren  die 
ümjleichungen  (2)  gewisse  Gebiete,  innerhalb  deren  sich  diese  Stücke 
bewegen  dnrfen,  und  sie  schtiessen  zugleich  andere  Gebieie  aus.  Es  ist 
wünschenswerlh,  auch  die  ausgeschlossenen  Gebiete  in  einer  der 
Tafel  (2)  ähnlichen  Form  darzustellen.  Man  erhält  die  fragliche  Tafel, 
oder  vielmehr  t'itT  verschiedene  Tafeln,  deren  Verticalreiheo  analog 
der  Bezeichnung  A,,  A-  mit  B,^,  ß,^'  bezeichnet  werden  mögen,  aus 
(2)  einfach  dadurch,  dass  man  in  der  ä^*"*  Horizontalreihe  von  (2) 
[k  1=  0,  1,  2,  3]  die  Zeichen  ^  und  ^  mit  einander  vertauscht.  In 
der  That,  nimmt  man  an,  dass  77^01^02  =  ^^  =  0  ^^^  so  ist 
entweder 

A )     «0=0     «1  ^  0     «2^0     Ss  =  0,     oder 
ß^»)     «0=0     «1^0     «2=0     «3^0,     oder 

Äo,)    «0  =  0    «,  S  0    «2^0    «3^0, 

Aus  diesen  Fällen  gehen  sodann  die  übrigen  durch  Vertauschung 
der  Indices  1,  2,  3  und  durch  die  angegebenen  Substitutionen  hervor. 
Es  gibt  also,  wenn  man  von  Grenzfällen  absieht,  16  Typen 
voltständig  reeller  Dreiecke,  32  Typen  solcher  Dreiecke,  bei  denen 
nur  die  Seiten,  und  ebenso  32  Typen  von  Dreiecken,  bei  denen  nur 
die  Winkel  reell  sind. 


§3. 

üebergangsformen* 

Die  in  §  1  und  §  2  geschilderten  Gestalten  sphärischer  Dreiecke 
bilden  keineswegs  getrennte  Manniglaltigkeilen,  sondern  sie  können, 
bei  passender  Aenderung  der  Seiten  und  Winkel,  stetig  in  einander 
übergeftlhrt  werden.  Dazwischen  schalten  sich  gewisse  Dreiecke 
speeielien  Charakters,  ausgeartete  Dreiecke  ein.  Diese  GrenzföUe  sind 
nicht  nu>'  ^^'^  ^^^^  interessant,  sondern  sie  sind  auch  fUr  unsere 
Untersuchung  ^on  Bedeutung;  sie  sollen  daher  im  Folgenden  ebenfalls 
verzeichnet  werden.  ^^  ^^^^^^  dabei  genügen,  unter  diesen  beson- 
deren Dreiecken   die    zu   betr^*^'^*^"»  die   noch  von  zwei  Conslanten 
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abhängen  (also  von  einer  Gonstanten  weniger  als  das  allgemeine 
Dreieck);  ausserdem  werden  wir  von  je  vier  solchen  Dreiecken,  die 
durch  die  Substitutionen  a-  =  +  «,,  «/  =  +  ex,,  zusammenhängen, 
immer  nur  einen  Repräsentanten  aufstellen. 

Die  genannten  Dreiecke  zerfallen  in  zwei  verschiedene  Glassen. 
Die  Dreiecke  der  ersten  Classe  wollen  wir  Grenzdreiecke  nennen, 
weil  sie  die  Mannigfaltigkeit  der  reellen  Dreiecke  abgrenzen  gegen 
die  zu  Schluss  des  §  2  definirten  Mannigfaltigkeiten  von  Dreiecken, 
die  zwar  reelle  Seiten,  aber  keine  reellen  Winkel,  oder  reelle  Winkel, 
aber  keine  reellen  Seiten  haben. 

Solcher  Dreiecke  gibt  es  acht  verschiedene  Arten,  von  denen 
wir  aber  nur  vier  aufzufuhren  brauchen,  da  die  übrigen  aus  zweien 
unter  ihnen  durch  Yertauschung  der  Indices  1 ,  2,  3  erhalten  werden. 
Sie  sind  gekennzeichnet  durch  die  nach  dem  Modul  2  77  zu  nehmen- 
den Congruenzen  ^) : 


«1    +   «2   +   «3  ^   0 


«1  ^^  0        «2^0        «3  ^^  0 

öl  +  Ö2  +  aa  ^^  0 


Fig.  2. 


«l-i^O        «2^77       «a^TT 
—    Äl    +   02   +   «3  ^  0. 


(S.  Fig.  3.) 


4)  Das  von  Gauss  iq  die  Analysis  eingeführte  Congruenzzeichen  ^,  in  der 
Verbindung  a^b  (mod.  c)  (a  congruent  zu  h  modiilo  c  oder  nach  dem  Modul  c) 
gebraucht,  hat  die  Bedeutung:  a  unterscheidet  sich  von  b  um  ein  ganzzahliges 
Vielfaches  von  c:  a  =  b  +  kc  (ä  =  0,  db4,  ifc  2,  .  .  .).  a^O  (mod.  S^r) 
beisst  also :  Der  Bogen  a  ist  ein  mehrmals  im  positiven  oder  negativen  Sinn  voll- 
ständig durchlaufener  Hauptkreis. 
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Jedes  der  hierhergehörigen  Dreiecke  vermittelt  den  Uebergang 
zwischen  mehreren  der  16  in  §  2  aufgezählten  Dreieckstypen,  und 
zwar  immer  zwischen  solchen  Dreiecksmannigfaltigkeiten,  die  in  der 


Fig.  8. 


Tafel  (2)  des  §  2  einen  gemeinsamen  unteren  Index  haben.  Die 
Art,  wie  die  einzelnen  Mannigfaltigkeiten  durch  Yermittelung  der 
Grenzdreiecke  zusammenhängen,  lässt  sich  durch  die  folgende  einfache 
Formel  darstellen: 


((\   ^0,    «2^0,    «3  ^E  0 


(^'A») 


(A'a;), 


worin  die  Congruenzen  nunmehr  nach  dem  Modul  n  (nicht  2n)  zu 
nehmen  sind.  Ein  vorgelegtes  Grenzdreieck  gehört  im  Allgemeinen 
zu  einem  ganz  bestimmten  Index  fc,  und  es  vermittelt  überdies  den 
Uebergang  zwischen  zwei  ganz  bestimmten  unserer  16  Dreiecks- 
mannigfaltigkeiten. Die  acht  Arten  von  Grenzdreiecken  zerfallen  da- 
her jede  noch  in  4 . 2  Unterarten,  so  dass,  man  im  Ganzen  64  Fälle 
auseinanderzuhalten  hat.  Sei  z.  B.  ai  ^  «2  ^  ^o  ^  0  mod.  SItt,  so 
sind  die  folgenden  acht  Fälle  zu  unterscheiden: 

f  0  <  ai,  02,  as  <     n  :  {AoAo)  -^— >  (^Ao'), 
\7t  <Ciau  02,  03  <]  ÄTT  :  {Aq' Aq)  <—>  {AqAo'); 

fO  <      Ol    <  TT  <  02,  03  <  27r  :  (^Ai)   ^— »^   (iliA/), 
.  0  <  02,  03  <  TT  <      o,    <  27r  :  (A/Ai)  ^-^   (A/ A/); 

u.  s.  w.  Die  Fig.  2  bringt,  wenn  der  rechter  Hand  dargestellte  Kreis 
selbst  ein  Hauptkreis  der  Kugel  ist,  nur  den  ersten  dieser  Unterfälle 
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zur  Anschauung.     Die  übrigen  Annahmen  führen  zum  Theii  auf  mehr- 
fach überdeckte  Kreisbogen.  — 

Die  besonderen  Dreiecke  der  zweiten  von  uns  zu  betrachtenden 
Classe  nennen  wir  Uebergangsdreiecke.  Sie  vermitteln  den  Zusammen- 
hang zwischen  Dreiecksmannigfaltigkeiten  mit  verschiedenem  unterem 
Index.  Von  ihnen  haben  wir  zwölf  Arten  zu  unterscheiden,  von 
denen  geeignete  Repräsentanten  durch  die  folgenden  nach  dem  Modul 
277  zu  nehmenden  Gongruenzen  definirt  sind: 


Ol  =  0  «1  =  0 

Oj  +  Äs^O     a2-j-a3^0 


Ol  ^  7t  «1  ^  TT 


Fig.  4. 


Ol  ^  0  «1  ^  TT 

02  —  as  Z^  0       «2  +  «3  ^  TT 


öl  ^=  n  «1  ^  0 

02  -["   ^3  ^  ^        «2   «3^0 


Fig.  5. 


Bei  der  Darstellung  des  durch  die  Uebergangsdreiecke  vermittel- 
ten Zusammenhangs  zwischen  den  verschiedenen  Mannigfaltigkeiten 
reeller  Dreiecke  können  wir  die  beiden  ersten  Fälle  zusammenfassen, 
and  ebenso  die  beiden  letzten;  wir  erhalten  demnach  nur  zwei 
wesentlich  verschiedene  Formeln,  aus  denen  die  sechs  übrigen  durch 
Vertauschung  der  Indices  1 ,  2,  3  hervorgehen : 
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ü\  ^  0,  «1  ^  0  oder  «i  ^  Ji,  ccf  ^  tt  (mod,  2?r) : 
{A2A2)      (A2A/)      (il,'A2)      (Aj'Aa') 

1  t  I  I 

(Aa'A/)     (Aa'A,)      (A,A/)       {A.A,}  ; 

«t  ^  0,  «1  ^  TT  oder  «i  ^  ;r,  «1  ^  0  {mod.  %n): 

(AaAo)      (A,Ao')      (Ao'Aa)      {A^  A^) 

I    I    I     I 

(A/A/)     (A;A.)      (AA/)       (AAt). 

Jede  unserer  12  Dreiecksart^n  umfasst  demoacli  vier  Uolerarleü, 
so  dass  im  Ganzen  48  Fälle  zu  unterscheiden  sind. 

Aus  dem  Gesagten  geht  hervor^  dass  zwischen  den  in  §  2  gefundenen 
1 6  Arien  reeller  Dreiecke  ein  stetiger  Uebergang  möglich  ist^  der  noch 
in  tnanniglaclier  Weise  ausgeführt  werden  kann.  Es  ist  aber  fesl- 
zuhalteu,  dass  wir  bei  der  Herleitung  dieses  Satzes  von  der  Voraus- 
setzung ausgegangen  sind,  dass  Dreiecke j  deren  Seiten  und  Winkel 
nur  um  Vielfache  von  Stt  verschieden  sind^  als  identisch  gelten,  dass 
also  eine  sprungweise  Aenderung  um  2;r  auch  als  eine  stetige 
Aenderung  gilt. 

Später  (in  §  10  des  zweiten  Abschnittes)  werden  wir  lernen^ 
die  in  gegenwärtigem  Paragraphen  ausgeführten  Uebergänge  noch  tiefer 
aufzufassen.  Wir  werden  dann  einen  vollständigen  Einblick  in  den 
Zusammenhang  der  dreifach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  gewinnen, 
die  von  allen  leellen  sphärischen  Dreiecken  gebildet  wird. 


§  4- 
Naebbardreiecke. 

Gehen  wir  nicht,  wie  in  §  1,  von  drei  bestimmten  Punkten  der 
Kugel  aus,  sondern  von  einem  Dreikant  oder  Dreiflach,  dessen  Scheitel 
der  Mittelpunkt  der  Kugel  ist,  so  gelangen  wir  zu  einer  grösseren 
Zahl  von  sphärischen  Dreiecken,  deren  gegenseitige  Beziehungen  wir 
nun  ermitteln  wollen. 

Unter  den  Schnittpunkten  der  Kanten  unseres  Dreikants  mit  der 
Kugelfläche  können  wir  auf  8  Arten  je  einen  so  auswählen,  dass 
auf  jeder  Kante  ein  Punkt  liegt.  Drei  solche  Punkte  lassen  sich 
dann,   nach  §  1,    durch  IÖ  verschiedene   Dieiecke   verbinden.     Von 
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den  8  •  16  :=  128  Dieieckeo,  die  auf  diese  Weise  entstehen,  stimmen 
aber  immer  je  zwei  solche  llberein,  die  durch  die  Spiegelung  am 
Mittelpunkte  der  Kugel  in  einander  übergehen.  Die  64  wirklich  ver- 
schiedenen Dreiecke,  die  hiernach  übrig  bleiben,  bezeichnen  wir  als 
Nachbardreiecke.  Ihre  Zahl  reducirt  sich  auf  16,  wenn  man  noch 
je  vier  solche  Dreiecke  zusammen fasst,  die  durch  gleichzeitige  Vor- 
Zeichenwechsel  sämmtlicher  Seiten  oder  sUramtlicher  Winkel  in  ein- 
ander übergeführt  werden   (vgl.  den  Schluss  von  §  i). 

Die  Seiten  und  Winkel  der  64  Nachbai  dreiecke  hängen  auf  sehr 
einfache  Weise,  nümlich  durch  lineare  Suhtituiionen  zusammen;  und 
diese  Substitutionen  bilden  der  Natur  der  Sache  nach  eine  Gruppe^ 
d.  h.  ihr  Inbegriff  hat  die  Eigenschaft,  dass  die  aus  zwei  hinter  ein- 
ander ausgeführten  Substitutionen  zusammengesetzte  Substitution  der 
nämhchen  Gesammtheit  von  Substilutionen  angehurt').  Diese  Giiippe, 
mit  mehreren  ihrer  Untergruppen,  ist  für  unsere  Betrachtung  von  der 
grössten  Bedeutung.  Wir  werden  ftlr  sie  daher  ein  besonderes  Zeichen, 
@^,  anwenden,  das  zugleich  die  Zahl  ihrer  Substitutionen  angibt.  Wir 
haben  nun  die  Eigenschaften  von  ©<«  genauer  zu  untersuchen. 

Gehen  wir  von  einem  der  6i  Nachbardreiecke  aus,  so  gelangen 
wir  zunächst  zu  drei  anderen,  durch  die  folgenden  Subslitutionen 
(in  denen  die  einzelnen  Grössen  immer  nur  mod.  2u  bestimmt  sind): 


0) 


ai' 

««' 

'^' 

«1 

«1 

So 

0, 

«1 

«a 

«! 

«3 

«s 

Si 

öl 

JT  +  Oj 

jr-f-flj 

27r  +  «, 

—  «j         —  a, 

s. 

ji  +  fli 

0., 

;r  +  flj 

—  «e, 

2«  +  ffj     —  O) 

s. 

rr-j-fl, 

:r-f  Oj 

fl, 

—  «, 

—  «j 

271 +  «3 

*)  Wir  erinnern  an  die  bekannle  Darstellung  der  Subslilulionen  einer  Gruppe 
durch  einzelne  Buchsttiben,  wie  S,  1\  u.  s.  w.^  die  üacli  Arl  voi»  Produclen  aii- 
einauclergereiht  werden.  S  .  T  bedeutet  die  SubstituÜoa,  die  entsieht,  wenn  man 
erst  S,  nachher  T  ausfübrt.  S^  -z:  7*  ==  .  .  .  ^  #  bedeutet  die  Substitution,  die 
jede  der  transformirleo  Grössen  in  sich  selbst  ülierführl ,  und  also  nichts  ändert^ 
die  identische  Substitution  oder  Identität.  S'^  ist  die  Substitution,  die  vor  oder 
nach  S  angewendet,  zur  IdentiUlt  führl ,  die  « Entgegengesetzte  von  S«,  deren 
Wirkung  die  Wirkung  von  S  aufbebt:  S"«5  =  SS^«  ^  S^»  ==  | ,  r  =  S"*  TS 
Ueissi  »die  Transrormirte  von  T  vermöge  S«.  Transrormirl  mau  alle  Substitutionen 
?^.  Tij  T'i,  ...  einer  Grupi>e  vermöge  derselben  Substilulion  S,  so  entsteht  wieder 
eine  Gruppe,   die  Transformirte  der  gegebenen   (Jrnppe  vennnge  $. 
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«; 

«2 

*,' 

«,' 

«2' 

«3 

-s; 

«1 

«2 

03 

«1 

«2 

«3 

^\ 

2n:  +  a, 

—  «2 

—  «3 

«1 

ji  -j-ßj 

7r  +  «3 

2, 

—  a, 

271 +«2 

—  «3 

w  +  a, 

«2 

JT+ßsl 

V. 

—  0, 

—  Oj 

%n  +  a.. 

w  +  «, 

71 +  «2 

«3 

•jund  ebenso  entstehen  drei  neue  Dreiecke  durch  die  dualistisch  ent- 

'  *•  •** 

.'gegenstehenden  Substitutionen : 


(2) 


Die  Substitutionen  5,  bilden  für  sich  eine  Gruppe^  und  ebenso  die 
Substitutionen  ^\. 

Beide  zusammen  erzeugen^  beliebig  oft  hinter  einander  ausgeführt^ 
eine  Gruppe  ©jg  von  16  involutovischen  (und  damit  auch  verlausch- 
baren)  Substitutionen^  eine  Untergruppe  der  Gruppe  ©«4.*) 

Diese  Gruppe  ®64  selbst  wird  ebenfalls  noch  von  {vertauschbaren)  invo- 
lutorischen  Substitutionen  gebildet.  Sie  entsteht  durch  Zusammensetzung 
der  Substitutionen  (1)  und  (2)  mit  denen  der  folgenden  Gruppe  ^4: 


«,■ 

«2' 

1 

«1' 

«2 

«3' 

1 

«1 

«2 

O3 

«1 

«2 

«3 

T 

—  0, 

-«2 

—  03 

«1 

«2 

«S 

T 

«1 

«2 

fl;» 

—  «, 

—  «2 

—  «3 

TT 

—  «1 

—  Oj 

—  «»3 

—  «, 

—  «2 

—  «3 

(3) 


Wir  haben  in  der  letzten  Tafel  die  identische  Substitution  mit 
1  bezeichnet,  in  den  Tafeln  (1 )  und  (2)  ist  sie  der  Gleichförmigkeit 
halber  So  und  ^0  genannt  worden. 

Man  überzeugt  sich  leicht  von  der  Richtigkeit  des  angegebenen 
Satzes,  indem  man  der  Reihe  nach  die  folgenden  Formeln  entwickelt: 


\  ]  Eine  Substitution  S  heisst  involutorisch,  wenn  sie,  zweimal  hinter  einander 
angewendet,  zur  Identität  fübrt,  also  der  symbolischen  Gleichung  S^  =  4  oder 
S  ==  S""^  genügt.  Die  Identität  S®  =  4,  die  nicht  die  Periode  2,  sondern  die 
Periode  4  hat,  nennt  man  gewöhnlich  nicht  involutorisch ;  doch  kann  der  Ausdruck 
»Gruppe  von  involutorischen  Substitutionen a  zu  keinem  Missverständniss  führen. 

In  einer  Gruppe  von  involutorischen  Substitutionen  sind  je  zwei  Substitutionen 
S  und  T  vertatischbar,  d.  h.,  die  Reihenfolge  ist  gleichgültig,  in  der  man  sie  an- 
wendet: es  besteht  die  symbolische  Gleichung:  ST  =  TSy  oder  T^'^ST  =  S, 
oder  S^^TS  «=  T. 
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I  S{^   =  S^    =:     $2^     =    Sj  Sj  S3       =  1  , 
(4)  ^^  =  2,'  =  ^V     =  -S^i-S^2-S'3     =  1  , 


(5) 


r  =  T^    =  {TTf  =  T.T.  (TT)  =  1  , 

S,T=  TS,,  S,T  =  TS,, 

S,i;=  ^,S,,  (i,fe  =  1,2,  3) 

Es  geht  daraus  hervor,  dass  man  jede  Substitution  der  Gruppe 
@e4  i^  die  Form  setzen  kann 

(6)  T'S,T-2-,     (i,fe  =  0,  1,2,  3;  e,6  =  0,  1), 

und  zwar  nur  auf  eine  einzige  Weise,  abgesehen  natürlich  von  der 
Anordnung  der  Factoren,  die  gleichgültig  ist. 

Wir  haben  hier  die  sämmtlichen  Substitutionen  der  Gruppe  ®^ 
durch  die  acht  erzeugenden  Operationen  S,,  2',,  T,  T  ausgedrückt, 
und  haben  damit  eine  Darstellung  der  Gruppe  gewonnen,  die  deren 
wesentlichste  Eigenschaften  auf  den  ersten  Blick  erkennen  lässt.  Man 
kann  aber  daneben  mit  Nutzen  auch  ein  kleineres  System,  ein  System 
von  nur  sechs  erzeugenden  Operationen  verwenden,  das  den  Vortheil 
bietet,  die  Zerlegung  einer  irgendwie  gegebenen  Substitution  von  ®^ 
ohne  jede  Rechnung  sichtbar  zu  machen. 

Bemerken  wir  nämlich,  dass  jede  Substitution  von  ®^  aus  einem 
bestimmten  Vorzeichen  Wechsel  der  Grössen  a,,  «,,  verbunden  mit 
der  Hinzufügung  gewisser  Vielfacher  von  n  besteht,  und  dass  die 
Substitutionen  von  ®64  durch  die  vorkommenden  2^  Vorzeichenwechsel 
allein  schon  bestimmt  sind,  so  bietet  sich  von  selbst  die  Einführung 
der  erzeugenden  Operationen  TS,,  T^,  (t  =  1,  2,  3)  dar,  wo  z.  B. 
TS|  die  Substitution 

a/  =  «1 ,  Ö2'  =  ^  +  ^»         03'  =  ^  +  «3 . 

«/  =  2^  —  «1,  «2  =  «2,  «3'  =  «3 

bedeutet.  Diese  Substitutionen  führen  nur  je  einen  Vorzeichenwechsel 
herbei;  man  kann  daher  jede  Substitution  von  ®^,  wieder  nur  auf 
eine  einzige  Weise,  in  die  Form 

(7)  {TS,)^  (TSj)^  {TS,y^  {T^,y^  (T-S2)-  (T-S-a)" 

bringen,  worin  die  Exponenten  e^,  €4  die  Zahlen  0  und  1  bedeuten. 
Von  dieser  Darstellung  von  ®m  durch  eine  sogenannte  Basis  kehrt 
man  dann  zur  Darstellung  (6)  zurück  mit  Hülfe  der  Formeln 
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(8) 


(TS,)  {TS,)  =  S,,       (TS,)  {TS,)  {TS,)  =  T, 
{T2\){T2;,)  =  2\,      {T2\){T2\){T^,)  =  T. 


Es  hat  keine  Schwierigkeil,  die  sämmtlichen  Untergruppen  der 
Gruppe  @M  zu  bestimmen.  Für  uns  mag  es  indessen  genügen, 
noch  eine  dieser  Gruppen  anzugeben,  die  von  vier  Substitutionen 
gebildet  wird: 


(9) 


/ 

Ol 

«.' 

fls' 

«/ 

«l 

«3 

So-S"« 

fll 

—  - 

«2 

«3 

«, 

«2 

«3 

Si-S', 

«1 

JT flj 

71 O3 

«1 

71 Oj 

71— (^ 

«2^2 

TT  —  aj 

«, 

ji  —  a. 

71  —  a, 

«2 

TT  —  «3 

»3^3 

TT  —  a, 

TT —  02 

«s 

JT «, 

TT «2 

'^3 

(mod.Ä) 


Das  rechter  Hand  hinzugefügte  Zeichen  wird  im  niichsten  §  seine 
Erklärung  finden.  Eben  dort  wird  das  hier  noch  belanglose  Viel- 
fache von  2 TT  Bedeutung  gewinnen,  das  wir  in  die  Formeln  (1) 
und  (2)  aufgenommen  haben,  um  nicht  sogleich  wieder  neue  Be- 
zeichnungen einführen  zu  müssen. 


Fig.  6. 

Es  wird  keine  Schwierigkeit  machen,  sich  in  allen  Fällen  von 
der  gegenseitigen  Lage  der  Nachbardreiecke  Rechenschaft  zu  geben. 
Am  Besten  denkt  man  sich  die  64  Dreiecke  zu  je  16  aus  den  vier 
Dreiecken  (9)  hervorgegangen,  deren  gegenseitige  Lage  durch  die 
schematische  Figur  6  dargestellt  wird. 
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§  ö. 
Die  Gruppe  ®. 

Die  Einfachheit  der  Ergebnisse  des  §  4  war  dadurch  bedingt, 
dass  wir  Dreiecke  als  identisch  ansahen,  deren  Seiten  und  Winkel 
sich  nur  um  Vielfache  von  ^rt  unterscheiden.  Nunmehr  wollen  wir 
einen  anderen  Standpunkt  einnehmen,  der  uns  zu  tiefer  liegen- 
den Einsichten  verhelfen  soll,  indem  wir  alle  diese  Dreiecke  aus- 
einander halten^). 

Wir  denken  uns  die  Substitutionen  S,,  2\,  T,  T  nach  wie  vor 
durch  die  Formeln  (1),  (2),  (3)  des  §  4  definirt,  betrachten  aber 
jetzt  die  Substitutionen  der  Gruppe 

(1)  a-  =  üi  +  2fe,.7r,     «;  =  «.  -{-  2x..7r, 

worin  fc,  und  x,  irgend  welche  positive  oder  negative  ganze  Zahlen 
bedeuten,  als  verschieden  von  der  identischen  Substitution.  Nun 
werden  wir  natürlich  die  Relationen  (4),  (5),  (8)  des  §  4  in  dieser 
einfachen  Form  nicht  mehr  aufrecht  erhalten  können.  Es  entsteht  die 
Frage,  welche  Relationen  an  ihre  Stelle  treten. 

Um  dies  zu  erkennen,  denken  wir  uns  zunächst  die  Formeln 
(5),  §  4,  so  geschrieben,  dass  auf  der  rechten  Seite  die  identische 
Substitution  erscheint  (z.  B.  Si^j,Si~^  J^j,'-^  =^  ^)^  u^d  bilden  nun  die 
auf  der  linken  Seite  stehenden  Substitutionen: 


1 

«1 

«2 

«3 

«1 

«2 

«3* 

s^ 

o,       2-;r  +  Oj 

271  +  03 

431+  Cf, 

«2 

«J 

s,s,s. 

2;r  +  a, 

2jr  +  a2 

2n  +  a, 

27r  +  a, 

—  23r  +  «2 

23r  +  a3 

S,  TSr'  T-' 

«1 

äjr  +  aj 

2;r  +  a3 

«1 

aj 

«3 

SiTSr'T-' 

a,      1      oj 

«3 

431 +  «1 

«2 

«3 

s,i\sr'2r' 

Ol      27r-|-02 

271  +  03 

«1 

—  23r+a2 

-27r+«3 

s^i\sr'^i-' 

231 -fa, 

flj 

«3 

—  2jr+a, 

«2 

«3 

4)  Der  in  den  folgenden  §§  auseinandergesetzte  Dreiecksbegriff  ist  nicht  zu 
verwechseln  mit  dem  etwas  engeren,  den  Herr  F.  Klein  neuerdings  zu  Zwecken 
der  Functionentheorie  eingeführt  hat  (Math.  Ann.  Bd.  37,  S.  578  u.  flf.).  Für 
Herrn  Kuhn  ist  das  »Dreiecku  eine  einfach  zusammenhängende,  über  die  Kugel 
gespannte  Fläche.  Die  Substitutionen,  die  a Dreiecke«  mit  denselben  Ecken  ver- 
binden^ bilden  bei  ihm  keine  Gruppe. 
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Wie  man  sieht,  gehören  alle  diese  Substitutionen,  und  die  ana- 
logen, die  durch  Vertauschung  der  Seiten  und  Winkel,  und  durch 
Vertauschuog  der  Indices  1,  2,  3  aus  ihnen  hervorgehen,  zu  der 
durch  die  Formeln  (1)  definirlen  Gruppe.  Sie  erzeugen  aber,  in 
behebiger  Wiederholung  hinler  einander  ausgeführtj  keineswegs  diese 
Gruppe  selbst,  sondern  nur  eine  Untergruppe,  als  deren  erzeugende 
Operationen  die  folgenden  und  die  zu  ihnen  analogen  Substitutionen 
gellen  können: 

a»,         271+02,     27r  +  a3,  «i  «s,  c%^ 

aj,  öa,  «3,  ö|  271  +  02,     27r  +  «3, 

27r  +  öi,  ttj,  Ö3.  27r  +  iq,  «2,  rtj* 

Wir  bezeichnen  die  allgemeine  Substitution  dieser  Gruppe,  die 
den  Gteicliungen  (1)  gegenUber  durch  die  Bedingung 

(2)  2%  +  -äx,  =  0  mod.  2 

gekeimzeichnet   ist,    mit   K,    und    die    Gruppe    selbst   mit   5?.     Dann 
erhalten  wir  die  gesuchten  Relationen  unmittelbar  in  der  Form 
'  S;'  =  Sj^  =  S/  =  S,  S^S,    ~  1      (mod.  Ä) 

(3)  I  ^V  =  ^2  =  -5*3^  =  -S-iitj-S-,  =  1     {mod.  Ä) 
fi  ^  T'.  ^  (rT)^=  7\T.(TT)  =  1 

s^  r  =  r&; ,   s j  =  xs, ,    (mod.  ä) 

(4)  ]  S.-SV^-S'.S,,  (mod.  t) 

I  ^,T  =  T^,,     2,T  =  T2\    (mod.  Ä) . 

Der  Gebrauch  des  Zeichens  ^  statt  des  Zeichens  =:  und  die 
in  Klammer  hinzugefügte  Bemerkung  sollen  andeuten,  dass  diese 
Gleichungen  nur  richtig  sind  bis  auf  einen  in  jedem  Falle  besonders 
zu  bestimmenden,  uns  aber  nicht  nälier  interessirenden  Factor  K.  — 
Aus  (3)  und  (4)  folgen  noch,  als  Verallgemeinerung  der  Relationen 
(8),  §  4,  die  in  demselben  Sinne  zu  verstehenden  Congruenzen 
.  (TS,)  (TS,)    ^S.,      (TS,)  (TS,)  (TS3)  ^  T     ,      .    ^. 

{T2\){T^\)  =  2:,,     {T£,){TS^){T2\)^T    ^       '     '' 

Wir  defniren  mm  eine  Gruppe  @  als  den  Inbegriff  aller  der  Sub- 
§titutionen^  die  am  den  erumgenden  Operationen  S,-,  ^^,  1\  T  durch 
unbegrenzle    Wiederholnntf  entstehen. 

Die  angestellte  Betrachtung  setzt  uns  in  den  Stand,  die  allge- 
meine Substitution  dieser  Gruppe  anzugeben.  Die  Formeln  (3)  ...  (5) 
zeigen  nämlich,  dass  diese  Substitution  in  die  Form 
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(6)  (TS,)"  (TSj)"  {TS,)"  (T^O"  (^^2)"  (y^^'s)"  •  K 

{et,  fi  =  0,  1) 

gesetzt  werden  kann,  und  zwar  bei  bestimmter  Anordnung  der  Fac- 

toren  dieses  Productes  nur  auf  eine   einzige  Weise.     Die   fragliche 

Substitution  lautet  also 

a.'  =  (-  1)"  a.  +  [2*,  +  (-  1)-  {e,  +  e,)  +  n,]n 
Ol'  =  (—  ^r  «1  +  [2ci  +  *2  +  «3  +  2xi];r,     u.  s.  w. 

Hierfür  schreiben  wir  besser 

(7)  a;  =  (-  1 )  «.•  a,  +  m,jr ,     «/  =  (-  1 ) «,  «,  +  fi,  n  (e, ,  «,= 0, 1 ), 

worin  nun  die  ganzen  Zahlen  nii  und  jtf,-  den  folgenden  Bedingungen 
zu  genügen  haben 

(«»»  +  «2  +  Ca  =  0  ,  jU,  +  f2  +  «3  =  0, 

(8)  »»2  +  Ca  +  e,  =  0 ,         ^2  +  f3  +  «1  =  0,     (mod.  2) 
(»»3  +  e,  +  62  =  0 ,  /ts  +  «1  +  «2  =  0, 


(9) 


1     V'         .     ^     V.        I     /         *2f3  +  «3*1  +  «\H\  n      /       j    o^ 

^  2m,  +  ^  2^,  +  |_^  ^^^^  _^  ^^^^  _^  ^^^j  ^  0     (mod.  2). 


Von  diesen  Congruenzen  sind  die  unter  (8)  zusammengestellten 
der  Ausdruck  dafür,  dass  die  Grössen  fe,  und  x,.  ganze  Zahlen  sind; 
die  Formel  (9)  aber,  in  der  die  beiden  ersten  Summanden  links 
wegen  der  Relationen  (8)  ebenfalls  ganze  Zahlen  sind,  sagt  aus,  dass 
die  Grössen  fe,  und  x,  überdies  der  Bedingung  (2)  genügen. 

Wir  fassen  nun  unsere  Ergebnisse  zusammen,  indem  wir  zu- 
gleich noch  einige  weitere,  naheliegende  und  leicht  zu  prüfende 
Bemerkungen  hinzufügen. 

Die  unendlich  vielen  sphärischen  Dreiecke^  die  zu  dem  nämlichen 
Dreikant  gehören^  gehen  in  einander  über  durch  eine  Gruppe  von  linearen 
Substitutionen^  die  durch  die  Formeln  (7)  und  (8)  definirt  ist. 

Diese  Gruppe  enthält  u,  A.  zwei  bemerkenswerthe  invariante  Unter- 
gruppen^): erstens  die  durch  die  Bedingung    (9)   definirte   Gruppe  ®, 


1)  Transformirt  maa  alle  die  Substitutionen  deiner  Gruppe  G,  die  einer  Unter- 
gruppe g  angehören,  vermöge  sämmtlicher  Substitutionen  S^  von  G,  so  kann  der 
Fall  eintreten,  dass  die  transformirte  Substitution  T'  =  S^^^TS^  immer  wieder  zu  g 
gehört.  In  diesem  wichtigen  Falle  heisst  g  i» innerhalb  G  invariante  (einige  Autoren 
sagen  »ausgezeichnet«).  Beispielsweise  ist  die  Gruppe  aller  coUinearen  Transfor- 
mationen eine  invariante  Untergruppe  der  Gruppe  aller  collinearen  und  dualistischen 
Transformationen . 
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die  von  den  SubsiUnlionen  S,,  ^;,  T,  T  erzeugt  wird,  tiiwf  (wenn  der 
nicht  ijanz  aicharfe  Ausdrnck  erlaubt  ist)  die  Hälfte  der  in  (7),  (8)  ent- 
haltenen Substitutionen  umfai^st,  zweitens  die  Gruppe 

Heide  Gruppen  durchdrinfjen  sieh  in  der  durch  (1)  und  (2)  defmirien 
Gruppe  ff. 

Zu  der  Gruppe  ®  sind  nun  die  in  §  i  betrachteten^  von  vertausch- 
hftrcn  involtitorischen  Substitutionen  gebildeten  Gruppen  ®^  und  ©i^ 
isomorph^).  @  reduciri  sich  nämlich  zunächst  auf  die  Gruppe  ffi,.|,  sobald 
man  die  Suhsiitulionen  von  Ä  der  ulentischen  Snbi^titution  zuordnet  (als 
von  der  tdentität  nicht  verschieden  ansieht)  und  sie  reducirt  sich  weiter 
auf  die  Gruppe  ©i«,  ^eemt  man  überdies  noch  die  Substitutionen  der 
Gruppe  A^j   (§  4,  Nr.  3)   der  identischen  Substitution  zuordnet. 

Ausser  den  hier  belrachteteo  Untergruppen  enthält  die  (.iruppe  (S 
noch  nnendhch  viele  andere  invariante  Untergruppen.  Mit  ihrer  Hülfe 
kann  man  zu  einer  unbegrenzten  Zahl  endlicher  Gruppen  gelangen. 
Von  diesen  sind  die  Gruppen  ®^^j  und  ©j^  in  mancher  Hinsicht  die 
interessantesten  und  wichtigsten.  Wir  werden  ausser  ihnen  nur 
noch  eine  von  J28  Substitutionen  gebildete  Gruppe  zu  betrachten 
haben  {§  7). 


\)    In  dem  einfachen  Falle,    der   uns    hier  aUehi  nn^eht »    heslolil    i]vr  BegriH* 
des  IsoinorphLsmus   zweier  Gruppen  G  und  g   iu  Folgemlem:   Man  kann  die  Sub- 
stitutionen einer  Gruppe  G  in  Schaaren  oder  Reihen  S,« ,  S,-',  S,", . . ,  Sf^,  Sf^\,  S^",  ...... 

ordnen,  deren  jede  einer  bestimmten  Substitution  s-,  $f^,  ...  einer  anderen  Gruppe 
g  «ntsprichtj  derart,  dass  aus  jeder  symbolischen  Gleichung  S^^^^Sj^W  ^i  S^(»)  folgt: 
s^Sf^  =  8i*  Enthalt  jede  Schaar  von  G  nur  eine  einzige  Substitution,  so  heissl  der 
Isomorphismus  holoedrisch  ^  iui  anderen  Falle  meroedrisch  >  Bei  meroe  drisch -iso- 
morpher Beziehung  bilden  iille  Substitutionen  von  G^  denen  in  r;  die  identische 
Substitution  entspricht,   eine   invariante  Untergruppe  von  G, 

Umgekehrt  entsteht  aus  jeder  Gruppe  6'  eine  zu  ihr  isoinorpUe  GnJi>pe  g, 
wenn  man  die  in  einer  invarianten  Untergruppe  F  von  G  enthaltenen  Substitutionen 
nicht  mehr  von  einander  (und  also  auch  nicht  von  der  identischen  Substitution) 
unterscheidet,  als  äquivalent  betrachtet,  oder,  w'n}  wir  sagen,  oder  Idetdüät  zu- 
ordnet  ^(, 

Besonders  wichtig  ist  für  uns  der  im  Texte  vorliegende  und  aucti  später 
noch  iifter  wiederkehrende  Kall,  dass  aus  einer  unendlichen  Gruppe  G,  durch  Zu- 
ordnung einer  invarianten  (ebenfalls  unendlichen)  Untergruppe  f  zur  Identität,  eine 
neue  Gruppe  g  entsteht,   die  nur  noch  eine  efidiiche  Zahl  %on  Substitutionen  umfasst. 


K   ^IJ^THEILUNG   DER  SPHÄRISCHEN   DßEIECKE  IN  ZWEI  ClASSE?!, 


§6. 
Eiiitlieilmig  der  spliärisclieii  Dreiecke  in  zwei  Classen* 

Die  Theorie  der  iei  vorigen  §  betrachteten  Gruppe  @  steht,  in 
einem  eigenthümlichen  Zusammenhang  mit  einer  gewissen  Eintlieilung 
aller  sphärischen  Dreiecke  in  zwei  Classen,  deren  Kenntniss  für  die 
Auffasi^ung  der  sphärischen  Trigonometrie  von  Wichtigkeit  ist 

Wir  denken  uns  ein  sphärisches  Dreieck  über  die  Kugelfläclic 
verschoben,  indem  wir  Seiten  und  W^inkel  stetig  ändern,  und  führen 
es  schliessUch  auf  irgend  einem  Wege  in  eine  solche  Lage  xurück, 
dass  es  aus  dem  Mittelpunkte  der  Kugel  durch  dasselbe  Dreikant  oder 
DreiDaeh  projicirt  vvird^  wie  zu  Anfang*  Die  Seiten  und  Winkel  des 
neuen  Dreiecks  werden  tiann  mit  denen  des  ursprünglichen  durch 
eine  lineare  Substitution  verknüpft  sein,  die  nolhwendig  enthalten  ist 
unter  den  in  §  5  in  den  Formeln  (7)  und  (8)  angegebenen  Substitu- 
tionen. Kann  man  nun  auf  diese  Weise,  bei  geeigneter  Wahl  des 
Weges  der  Ueberführung,  alle  jene  Substitutionen  erreichen,  tl  h. 
kann  man  zu  sämmtlichen  Dreiecken  gelangen,  die  zu  dem  gegebenen 
Dreikant  gehören,  oder  erreicht  man  nur  einen  Theil  dieser  Dreiecke? 

Die  Antwort  ist,  dass  man  wirklich  nur  zu  einem  Theile  der 
genannten  Dreiecke  gelangt,  nämlich  zu  denen,  die  aus  dem  ursprüng- 
lich angenommenen  durch  die  Substitutionen  der  Gruppe  (S  hervor- 
gehen. 

Suchen  wir  zunächst  einzusehen,  dass  in  der  That  je  zwei  Drei- 
ecke, die  durch  eine  Substitution  von  ®  verknüpfl  sind,  stetig  in 
einander  übergeführt  werden  können. 

Nach  §  5  kann  man  die  Substitutionen  von  {M  auf  61  Schaaren 
verlheilen,  die  den  Substitutionen  der  endlichen  Grup[»e  ®^^  ent- 
sprechen ;  je  zwei  Dreiecke  derselben  Schaar  gehen  aus  einander 
hervor  durch  eine  Substitution  von  it\  Wir  werden  also  zu  zeigen 
haben:  erstens,  dass  man  jede  Substitution  von  St  durch  eine  stetige 
Aenderung  des  sphärischen  Dreiecks  erreichen  kann,  zweitens,  dass 
auch  zwischen  den  64  Schaaren  selbst  noch  ein  stetiger  Uebergang 
möglich  ist. 

Um  das  Erste  einzusehen,  denken  wir  uns  das  Dreieck  in  eine 
solche  Gestalt  übergeführt,  dass  eine  seiner  Seiten,  etwa  a^,  ^  n  mod. 
in   wird«      (Vgl.  Fig.  5,  rechts.)     Lassen   wir   dann   diese   Seite  a|, 
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indem  wir  ilire  Endpunkte  festhaUeti,  um  diese  End|>unkle  sich  drehen, 
so  können  wir  (durch  stetige  Aenderung)  ein  neues  Dreieck  ableiten, 
bei  dem  die  Winkel  a^  und  «3  um  ein  beliebiges,  für  beide  gemein* 
scbaftliches  Vielfaches  von  Stt  gewachsen  sind ;  und  diese  Aenderung 
bleibt  erhalten,  wenn  wir  das  Dreieck  schliesslich  auf  demselben 
Wege  wieder  in  seine  anftingliche  Lage  zurtlckbringen.  Wir  werden 
also  jede  Substitution  der  Form 

fl/  =  ai,     a^  =  a^,  <  =  a^^ 

«/  z=,  ofi,     «2'  ^^  '^s  ~h  äft^r,      03'  ^  cfj  -|-  SÄtt 
durch  stetige  Aenderung  hervorrufen  können* 

Nehmen  wir  ferner  mit  einem  Dreieck  eine  stetige  Aenderung 
der  Art  vor,  dass  wir  die  der  Seite  03  gegenüberliegende  Ecke  ^43  den 
Kreisbügen  A2A^^  im  positiven  Sinne  durchlaufen  lassen,  Wtihi'end  w^ir 
Ai  und  A^  festhalten,  so  wird  nach  einem  vollen  Umlauf  a^  um  Stt 
gewachsen  sein,  während  der  gegenüberliegende  Winkel  </,  sich  um 
ebensoviel  vermindert  oder  vermehrt  hat,  je  nach  der  Wahl  des  für 
die  Winkel  angenommenen  Drehungssinnes,  Wir  gelangen  so  ent- 
weder zu  allen  Substitutionen 

10/  '  Qi        J'^a  =  Öj,      0/  =  Ö3, 

oder  zu  allen  Substitutionen 


«3    =   «3> 


Öl    =  Ö3> 
«3     ^    ^* 

In  jedem  dieser  beiden  Fälle  aber  kann  man,  wie  leicht  zu 
zeigen  ist,  aus  Substitutionen  der  gefundenen  Arten,  und  den  zu 
ihnen  dualistischen ,  die  ganze  Gruppe  Ä  zusammensetzen.  Solche 
Dreiecke^  die  durch  eine  Suhsiitufwn  der  Gruppe  Ä  zusammenhängen^ 
können  also  $telig  in  einauder  übergeführt  werdeti. 

Um  zweitens  die  Möglichkeit  eines  stetigen  IJebergangs  zwischen 
den  64  Dreiecksschaaren  einzusehen,  führen  wir  für  den  Augenblick 
die  Bezeichnung  ein: 

indem  wir  uns  die  ganzen  Zahlen  »,  und  v^  so  bestimmt  denken, 
dass  ä^  und  ri,  in  die  Grenzen  0  und  2.t  fallen.  Wir  führen  nun, 
wie  vorhin,  das  Dreieck  in  eine  solche  Lage  über,  dass  äi  =  tf  wird, 
lassen  sodann  cu  und  a^  durch  geeignete  Drehung  von  ä^  um  tt 
wachsen,    und    führen  das  Dreieck  schliesslich  auf  demselben  Wege 
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wieder  in  seine  aufäugliche  Lage  zurück.     Wir  haben  dann  die  fol- 
gende Substitution  hervorgebracht: 

a/  =  2«i7r  +  (Stt  —  äi)  =  —  a,  -f  (4*i,  +  %)n 

flj'  :=  2»27r  +  %  =         % 

03'  =  2n;j7F  +  ö,  =03 

Oj'  z=:  2^2:^   +    («2   -H   ^)        :=  «2  -[*  ^ 

dCj'   =   2^5  TT  4"    (^:i  +  ^)        =^  «»  +  ^• 

Dies  ist  wieder  eine  Substitution  von  ®;  und  zwar  unterscheidet 
sie  sich  von  der  erzeugenden  Substitution  TS'i  nur  um  einen  Factor 
K,  Da  man  aber  die  übrigen  erzeugenden  Substitutionen  T^^^  TS^ 
auf  ^ihnliche  Art  gewinnen  kann,  so  ist  bewiesen,  dass  zwischen  den 
64  Dreiecksschaaren  wirklich  ein  stetiger  Uebergang  stattfindet. 

Dreiecke^  deren  Seiten  und  Winkel  dureh  eine  Substiluiion  der 
Gruppe  @  zmammenhan^en  ^  können  demnach  durch  Hteiige  Aendernng 
in  einander  übenjefnhrt  werden.  Der  Nachweis  der  umgekehrten  Be- 
hauptung, dass  nämlich  Dreiecke,  die  zu  demselben  Dreikant  gehüren, 
aber  nicht  durch  eine  Substitution  von  ®  zusammenhängen,  auch 
nicht  stetig  in  einander  Ubergeführl  werden  können,  kann  mit  den 
uns  hier  zu  Gebote  stehenden  Hülfsmitteln  ebenfalls  geführt  werden. 
Wir  können  ihn  jedoch  bei  Seite  lassen,  da  dieser  Satz  später, 
nach  Entwickelung  der  Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie, 
selbstverständlich  erscheinen  wird.  Solche  Dreiecke  unterscheiden 
sich  nämlich  der  Art  in  ihren  analytischen  Eigenschaften,  dass 
zwischen  ihnen  selbst  auf  imaginärem  Wege,  durch  sogenannte 
analytische  Fortsetzung,  ein  stetiger  Uebergang  nicht  möglich  ist.  — 
Wir  wollen  die  Thatsache  hier  einstweilen  als  bewiesen  annehmen, 
um  sogleieli  noch  eine  wichtige  Folgerung  daraus  zu  ziehen.  Sie 
führt  nämlich  zu  einer  Eintheilung  aller  sphärischen  Dreiecke  in 
zwei  Classen. 

Eigentliche  sphärische  Dreiecke  tvoUeu  wir  solche  nennen^  die  ans 
einem  Dreiech^  dessen  Seiten  und  Winkel  zwischen  den  Grenzen  0  und 
n  liegen,  durch  stetige  Aenderung  hergeleitet  werden  können;  uneigent- 
liche die,  bei  detwn  dies  nicht  der  Fall  isL 

Dann  ergibt  sich  aus  dem  Gesagten  sofort: 

Sowohl  die  Mannigfaltigkeit  der  eigentlichen  als  auch  die  der  im- 
eigentlichen    Dreiecke   wird   durch    die  Gruppe  ®    in   sich   selbst   über- 
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Grössen  cos  s^ ,  cos  o^  zur  Gruppe  {^^ ,  Ä)  gehören,  und  also  je  1 6 
den  Substitutionen   von  ®i6  entsprechende  Werthsysteme   annehmen. 

Wir  stellen  die  für  das  Folgende  wichtigsten  dieser  Bemerkungen, 
zugleich  mit  einer  weiteren  naheliegenden  Folgerung  in  anderer  An- 
ordnung übersichtlich  zusammen. 

I.     Das  Grössensystem 


%  g  , 

>SJ' 

•«^ 

•«1 

tg  2^1 

•«?. 

««?. 

•«? 

gehört  zur  Gruppe  JT,  und  nimmt  also  bei  den  Substitutionen  von 
oder  ®i28  ^28  verschiedene  Werthsysteme  an. 
II.     Die  Grössensysteme 


und 


-«^ 

tg^, 

tgl, 

Ig^, 

tg? 

,        «g? 

tg«o, 
tgoo, 

tg«l, 

IgOn 

«g«2, 
tgOj, 

tg*, 
tgffj 

gehören  zur  Gruppe  Ä',  und  gehen  daher  bei  den  Substitutionen  von 
®  in  64  verschiedene  Werthsysteme  über,  die  den  Substitutionen 
von  ®<^  entsprechen. 

III.     Dagegen  gehört  u.  A.  jedes  der  Grössensysteme 


cos  a^ ,     cos  02 ,     cos  03 ,     cos  a^ ,     cos  «2  9     cos  ^3 


tg^'tg^,     ts?tg?,     tg^tg? 


.«|«tg§,   tg^»  tg|L.   tg?  tg? 


n 


sin  «0  :  sm  «^  :  sm  s,  :  sin  s. 


siQ  ao  :  sin  «i^  :  sin  a^  :  sm  e, 


cos  «0  •  cos  81  :  cos  Sj  :  cos  «3 
I  .  cos  Oj  :  cos  Ol  :  cos  <ij  :  cos  o. 


§  7.  Erweiterte  Gruppen , 

zur  Gruppe  (^4,  Ä).  Diese  Systeme  von  liigonoinetrischeü  FiiDclionen 
nehnieo  also  nur  16  verschiedene  Werthsysteme  an,  die  den  Sub- 
stitutionen der  Gruppe  ©10  entsprechen. 

Diese  Bcmerkimgen,  die  man  leicht  noch  weiter  ausdehnen  könnte, 
sind  zur  Vorbereitung  des  Folgenden  nicht  durchaus  uotbwendig;  sie 
werden  aber  zur  Erleichterung  der  Auffassung  dienen.  Sie  zeigen 
jedenfalls  hier  schon,  dass  die  Betrachtung  der  Gruppen  ®j2y  und  ®u^ 
und  noch  mehr  der  Gruppe  ©j^  für  das  Verständniss  der  Formeln 
der  sphärisciien  Trigonometrie  von  Bedeutung  sein  muss.  — 


Um  unsere  späteren  Eni  Wickelungen  nicht  unterbrechen  zu  müssen, 
wollen  wir  an  dieser  Stelle  schon  einige  Gruppen  deflniren,  die  aus  den 
aufgezühlten,  wie  wir  sagen  wollen^  durch  Erweiterung  hervorgehen. 

Eine  erde  Erweiiernng  der  Gruppe  @  und  der  aus  ihr  abge- 
leiteten endlichen  Gruppen  ®i2b*?  ®g4  9  ®iti  soll  darin  bestehen,  dass 
wir  noch  die  sechs  Vertauschungen  der  Indices  1,  2,  3  hinzufügen, 
dass  wir  also  die  Anordnung,  oder  was  auf  dasselbe  hinauskommt, 
die  Benennung  der  Seiten  und  Winkel  umändern.  Die  Gruppen,  die 
auf  solche  Art  aus  (Sias,  ®m9  ®i«  entstehen,  umfassen  jedesmal  die 
sechsfache  Substitulionenzalil ,  und  können  daher  etwa  durch  die 
Zeichen  ©«.12^?  ®fi.64i  ©0,1«  dargestellt  werden.  Für  uns  ist  von 
Wichtigkeit  die  letzte  dieser  Gruppen,  die  einfach  mit  (S^j^  bezeichnet 
werden  soll. 

Eine  zweite  Erweiierung  besteht  in  der  Verlauschung  der  Seiten 
mit  den  entsprechenden  Winkeln^  im  üebergang  zum  Polardreieck 


a^  =^  a^ 


a^  =  a^. 


Aus  jeder  unserer  Gruppen  geht  so  eine  neue  hervor  mit  der 
doppelten  Substitutionenzahl;  aus  den  zuletzt  genannten  schon  erwei- 
terten Gruppen  z.  B.  entstehen  Gruppen,  deren  Erzeugungsweise  durch 
die  Bezeichnungen  ©ib.imj  ®2,ö.64  5  ®2.6.ib  angedeutet  wird.  Für  uns 
werden  besonders  die  erste  und  die  letzte  Gruppe  Interesse  gewinnen; 
wir  bezeichnen  sie,  nach  der  Zaiil  ihier  Substitutionen >  einfach  mit 
(Siji^;  und  ©10:1. 

Die  umfassendste  dieser  Gruppen,  ©1^30,  entsteht  aus  der  zweimal 
erweiterten  Gruppe  ®,  wenn  wir  alle  die  Substitutionen  der  iden- 
tischen Substitution  zuordnen,  die  die  Scimmtlichcn  Grössen  lg  A  tg  ^* 
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ungeändert  lassen,  wenn  wir  also  die  Substitutionen  von  ^  (s.  S.  113) 
als  nicht  wesentlich  verschieden  betrachten  von  der  identischen 
Substitution  (vgl.  §  5,  S.  108,  Anmerkung). 

Die  schemalische  Figur  7  versinnlicht  einen  Theil  der  Beziehungen 
der   aufgestellten  Gruppen.     Sie   soll  dazu   dienen,   die  eingeführten 


(  ®m6  J     -    >  r  i%. 


Fig.  7. 


Bezeichnungen  dem  Gedächtnisse  leichter  einzuprägen.  Freilich  ist 
diese  bildliche  Darstellung  sehr  lückenhaft;  will  man  jgrössere  Voll- 
ständigkeit erzielen,  so  muss  man  sich  auch  entschliessen,  eine  grössere 
Menge  von  Bezeichnungen  zu  gebrauchen. 


§  8. 
Ebene  Dreiecke. 

Die  ebene  Trigonometrie  ist  bekanntlich  ein  Grenzfall  der  sphä- 
rischen. Man  lasse  den  Radius  der  Kugel  ins  Unendliche  wachsen, 
während  man  die  Ecken  etwa  eines  solchen  Dreiecks,  dessen  Seiten 
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und  Winkel  /.wischen  0  und  .t  liegen,  festhält:  Dann  enistcht  im 
Grenzfall  ein  ebenes  Dreieck,  mit  der  Winkelsumme  27r. 

Bei  der  Behandlung  der  ebenen  Dreiecke,  die  einiges  Eigen- 
thümliche  darbietet,  wollen  wir  einen  etwas  anderen  Gedankengang 
innehalten,  als  bei  der  Betrachtung  der  sphärischen. 

Wir  nehmen  auch  hier  wieder  einen  gemeinsamen  positiven 
Drehungssinn  für  alle  Winkel  an  —  etwa  den,  der  der  Bewegung 
des  Uhrzeigei^  entgegengesetzt  ist  — ,  und  wir  schreiben  den  Ge- 
raden, die  die  Seiten  enthalten,  eine  positive  Richtung  zu.  Eine  Seite 
ä;  des  ebenen  Dreiecks  soll  als  positiv  gelten,  wenn  bei  positiver 
Umlaufung  der  drei  Seiten  die  Strecke  ä,  selbst  durchlaufen  wird,  als 
negativ,  wenn  der  zu  dieser  Seite  gehörige  Linienzug  sich  durchs 
Unendliche  erstreckt. 

Wir  gehen  aus  von  einem  Dreieck  mit  positiven  Seiten  öj,  ä^j  ö^, 
und  Winkeln  «i,  aj,  ö^,  die  zwischen  den  Grenzen  0  und  n  liegen, 
und  deren  Summe  ^^  ^7t  ist^}.  Wir  deÜniren  nun  sogleich  das 
allgemeinste  von  uns  zo  betrachtende  ebene  Dreieck  als  ein  solches, 
dessen  Seiten  und  Winkel  sich  aus  denen  des  genannten  durch  sietige 
Aenderung  herleiten  lassen;  wobei  wir,  aus  nahe  liegenden  Gründen, 
unter  den  «stetigen«  Aendenmgen  den  Uebergang  einer  Seite  von 
positiver  zu  negativer  Länge  durch  das  Unendliche  hindurch  mit- 
begreifen wollen.  Wir  fragen  nach  allen  möglichen  Gesialien  eines 
solchen  Dreiecks  und  insbesondere  nach  der  Gesammtheit  der  mit 
einem  gegebenen  Dreieck  verbundenen  Navhbardreiedie  ^  d.  i,  nach 
allen  Dreiecken,  deren  Seiten  und  Ecken  in  die  nämlichen  Geraden 
und  Punkte  der  Ebene  falten. 

Zunlichst  ist  deutlich,  dass  man  von  den  Winkeln  eines  ebenen 
Dreiecks  zwei  beliebig  annehmen  kann;  der  dritte  ist  dann  bestimmt 
durch  die  Forderung,  dass  die  Winkelsumme  den  constanten  Werth 
2n  haben  soll.    Wu*  brauchen  daher  Dreiecke  nicht  zu  unterscheiden, 


I)  Wir  erinnern  daran,  dass  die  Winkel  äff.  die  sonst  als  Aiissenwinke! 
bezeichneten  Grössen  sind,  Stau  ihre  Summe  =  Ijc  aozuneliiiiea,  könnten  wir 
sie  ebensowotil  irgend  einem  anderen  Vielfachen  von  18  /r  gleichsetzen.  Aber  die 
unendlich  vielen  so  entslehendcn  DreiecksmannigtaUigk eilen ,  deren  jede  ein  Cun- 
liouum  bildet,  unterscheiden  sich  nicht  wesenttieb  in  den  von  uns  zu  betrachtenden 
Elgenschafleu,  so  dass  es  genügt,   irgend  eine  von  ihnen  zu  onlersuchen, 

.  4.  K.  B,  U«eelUcb.  d.  WisHeaocii.  XXX lU.  f» 
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deren  Seiten  übereioslioiaien,  und  deren  Winkel  durch  eine  Subsülulion 
E  der  folgenden  Gruppe  Ä  zusaramenhangeu : 

(1)  «/  =  äi  -j-  2x,7r,   «2    =  «2+  2>C27T,   «3'  ^:  tta  -["  2X3;? 

(x,  +X2  +  X;,  =  0); 
denn  solche  Dreiecke  können  durch  einfaclio  stetige  Aenderungen  — 
vollstiiodrge  Ümdrehnni^en  einer  oder  mehrerer  Seiten  —  in  einander 
übe  ige  füll  rt  werden. 

Die  Subslitutionen  K  der  Gruppe  Ä  sehen  wir  demnach  als  nicht 
wesenllicii  verschieden  von  der  identischen  Substituüon  an.  Wir 
können  nun  sogleich  die  mit  einem  gegebenen  Dreieck  verbundenen 
Nachbardreiecke  angeben.  Sie  werden  erhallen  durch  wiederholte 
Anwendung  der  Substitutionen: 


ä.' 

^ 

ä,' 

-     f 

«1 

- 1 
«3 

1 

Öl 

ä^ 

ÖJ 

ö, 

«, 

«3 

•Si 

-ö, 

Öj 

Ö3 

ü, 

äj  +  Ji 

äj  — ff 

®2 

Öl 

-th 

ä. 

üj  —  ;r 

«, 

«a-j-T 

(mod.  X]. 

®» 

Öl 

äa 

—  Öj 

äi  +  w 

«j  —  n  • 

«3 

3; 

dl 

äi 

03 

—  «1 

in  —  «2 

2ji  — ä, 

(2) 


Biese  Substitnüonen  erzeugen^  mod*  Ä,  eine  Gruppe  von  sechzehn 
immlulorischen  (und  also  veriauschbaren)  Subsiiluiionen  —  eine  Gruppe^ 
die  in  der  ebenen  Trigonometrie  dieselbe  Stellung  einnimmt,  wie  die 
Gl  nppe  @,i4  in  der  sphärischen.  Man  ilberzengt  sich  sofort  davon,  dass 
zwischen  diesen  verschiedenen  Dreiecken  wirkHch  ein  stetiger  Ueber- 
gang  ni^igHch  ist,  und  dass  man  thatsychÜch  vermöge  (2)  bereits  alle 
Nachbardreiecke  hat.  Die  Substitution  Si  z.  B.  entsteht,  wenn  man  die 
Seile  ä,  eine  ümwendung  (halbe  Umdrehung)  ausführen  lüsst,  die  Sub- 
stitution I,  wenn  man  etwa  die  Ecke  1  auf  der  zugehörigen  Höhe 
so  weit  verschiebt,  bis  ein  zu  dem  vorgelegten  symmetrisches  Dreieck 
entsteht;  u.  s*  w. 

Mit  dem  Gesagten  ist  auch  bereits  die  Frage  nach  den  möglichen 
GeslaUen  eines  ebenen  Dreiecks  erledigt.  Es  gibt,  wenn  man  von  Grenz- 
fällen und  von  der  verschiedenen  Bezeichnung  der  Seiten  absieht,  acht 
Typen  ebener  Dreiecke.  Diese  werden  durch  die  Figur  8  versinnlicht. 
Bei  jedem  einzelnen  Dreieck  ist  neben  der  Figur  angegeben,  welcher 
Substitution  unseri^'  Gjujjpe  es  entspringt,    unter  der  Voraussetzung, 
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dass  die  horizontale  Seite  dem  Index  1  zugehört,  und  dass  beim 
Ausgangsdreieck  die  Seilen  und  Winkel  posiliv  sind.  (Die  ausserdem 
beigefügten  Bezeichnungen  werden  sogleich  erklart  werden.)  —  Man 


-y  rJ3'B\ 


s  s 


e.^a^ 


(^i«t) 


S6  6  2 


^^M^o^o) 


Fig.  8. 


K 


bemerke,  dass  bei  der  Hälfte  der  acht  Typen  (Fig.  8  links)  die  Ecken 
des  Dreiecks  im  Sinne  der  positiven  Drehungsrichtung  der  Winkel 
auf  einander  folgen,  bei  der  anderen  Hälfte  (Fig.  8  rechts)  im  Sinne 
der  negativen  Drehungsrichtung. 


9» 


120 


E.  Study,  Trigonometrie.    Abschnitt  I. 


[36 


Unterscheiden  wir,  wie  in  §  2,  die  verschieden  benannten  Seiten, 
so  erhöht  sich  die  Zahl  der  auseinander  zu  haltenden  Dreiecksgestalten 
auf  16,  und  diese  entsprechen  gerade  den  16  zusammengehörigen 
Nachbardreiecken,  oder  den  1 6  Substitutionen  unserer  Gruppe.  Wir 
wollen  für  die  16  Dreiecksarten  Bezeichnungen  (Ä,B<),  (ß,  BJ,  (Ä^B,'), 
{BJBJ)  einführen,  die  den  in  §  2  bei  den  sphärischen  Dreiecken 
gebrauchten  Bezeichnungen  entsprechen,  und  wie  folgt  definirt  sind: 


(3) 


Bo 

5o' 

ßl 

ß/ 

B, 

ß,' 

B, 

B,' 

äi 

^  0 

^  0 

^  0 

S  0 

^  0 

^  0 

%  0 

^  0 

Ö2 

^0 

^  0 

g  0 

^  0 

^  0 

S  0 

^  0 

^  0 

«3 

^  0 

g  0 

S  0 

^  0 

^  0 

^  0 

^  0 

^  0 

Bo 

B.' 

Bt 

B/ 

B, 

B,' 

Bs 

Ba' 

«1 

I 

11 

I 

U 

II 

I 

II 

I 

Ö2 

1 

11 

II 

I 

I 

II 

n 

I 

Ö3 

I 

II 

II 

I 

II 

I 

I 

n 

(4) 


Das  Zeichen  I  bedeutet  hier,  dass  der  betreffende  Winkel, 
nachdem  er  durch  Zufügung  eines  geeigneten  Vielfachen  von  27r  auf 
das  Intervall  von  0  bis  27r  gebracht  ist,  zwischen  0  und  tt  ßlllt,  das 
Zeichen  II,  dass  er  dem  Intervall  von  tt  bis  27r  angehört.  — 

Wir  betrachten  nun  wieder  die  Uebergangsformen,  die  Dreiecke, 
die  den  Zusammenhang  zwischen  den  verschiedenen  Dreiecksmannig- 
faltigkeiten (AB)  vermitteln.  Aehnlich  wie  in  der  sphärischen  Tri- 
gonometrie unterscheiden  wir  auch  hier  Grenzdreiecke  und  Ueber- 
gangsdreiecke  im  engeren  Sinne.  Diese  Bezeichnungsweise  können 
wir  allerdings  erst  später  vollständig  rechtfertigen  (II.  Abschnitt,  §14). 
Für  jetzt  bemerken  wir  nur,  dass  die  »Grenzdreiecke«  die  Mannigfal- 
tigkeit der  construirbaren  reellen  Dreiecke  trennen  von  gewissen 
Dreiecksmannigfaltigkeiten,  bei  denen  die  Seiten  oder  Winkel  imaginär 
sind,  während  bei  den  »Uebergangsdreiecken«  Aehnliches  nicht  statt- 
findet. In  allen  Fällen  behandeln  wir  nur  solche  Dreiecke,  die  noch 
von  zwei  willkürlichen  Parametern  abhängen.     (Vgl.  §  3.) 

Grenzdreiecke  erster  Art. 

Hierher  stellen  wir  vier  Dreiecksclassen,  die  definirt  sind  durch 
je  eine  der  Gleichungen   i^  =  0,  wofern 
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2«,  = 

Öl   +   ««l  +   Ö3, 

25.  =  - 

-01  +  05  +  03, 

25,  = 

öl  —  öj  +  03, 

25,  = 

öl  +  flj  —  Ö3 

gesetzt  wird.  Sie  vermitteln  den  Uebergang  zwischen  je  zwei  Dreiecks- 
typen nach  folgendem  Schema: 

(Ä.B,) «  (ä,b;),     (ä;b,)  — >  (ä;b;). 

Jede  dieser  Dreiecksarten  enthalt  noch  3  .  2  Unterarten,  deren 
jede  den  Uebergang  zwischen  zwei  völlig  bestimmten  Dreiecksge- 
stalten vermittelt.  Im  Falle  s^  =z  0  z.  B.  hat  man  die  folgenden 
Möglichkeiten: 

öl  <  0,  ö,  >  0,   03  >  0  :   (Ä/BO  ^->  (Ä/BO 
öl  >  0,  ö,  <  0,   Ö3  <  0  :   {B,B,)^->  {B,  B/)  ,  u.  s.  w. 
Im  Ganzen   sind  demnach  4.3.2  =  24   Fälle   auseinander  zu 
halten,  die  man  leicht  aufzählen  wird. 

Grenzdreiecke  zweiter  Art.    (Unendlich  kleine  Dreiecke.) 

Dreiecke,  deren  Winkel  nicht  beschränkt  sind,  während  die  Seiten 
die  Länge  Null  haben.  Hierher  gehören  4.2  =  8  Dreiecksciassen, 
die  den  Zusammenhang  zwischen  je  zwei  Dreiecksmannigfaltigkeiten 
nach  folgendem  Schema  vermitteln: 

(5,B,) «  (ä;b,)  ;  (ä,b;)  «  (ä;b,o 

(x  =  0,1,2,3). 

Uebergangsdreiecke  erster  Art: 

Hierher  stellen  wir  sechs  verschiedene  Arten  von  Dreiecken, 
jede  mit  vier  Unterarten,  z.  B. 

fli  z=  0,    äi  ^  0  mod.  27r: 

{B,B,)      [BM     (Ä,'B,)      (Ä/B,') 

i    i    i    i 

(ß,'B,')     (ß,'B3)      {BM      (ßjB,) 

a,  =  0,    äi^  n  mod.  2  jt  : 
(Ä„Bo)       {BM      (ßo'Bo)      WBoO 

I        I        1        I 

(5/BO      (ß/BO     (ÄiBO       (fijBO. 
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Man  erkennt  ohne  Weiteres,  dass  alle  bis  jetzl  aufgezij^hllen 
Arten  specielter  ebener  Dreiecke  Grenzfälle  der  in  §  3  behandelten 
specielten  sphärischen  Dreiecke  sind.  In  der  Geometrie  der  Ebene 
kommen  aber  noch  andere  ausgeartete  Dreiecke  vor,  die  in  der 
Geometrie  auf  der  Kugeltlächc  kein  (reelles)  Aaalogon  haben.  Es 
sind  dies  zunächst  die 

Uebergangangsdreiecke  zweiter  Art, 

Dreiecke  mit  zwei  parallelen  und  daher  unendlich  langen  Seiten. 
Hier  sind  ebensoviele  Fälle  auseinander  m  halten,  wie  bei  den 
Uebergangsdreieckon  erster  An.  Der  Zusammenliang  der  einzelnen 
Dreiecksmannigtaltigkeiten  gestallet  sich  aber  jetzt  anders: 

ä,  ^  0  mod,  2 TT 

t    I 

«,  ^  j?  mod.  2 TT 

{B,B')       (ß,'Bo) 

I        I 

{ß.  B.)       (ß/  B,') 
Endlich  haben  wir,  um  unsere  Aufzählung  vollständig  zu  luachen, 
noch  eine  Classe  von  Grenzdreiecken  hinzuzufügen; 


t 

(Baßo) 

t 

{Ä.  BO 


(ß,'BO 

(B/ßs) 


{ßo'Bo') 

t 
(ß/B,). 


Grenzdreiecke  dritter  Art.   (Önendlich  grosse  Dreiecke.) 

Es  sind  dies  Dreiecke,  deren  Winkel  nicht  beschiänkt  sind,  und 

deren  Seiten  sömmtlich  die  Länge  00  haben.  Sie  verhalten  sich  ganz 
wie  die  Grenzdreiecke  zweiter  Art,  die  unendlich  kleinen  Dreiecke, 
und  vermitteln  ganz  in  derselben  Weise  den  Uebergang  zwischen  je 
zwei  Dreiecksgestalten,   -* 

Schliesslich  mögen  wir  noch  bemerken,  dass  die  vorhin  (S.  117, 
118)  delinirten  Gruppen  sich  ebenso  wie  die  der  sphärischen  Trigono- 
metrie erweiiern  lassen  dadurch,  dass  man  noch  die  Vertauschungen 
der  Seiten  hinzufügt.  Aus  der  erwähnten  Gruppe  von  16  Substitutionen 
geht  so  eine  Gruppe  von  9(i  nicht  vertauschbaren  Substitutionen 
hervor. 


AbßcMtt 

Die  Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie 
und  ihr  ZusammenhEng  mit  der  Theorie  der  orthogonalen 

Substitutionen. 


Daiis  ranalyse  le  perfection  consisle  ä 
n'employer  qne  Ic  raoincire  nomhre  possible 
de  principe«,  et  ä  faire  soriir  de  ces  principes 
toutes  Jes  vörilea  qti'ils  pcuvonl  reiifermer, 
par  1a  !»eu]e  force  de  Tanalyse.     (Lacrange.) 

In  älteren  Werken  kann  man  die  sphärische  Trigonometrie  in 
der  Weise  behandelt  Hnden,  dass  die  Hauptsätze  einzeln  aus  geome- 
trischen Constructionen  hergeleitet  und  als  selbständige,  gleichberech- 
tigte  Bestaodlheile  der  Theorie  neben  einander  hingestellt  werden.  Seit 
Lagrat4ge  in  seiner  classischen  Abhandlung  gezeigt  hatte,  wie  man  durch 
einfache  Umformungen  aus  einer  einzigen  Gruppe  von  drei  Gleichungen 
die  ganze  sphärische  Trigonoraetrie  entwickein  könne  ^),  ist  eine  andere 
DarstelluDgsweise  üblich  geworden.  Sieht  man  sich  indessen  den 
gebräuchlichen  Lehrgang  genauer  an,  so  ündet  man,  dass  die  von 
Lagratige  aufgestellte  Forderung,  aus  der  Geometrie  nur  das  Nöthigsle 
zu  entnehmen,  und  alles  Weitere  analytisch  herzuleilen,  docl*  nicht 
liberall  erfüllt  wird.  Besonders  in  den  Beweisen  der  nach  Lagrat^ge 
hinzugekommenen  Salze  wird  bei  der  Ausziehung  der  mehrfach  auf- 
tretenden Quadratwurzeln  öfter  als  nöthig  von  den  Ungleichungen 
Gebrauch  gemacht,  denen  man  die  sphärischen  Dreiecke  zu  unter- 
werfen pflegt.  Welche  Möglichkeiten  für  die  Vorzeichen  der  Wurzeln 
bei  einer  rein  algebraischen  Entwickelung  bestehen,  bleibt  dahin- 
gestellt, und  noch  weniger  wird  erörtert,  was  eine  etwanige  andere 
Bestimmung  jener  Vorzeichen  zu  bedeuten  habe.  Ja  in  einigen 
Lehrbüchern  wird,  wenn  ich  nicht  irre,  aus  pädagogischen  Gründen, 


i)  Siehe  die  Anmerkung  auf  S.  IS5. 
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das  VOD  Lägrange  Erreichte  wieder  zerslürt,  lEdem  eine  Gruppe  voa 
sechs  oder  gar  acht  Gleichungen  an  die  Spitze  gestellt  wird  —  während 
doch  nur  geometrisch,  nichl  auch  analytisch  von  vorn  herein  klar 
ist,  dass  diese  Gleichungen  von  den  Seiten  und  Winkeln  des  Dreiecks 
noch  drei  Stücke  willkürlich  lassen. 

Aus  diesen  Gründen  werden  wir  uns  nicht  auf  andere  Dar- 
stellungen berufen,  sondern  wir  werden  die  wesentlichsten  Formeln 
der  sphärischen  Trigonometrie  selbst  ableiten,  natürlich  in  aller  Kürze, 
soweit  es  sich  um  bekannte  Dinge  handelt^).  Dabei  schliessen  wir 
uns  im  Allgemeinen  dem  in  neuerer  Zeit  üblich  gewordenen,  durchaus 
zvveckmUssigen  Lehrgang  an,  werden  aber  Sorge  tragen,  dass  nicht 
mehr  aus  der  Geometrie  entlehnt  wird,  als  durchaus  nothwendig  ist. 

Es  wird  hierdurch  nur  eine  geringe  Weithmfigkeit  verursacht 
werden.  Da  die  von  uns  verwendeten  Bezeichnungen  mit  den  üblichen 
nicht  ganz  übereinstimmen,  so  ist  eine  Zusammenstellung  der  wich- 
tigsten trigonometrischen  Formeln  ohnehin  unerlUsslich. 


§  1. 
Die  ärundrormeln. 

Wir  bezeichnen  die  SeiteD  des  sphärischen  Dreiecks,  wie  im 
erslen  Abschnitt,  mit  a^,  a^,  A;,,  die  Winkel  mit  «,,  «j?  ^h*  Von 
diesen  sechs  Stücken  können  drei  als  unabhiingig-veränderliche  Grössen 
betrachtet  werden.  Man  wird  daher,  wenn  man  nichts  Ueberllüssiges 
benutzen  will,  als  Grundlage  der  Entwickelung  eine  Gruppe  von  drei 
unabhängigen  Gleichungen  zwischen  jenen  sechs  Stücken  wählen* 
Zu  diesem  Zwecke  empfehlen  sich,  wegen  ihrer  einfachen  geometri- 
schen Herleitung,  am  meisten  die  drei  ersten  Formeln  des  VosimissiUzes: 

t  cos  öj  =  cos  Ö2 .  cos  ög  —  sin  a^  .  sin  03 .  cos  a^ , 
{{)  \  cos  a^  ^=  cos  «3 .  cos  a^  —  sin  a^  *  sin  a^ .  cos  a^, 

1  cos  %  =  cos  a,  .  cos  a^  —  sin  a^ .  sin  ö^  .  cos  a^ . 

Die  drei  anderen  Formeln,   die  aus  diesen  durch  Vcrlauschung 


<}  Wegen  der  sogenannten  Auflösung  der  sphärischen  Dreiecke,  die  hier 
nicht  berücksichtigi  werden  konnte,  verweisen  wir  auf  die  zahlreichen  Lehrbücher, 
besonders  auf  den  durch  Reichlhiira  des  Itilialts  und  Eleganz  der  Darstellung  in 
gleiclier  Weise  ausgezeichneten  Traite  de  Trigonometrie   von  J.  A.  SEftHEr  (7°^®  ed. 


§   1  .    GhUNDFORBIELN  ÖER  SPHABISCEIEN  THlGONOMETRm. 


der  Seiten  und  Winkel  hervorgehen»  benutzen  wir  mit  Absicht  nkhi; 
wir  werden  sie  vielmehr  aus  den  Formeln  (t)  ableiten^). 

Zunächst  folgert  man  aus  den  Gleichungen  (1)  durch  eine  ein- 
fache Umformung  sechs  Gleichungen,  von  denen  nur  die  beiden 
ersten  hergesetzt  werden  mögen : 


(8) 


sin^  ~  = - 


2  «t  Sin  5^  »  sin  53 


cos^  ^  = 


2         sin  «2  ,  sin  a-^ '     """    2         sin  a^  .  sin  a^ 

Die  Bedeutung  der  Grössen  s^  ist  hier  dieselbe,  wie  in  §  2  des 
ersten  Abschnittes  (s.  S,  94).  Aus  (2),  oder  auch  uniuiltelbar  aus 
(1)  ergibt  sich  die  Proportion 

sin/^  fli  :  sin^  a^  :  sin^  Ö3  :=  sin^  a^  :  sin^  «3  :  sin^  a,. 
Wir  denken  uns  nun  die  Vorzeichen  der  Grössen  sin  «, ,  die  in 
den  Gleichungen  (1)  nicht  vorkommen,  und  aus  diesen  Gleichungen 
allein  auch  nicht  vollständig  bestimmt  werden  können,  so  gewühlt, 
wie  es  die  in  §  1  des  ersten  Abschnitts  getroffene  Festsetzung  über 
den  gemeinsamen  positiven  Drehungssinn  aller  Winkel  auf  der  Kugel 
erfordert.     Dann  entsteht  der  sogenannte  Sinussatz: 

-^^  sin  a%    sin  a^   ___  sin  a^   P 

^  '  sin  Qi         sin  a^         sin  a^  II  ^ 

worin 


(*) 


[p  =^  sinaj.sina^.  sinofi  :=  sin %. sin  a^ .  sinwj  :=  sina|.sinö2^^iti«3 


//  ^=:  sin  «2  •  sin  « ^ .  sin  a^  =  sin  «3 .  sin  «, .  sin  a2  ^  sin  u, .  sin  o^ .  sin  a^ 

die   von   Staüdt    (Crelle's  J.  Bd.  24,  S.  252)    so  bezeichneten  Sinm 
des  Dreiecks  und  seines  Polardreiecks  bedeuten. 

Die  Quadrate  dieser  Grössen  P  und  fl  lassen  sich  rational  aus- 
drücken durch  die  Grössen  cos  a^  und  cos  of..  Man  entnimmt  nHmlich 
den  Formeln   (1)  und  (2)   ohne  Mühe  die  erste  der  Gleichungen 

P2  ^^   4  sio  s^ .  sin  Si .  sin  %  .  sin  ^3 
^1  —  cos-  üi  —  cos^  a^  —  cos^  a^  -j-  2  cos  öj  *  cos  üj  .  cos  Ö3 , 

U'^  -^  i  sin  ao .  sin  aj .  sin  ü^  .  sin  q^ 
^=  \  —  cos^  «1  —  cos^  «2  —  cos^  «3+2  cos  Ux .  cos  «2 .  cos  %, 

wSihrend   die   analoge  Formel   für   77^,   die  wir  der   Vollständigkeit 


(5) 


\)  Der  Inhalt  des  §  \  rührt  grösslealheils  van  Lagrange  her  (JourQcil  de 
rficole  polytechnique,  cah.  6,  an  VI).  Mehrere  ünifonnungen  halle  bereits  Eüler 
angegeben  (Acta  Peirop.  1179]^  der  überhaiipl  als  der  eigentliche  Schöpfer  der 
spbärischeD  TrjgoDonieLrie  bezeichael  werden  uiu^. 
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halber  gleich  mit  aufgeschrieben  haben,  die  vorhergehende  Abteilung 
der  zu  (1)  dualistischen  Formelgruppe  erfordert. 

Diese    zweite   Forraelgruppe    des   Cosioussatzes   kann    man   nun 
gewinnen,  wie  folgt. 

Man  hat,  wie  gesagt,  nach  der  ersten  Formel  (f): 

sin^  «2  -  sin^  ö;i  .  sin^  «i  ^:=  (cos  a^ .  cos  «3  —  cos  a^)  cos  a^ 

-{-  i  —  cos^  02  —  cos^  %  +  COS  ö,  .  cos  a^ .  cos  a^t  • 

Hieraus  folgt,   Dach  Miilüplicalion  der  linken    und  rechten  Seite   mit 

cos  Uli 

cos  a,  ,  sin^  öj  .  sin^  %  .  sin^  fe,  ;^  —  (cos  Oj  »  cos  %  —  cos  a^)  sin^  % 

-|-  (cos  fl,  -  cos  0^^  —  cos  a^)  (cos  a, .  cos  a^  —  cos  a^) , 

oder,  nach  erneutef  Benutzung  der  Formeln  (i)  : 

sin^  «1 


cos  a,  ,  sm  a^ .  sm  «u 


^  ^  cos  «4  -[-  cos  «2  .  cos  «3 ; 


und    diese  Formel   geht   mit  Hülfe   des  Sinussatzes   (3)    über  in    die 
erste  der  Formeln 

cos  €«1  ^^  cos  «2  •  <^ös  «t  —  sin  a^ .  sin  «^ .  cos  a^ , 

(6)  '  cos  «2  ^  cos  a., .  cos  «t  —  sin  a^ .  sin  «|  ,  cos  Oj , 

cos  «^  ^  cos  «I  -  cos  «2  —  sin  «i  .  sin  oj  .  cos  %  . 

Ungezwungener  ergeben  sich  diese  Formeln  natürlich  durcli  das 
Princip  der  Dualität,  oder  auch  aus  den  in  Bezug  auf  Seiten  und 
Winkel  synunetrisch  gebauten  DELAWBRE'schen  Formeln   (s.  §  3). 

Verbindet  man  die  Formeln   (5),   die   wir  jetzt   beide  benutzen 

dürfen,  mit  der  aus  (3)   folgenden  Relation 

P^  sin^  Qi  +  sin^  tu^  +  sia^  03 

JT^         sin^  a^  -j-  sin^  aj  +  sin 2  a.^"* 

so  enlsteht  ein  bemerkenswerlher  Ausdruck  für  das  Veihültniss  P^ :  IP^ 
dt'oi  wir  später  wieder  begegnen  werden: 


0) 


P^  1  —  cos  (ii  .  cos  a^  .  cos  (1^ 

n^  4  —  cos  «t  ,  cos  «2 .  csos  O3 


Aus  den  Formeln  des  Sinus-  und  des  Cosinussatzcs  ergeben  sich 
noch  einige  Formelgruppen,  die  für  die  Praxis  wenig  Bedeutung 
haben,  aber  vom  algebraischen  Standpunkt  aus  nicht  geringere  Beach- 
tung verdienen,  als  andere  Formeln  der  sphtirisclien  Trigonometrie. 
So  zuncichst  die  drei  Formeln  Cagnoli's,  die  durch  ihre  Symmetrie 
zwischen  Seiten  und  Winkeln  bemerkenswerth  sind; 
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sin  02  •  sin  a^  —  cos  aj .  cos  a^ .  cos  «j 
^  '  —  sin  «2 .  sin  «3  —  cos  «3 .  cos  «3 .  cos  üf    u,  s.  f. 

Man  gelangt  zu  diesen  Relationen  am  schnellsten,  wenn  man 
der  ersten  Gleichung  (1)  den  Factor  cos  «j  und  der  ersten  Gleichung 
(6)  den  Factor  cos  a,  hinzufügt,  das  Product  cos  a^ .  cos  «,  eliminirt, 
und  dann  den  Siüussatz  benutzt. 

Schreibt  man  ferner  die  dritte  der  Fcjrmeln  (1)  so: 
sin  02  (cos  03  sin  ö^  +  sin  «j  cos  ct^)  -|-  cos  ö^  {^^^  «2  cos  a^  —  cos  a,)  :=  0 , 
so  kommt   man,   bei  Anwendung  der   ersten   Formel  (1),    nach  Ab- 
scheiduiig  des  Factors  sin  a^,  zu  der  ersten  der  Formeln 

/^v     cos  «3 .  sin  ö,  -|-  cos  ö;,  .  sin  Oj  +  cos  aj .  cos  a,  .  sin  03  ==  0 
cos  03 .  sin  £1,  -(-  cos  «3  *  sin  «2  +  cos  aj .  cos  «2 .  sin  a^  =:  0, 

Solcher  Relationen  hat  man  im  Ganzen  sechs  verschiedene, 
wenn  raao  je  zwei,  die  durch  Vertauschung  von  sin  a^  und  sin  «»  in 
einander  übergehen,  als  gleichbedeutend  rechnet.  Da  bei  ihrer  Ab- 
leitung nur  die  Formeln  (1)  und  (3)  benutzt  sind,  so  kommt  man, 
auf  dem  umgekehrten  Wege,  auch  von  hier  aus  wieder  zu  den 
Formeln  (6). 

Alle  im  gegenwärtigen  Paragraphen  entwickelten  Formeln  gellen 
in  gleicher  Weise  für  eigentliche  wie  für  uneigentlielie  Dreiecke; 
denn  die  Functionen  Cosinus  und  Sinus  iindern  sich  nicht,  wenn 
man  das  Argument    um   ein   beliebiges  Vielfaches  von  2n  vermehrt. 

§2. 

Die  Delambre'schen  niii  L'Hiiiller*8chen  Formeln. 

Wir  knüpfen  jetzt  an  die  Formeln  (2)  des  §  1  an,  indem  wir 
aus  ihnen  die  Relationen  herleiten 


sm    TT  cos   TT 

«2     .      «3 

cos  ^  sm  j 

%         2 

1 /sin^  Ä2 

'    sin'*  «1 

Die  Werthe   der   beiden  Quadratwurzeln,   die  man   hier  auszu- 
ziehen hat,  sind  nicht  von  einander  unat>luingig.    Es  muss  vielmehr, 

wenn  die  erste  Wurzel  durch  *-  I^BJl.  erklärt  wird  U  =  +1),  die 

sm  ^> 
zweite  durch   f  -  -,    '^^   erklllrt  werden.     Bezeichnen  wir  nlimlich  die 
sm  % 
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zweite  Wurzel   mit  «  .  il^-i2.  (e  =  -f  i),  so  folgt 


sin  Ol 


sin  aj  .  sin  «;,    


€6 


Sin  8-2  *  sm  53 


,  oder^  wegen  der  Formeln  (2),  (5)  des  §  I  : 


sin^  öi .  sin  02  •  s*^  <*3  •  ^*^  *^2  •  sin  «3  :-:i  f«  .  P^, 
d.  h,,  es  ist  es    =  -|-  1.     Aus  der  Verbindung    der   beiden   so  ge- 
wonnenen Relalionen  gehen  nun  die  beiden  ersten  der  sogenannten 
GAüss'schen,  besser  DüLAMBRE'schen  Formeln  hervor*): 


(  ,    Ofj  +  ora 
sin    *  '     *• 


(1)  I. 


i 


cos 


sin 


«1 


=   + 


COS 


2 
aj  +  ofjj 


^h  —  ^3 
% 

cos  -^ 


sin 


02  —  Of;, 


Sin 


li2  -  «3 


Sin 


ßfi 


=   + 


00s 


02  +  % 


cos 


cos 


«1 


=  + 


»2  —  «3 
2 


Sin 


«1 
cos^ 


cos 


«1 


=  + 


SIE  -;;f 


Dabei  gehören   zunächst  in    der  oberen  Reihe   die   oberen  und 

die  unteren  Vorzeichen  zusammen;  ebenso  gehören  aber  in  der  ganzen 

Formelgruppe  I  die  oberen   und   die   unteren  Vorzeichen   zusaramen» 

Man  erkennt  dies,  indem  man  entweder  z.  B.  auch  die  Formeln  links 

auf  eine  ähnliche  Weise  herleitet,  wie  wir  soeben  die  beiden  oberen 

Formeln  gewonnen  haben  —  oder  auch,    von    den   oberen  Formeln 

ausgehend,  durcli   Benutzung  des  Sinussalzes: 

sin  «2  ±  sin  aj    sin  «2  ±  sin  üj 

sin  tti  sin  a^ 

iNeben  diese  Formeln  I  stellen  sich  noch  zwei   weitere,    mit  II 

und  111  zu  bezeichnende  Formelsysteme,  die  aus  jenen  durch  cyclische 

Vertauschung  der  Indices  1,  2,  3  hervorgehen.     In  jedem  einzelnen 

von  ihnen  gehören  die  oberen  und  die  unteren  Vorzeichen  zusammen^). 


i)  Diese  wichtige  Formelgnippe  isl  bekaoiUlich  uiigenilir  gleichzeitig  von 
DeLAMRRE   (1807),   MoLLWEinE  (1808)   und  Gauss   (1809)   verölfenl licht  worden. 

t)  Eioc  aridere  Herleiiung  der  Fomielu  I,  die  auf  Gauss  selbst  zurückgeführt 
wird,  findet  sich  bei  Baltzeb  (Elemenle  der  MalhematiL,  IL  5.  Aufl,  S.  419). 
Dort  fehlt  indessen  der  algebraische  Nncbweis  für  die  Zusammeogehörigkeit  der 
Vorzeichen  in  den  drei  Formelgruppen  1,  U,  IIL  Diese  Zusammengehörigkeit  wird 
nlimlich  aus  dem  Umstände  enschlossen,  dass  alle  Seiten  und  Winkel  der  hetracb- 
teten  Dreiecke  kleiner  als  tt  sind.  Eine  solche  Scblussweise  ist,  nach  dem  in 
der  Einleitung  Gesagten ^  nicht  befriedigend,  und  in  unserem  Zusammenhange^  wo 
jene  Voraysseizung  gar  nicht  zutrifl,   auch  nicht  genügend. 
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Uffi  zu  zeigen,  dass  auch  io  allen  drei  Foiiuelgruppen  I,  II,  III 
gleichzeitig  entweder  nur  die  oberen  oder  nur  die  un leren  Vorzeichen 
gewählt  werden  dürfen,  führen  wir  die  Entwickelyng  sogleich  noch 
einen  Schritt  weiter,   indem  wir   die  Ableitung   der  Simon-L'Huilier- 

sehen  Formeln  für  tg-^,  tg^  vorbereiten. 

Die  D£LiMRR£'schen  Formeln  verbinden  je  vier  Grössen  in  dieser 

a  —  b  c  +  d 


Weise:  ^  tz=  +4 

6  -^  d 


Schreibt  man  hierfür 


so    er- 


geben   sich,    wenn    in   den  Formeln  1  die   oberen  Vorzeichen  ange- 
nommen  werden,  die  Relationen 


(2) 


weoa  dagegen  die  unteren  Vorzeichen  gelten,  die  Relationen 


(«•)      J 


■808 


2 


% 


<«^| 


ffi 


«0 


^i^^ii  =  'gf  ctg^, 


i 


s 


"'  —  ...*a 


*3 


tg?tg$    =ctgjctg^- 


^  lg  g    Cig    g     —    tg  ^    ctg    ^    ,       -55  g     VQ    ^       —  ^-^O  g    -*ö    g 

Bildet  man  nun  die  entsprechenden  Formeln  II  und  III,  so  sieht 
man  sofort^  dass  die  Annahme  unzulUssig  ist,  es  könnten  in  einer 
der  Formelgruppen  (1}  I,  (1)  II,  (i)  111  die  oberen  und  in  einer 
anderen  die  unteren  Vorzeichen  gewählt  werden. 

Bei  einem  Dreieck,  dessen  Seiten  und  Winkel  zwischen  0  und  n 
liegen,  sind,  wie  leicht  zu  sehen,  nur  diu  oberen  Vorzeichen  zulässig. 
Andrerseits  wechseln  die  Vorzeichen  der  DELAMBR^schen  Formeln, 
^enn  man  eine  einzelne  Seite  oder  einen  einzelnen  Winkel  um  in 
vermehrt.  Hier  sclieidet  sich  also  die  Manniglaltigkeit  der  eigent- 
lichen von  der  der  uneigenllichen  Dreiecke: 

Bei  den  eigenUichen  Breiecken  gelten  in  den  Üelamhre'Hchen  Formeln 
die  oberen^  bd  den  uneigenüichen  die  unteren  Vorzeichen.  Die  Delambrü- 
schea  Formeln  untetscheiden  sich  hierin  von  den  alleren,  sogenannlen 

NBPBR'schen  Formeln  ftlr   ig  ^    ^^   u,  g.  f.  ^    Jie  man  durch  Division 

« 

aus  ihnen   ableiten    kann;    diese  gelten   ebenso    für   eigentliche   wie 
für  uneigentliche  Dreiecke* 

In  ähnlicher  Weise  kann  man  natürlich  alle  Irigonometrischeii 
Formeln  in  zwei  Classen  theilen:  In  solche,  die  für  Dreiecke  beider 
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Arien  gelten,  und  in  solche,  die  sich  nur  auf  eigentliche  Dreiecke 
beziehen.  (Die  uneigentlichen  Dreiecke  mögen  hier  bei  Seite  gelassen 
werden.)  Die  Formeln  der  ersten  Classe  haben  ihre  Worzel  im 
Cosinus-  und  Sinus-Satz,  die  der  zweiten  in  den  DELAMBßE'schen 
Gleichungen,  Von  diesen  Grundformeln  aus  vollzieht  sich  der  Ueber- 
gaug  zu  allen  anderen  Foiineln  derselben  Classe  durch  eindeutige 
Operationen,  und  ebenso  natürlich  auch  der  Uebergang  von  den 
Formeln  der  zweiten  Classe  zu  denen  der  ersten;  dagegen  erfordert 
der  Uebergang  von  der  ersten  zur  zweiten  Classe  die  Bestimmung 
des  Vorzeichens  einer  Quadratwurzel  (die  übrigens  selbst  eine 
rational  bekannte  Grösse  ist),  also  eine  Wahl  zwischen  zwei  Mög- 
h'chkeiten. 

Diese  Bemerkung  ist  wkhtifj  für  die  Auffassung  der  ganzen  sphäri- 
schen Trigonometrie, 

Es  ist  nämlicli  damit  einmal  der  liefere  Grund  für  die  grosse 
Bedeutung  der  DELAMBRESchen  Gleichungen  aufgedeckt;  sodann  ist 
gezeigt,  dass  ein  zweiter  Fortschritt  Uhnlicher  Art  wie  der,  der  vom 
Cosinus-  und  Sinus-Satz  zu  den  DEiAMBRE'sclien  Gleichungen  fuhrt, 
nicht  möglich  ist.  Es  Üegt  dies  daran,  dass  die  eigentlichen  Drei- 
ecke nicht  wieder  in  getrennte  Schaaren  zerfallen,  sondern  eine 
contiouirliche  Mannigfc^ltigkeit  bilden,  wie  wir  im  ersten  Abschnilt 
gesellen  haben.  Die  Entwickclung  der  sphärischen  Trigonomeirie  ist 
also  nach  gewisser  Richtung  hin  abgeschlossen,  — 

Wir  wenden  uns  jetzt  zur  Ableitung  der  L'HuiLiEn'schen  Formeln, 
die  ebenfalls  zur  zweiten  Classe  gehören ,  und  dasselbe  aussagen» 
wie  die  DELAMBRE'schen  Gleichungen.  Wir  beschrünken  uns  dabei 
auf  die  eigentlichen  Dreiecke. 


Setzen  wir  zur  Abkürzung 


(3) 


/Ztgf  =  M^  =  /7lgJ, 


so  folgt  aus  den  Formeln  (2) 

Man  kann  also  die  Wurzel  aus  A/^  so  erklären 


=  JIP       (i,  X  =  0,  1,  2,  3). 


(*) 


ts'i-^T=  *^       («'  =  0'  ''2,3). 
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M  ist  nach  (3)  durch  eine  Quadratwurzel  zu  bestimmen,  wenn 

entweder  nur   die  Grössen  tg^   oder  nur  die  Grössen  tg^  rational 

bekannt   sind.     Bei   Dreiecken,    deren   Seiten   und  Winkel  zwischen 
0  und  n  liegen,  hat  M  einen  positiven  Werth. 

Dies  sind  die  berühmten  Formeln  von  Simon  L'Huilier.  Die  in 
Bezug  auf  die  vier  Indices  0  ...  3  vollkommen  symmetrische  Gestalt, 
in  der  sie  sich  hier  dargeboten  haben,  ßndet  sich  übrigens  wohl 
noch  nicht  in  der  Literatur.      Sie   beruht  auf  dem  Umstände,   dass 

wir  für  die  Grösse  n  —  ^  —  ~  —  ^    ein    besonderes    Zeichen    Sq 

eingeführt    haben,    und    nicht,    wie    gebräuchlich,    für    die    Grösse 

Y  +  ?  +  ^;    eine    Neuerung,    die    sich    auch    sonst    vielfach   als 

zweckmässig  erweist. 

Die  Formeln  (4)  geben,  wenn  das  Dreieck  aus  seinen  Seiten 
bestimmt  werden  soll,  die  Winkel  und  den  sphärischen  Excess  durch 
vier  verschiedene  Rechnungen.  Sie  bieten  also  eine  Controle  und 
die  Möglichkeit  einer  Ausgleichung. 

§3. 

Folgerungen  ans  den  L'Hnilier'schen  Formeln^). 

Die  letzten  Formeln  des  §  2  zusammen  mit  den  goniometrischen 
Identitäten 


(1)    :  3  (»+«) 

enthalten  einen  sehr  einfachen  Ausdruck  der  Abhängigkeit  zwischen 
den  Seiten  und  Winkeln  eines  eigentlichen  sphärischen  Dreiecks.  Sie 
fordern  dazu  heraus,  Seiten  und  Winkel  durch  ein  und  dasselbe 
System  von  vier  Grössen  auszudrücken,  zwischen  denen  noch  eine 
Gleichung  besteht. 


4)  Diesen  Paragraphen  kann  man  überschlagen,  ohne  das  Yerständniss  des 
Folgenden  zu  beeinträchtigen.  Doch  wird  er  gerade  für  einen  mit  der  Gruppen- 
Uieorie  nicht  vertrauten  Leser  zur  Einführung  besonders  geeignet  sein. 
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(3) 


Setzeü  wir  nämlich,  mit  C  eine  Grösse  bezeichDeod,  über  die 
wir  noch  in  geeigneter  Weise  verfügen  wollen, 

so  werden  die  Gleichungen  (2),  (3),  (4)  des  §  2  erfüllt,  wenn  wir 
die  Grössen  v^,  w^  durch  ein  System  von  vier  Grössen  ti^  .  .  .  Mj  in 
folgender  Weise  ausdrücken: 

2  t^o   =    Wo  +  «1  +  «2  +  %  >     2  w^ü   —   «0  —  tt,  —  «2  —  «3, 
2i;i  =  u^  4-  Ui  —  tfi  —  «3 ,    2!t'i  =^  «ü  —  Wi  +  «fi  +  Ws» 

2  1^2    =    ««    —  Wl   +   «2  —   «ii       2  ^2    =    tl^,  +   li,    —    %  +  tl;<, 

2%  =  %  —  Wi  —  «2  +  «j .     2^3  =  Wo  +  «1  +  «2  —  «1* 
Die  Grössen  «^  haben  wir  noch  den  einer  einzigen  Bedingungs- 
gleichung äquivalenten   Relationen    (1)    anzupassen.      Diese   erhalten 
eine  besonders  elegante  und  symmetrische  Gestalt,  wenn  wir 
(4)  C  =  i  ^  V^"1 

nehmen:  Die  Relationen   (1)  fuhren  dann  zu  der  Bedingung 

(8)  ^,  {c"'  +  e-"'  }  =  2^«  cos  tu,  =  0. 

Hieran  knüpft  sicli  eine  bemerkensvverthe  Folgerung. 
Die  Gleichung  (5)  ändert  nämlich  ihre  Form  nicht 
\)  wenn    man   eine    beliebige   der  Grössen   «,    um   ein  gerades 
Vielfaches  von  in  vermehrt, 

2)  wenn  man  alle  Grössen  «^  gleichzeitig  um  je  ein  ungerades 
Vielfaches  von  in  vermehrt, 

3)  wenn  man  irgend   eine   der  Grössen  n^  durch  —  m^  ei-setzl, 

4)  wenn  man  die  Grössen  u^  beliebig  vertauscht. 

In  ihrer  Gesammtheit  erzeugen  diese  Aenderungen  eine  unend- 
liche Gruppe  r  von  linearen  Substitutionen  der  Grössen  u^.  Jede 
solche   Substitution    iührt,    allgemein   zu   reden,    zu    einer   gewissen 

Aenderung   der    Grössen    tg  *,    tgJ*;    es   entsteht  daher  die  Frage, 

in  welcher  Beziehung  die  zu  den  beiderlei  Grossensyslemen  gehörigen 
sphärischen  Dreiecke  zu  einander  stehen? 

um   dies  zu   entscheiden,    bemerken   wir,    dags   die  Gruppe 
eine  invariante  Untergruppe  (S.  107)   K  enthält,  hestehend  aus  allen 

den  Subslilutionen  von  7^,    die  die   Grössen    Ig^t    tg^    überhaupt 


I 


J 


«} 
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nicht   ändern.     Es   sind   das   erstens    die  Aenderuogen  der   Grössen 

u^  um  beliebige  Vielfache  von  Hu,  zweitens  die  gleichzeitige  Aende- 
ruQg  zweier  der  Grössen  u^  um  dasselbe  (ungerade)  Vielfache  von  2*;?. 

Wir  ordnen  jetzt  alle  diese  Sabslilutionen  der  identischen  Sub- 
stitution zu*  Dann  reducirt  sich  die  Gruppe  r  auf  eine  endliche 
Gruppe,  die  wir  nunmehr  oüher  zu  untersuchen  haben  (vgl.  S.  4  08, 
Anmerk.). 

Zunächst  bemerken  wir,  dass  die  unter  3)  genannten  Substitu- 
tionen eine  Untergruppe  von  sechszehn,  die  unter  4)  genannten 
Substitutionen  eine  Untergruppe  von  vierundzwanzig,  und  die  unier 
i)  und  2)  genannten  Substitutionen  eine  Untergruppe  von  vier 
wesentlich  verschiedenen  Substitutionen  bilden,  und  dass  aus  der 
Zusammensetzung  dieser  dreierlei  Gruppen  die  besprochene  endliche 
Gruppe  entsteht.  In  der  That  sind  jetzt  von  den  Aenderungen  um 
Vielfache  von  in  wesentlich,  d.  h.  mod,  K,  von  der  identischen 
Substitution  und  von  einander  verschieden   nur  noch  die  folgenden: 


u^^  ^  «ü  -f  2  in ,    M^'   =  u^ , 

W  =  «0  +  i^y       «x'  =  ^^x  +  '^  5 

W  —  "u  —  i^,       K  —   K  +  i^  j 


=   1,2,3), 


die  mit  der  lilentität  zusammen  (mod.  K)  eine  Gruppe  /^  bilden. 
Unsere  Gruppe  umfasst  also  4.  16.24  =  1536  Substitutionen;  sie 
mag  daher  mit  P^^^f^^  bezeichnet  werden. 

Jetzt  sind  wir  im  Stande,  die  vorhin  aufgeworfene  Frage  auf 
eine  einfache  Weise  zu  beantworten,  indem  wir  gleichzeitig  unsere 
nunmehrigen  Betrachtungen  in  Zusammenhang  bringen  mit  der  im 
L  Abscimitt  durchgeführten  Untersuchung: 

Vnterwirfi  man  die  Hrö^iieu  tg^,  Ig-^  einmal  den  SubslidHionen 

dir  Gruppe  /V^^«,  dann  den  Suhiiiuiionefi  der  in  §  7  des  ersten  Ab- 
schmUea  dejinirien  Gruppe  tSi^w,  -vo  sind  die  Aenderungen  der  fjenannlai 
Grössen^  bei  geeigneter  Zuordnung  der  Subsliluiionen  beider  Gruppen^ 
in  beiden  Fällen  dieselben.  Die  Gruppen  /',^:i,i  und  i^)if,Mi  "fiful  also 
hohedrisch  isomorph^).  Die  Amvendung  der  SubsMutttinen  von  F  auf 
die  Parameler  u^  führl  daher    zu  alten  eigentliehen  Dreiecken ,    die  %tt 


I)  Die  Gruppen  (S  und  F  selbst  sind  danai-li  in  der  Weise  isomorph  auf 
otnanJer  bezogen  ^  düss  jeder  SyhsUluliori  der  einen  Gruppe  mehrere  (oäinhch 
Uliendlich   viek^)  Snbsliltilioneii  der  änderen  Gruppe  enlsprechen. 
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Setzen  wir  otliiilich,  mit  C  eine  Grösse  bezeichoend,   Über   die 
wir  noch  io  geeigaeter  Weise  verfiigeo  wollen. 


m 


(2)  tg^  =  C.e'%   tg^«  =  C.e-^    {h  =  0,  1,  2,  3)  , 

so  werden  die  Gleichungen  (2),  (3),   (4)  des  §  2  erfüllt,  wenn 
die  Grössen  r^,  w^  durch  ein  System  von  vier  Grössen  Uq  ,  ,  ,  u- 
folgender  Weise  ausdrucken : 

2Vi  =  tlo  +  «t  —  U2  —  W3, 
2  Vj  =  tl,,  —  11t  +  «5  —  W3  , 
2%     =    «0   —    «1    —    «2   +   ffl. 

Die  Grössen  u^  haben  wir  noch  den  einer  einzigen  Bedingyngs- 
gleichung  äquivalenten  Relationen  (1)  anzupassen.  Diese  erhalten 
eine  besonders  elegante  und  symmetrische  Gestalt,  wenn  wir 

(4)  c  =  i  =  v:^\ 

nehmen:  Die  Relationen   (I)  fuhren  dann  zu  der  Bedingung 


(3) 


2  ivq  =  «ö  —  Wi  —  W2  —  W31 

2ll^  =  «0  —  Ml  +  %  +  tf,il 

2  W2  =  «0  +  tij  —  U2-\-  %, 

2m,  =  ttft  +  tii  -(-  Ml  —  «3. 


(8) 


^K  {e^*^  +  e""'^ }   ~  2^K  cos  ttt,  —  0. 


Uieian  knüpft  sich  eine  bemerkenswerthe  Folgerung. 
Die  Gleichung  (5)   ändert  nämlich  ihre  Form  nicht 

1)  wenn  man  eine  beliebige  der  Grössen  u^  um  ein  gerades 
Vielfaches  von  in  vermehrt,  ■ 

2)  wenn  man  alle  Grössen  u^  gleichzeitig  um  je  ein  ungerades 
Vielfaches  von  tu  vermehrt, 

3)  wenn  man  irgend   eine   der  Grössen  ti^  durch  —  u^  ersetzt, 

4)  wenn  man  die  Grössen  u^  beliebig  vertauscht. 

In  ihrer  Gesamratheit  erzeugen  diese  Aenderungen  eine  unend- 
liche Gruppe  r  von  linearen  Substitutionen  der  Grössen  u^.  Jede 
solche   Substitution    führt,    allgemein    zu   reden,    zu    einer   gewissen 

Aenderung   der   Grössen    ig  ^  ^    l^^*;    ^^   entsteht  daher   die  Frage, 

in  welcher  Beziehung  die  zu  den  beiderlei  Grössensystemen  gehörigen 
sphärischen  Dreiecke  zu  einander  stehen? 

Um  dies  zu  entscheiden,  bemerken  wir,  dass  die  Gruppe  F 
eine  invariante  Untergruppe  (S.  107)   K  enthält,  bestehend  aus  allen 

den  Substitutionen  von  /^,    die  die   Grössen    tg^,    tg^   überhaupt 


«] 
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nicht  ändern.  Es  sind  das  erstens  die  Aendernngen  der  Grössen 
«^  um  beliebige  Vielfache  von  ütt,  zweitens  die  gleichzeitige  Aende- 
ruDg  zweier  der  Grössen  u^  um  dasselbe  (ungerade)  Vielfache  von  2 in:. 

Wir  ordnen  jetzt  alle  diese  Substitutionen  der  identischen  Sub- 
stitatioo  2U*  Dann  redueirt  sich  die  Gruppe  F  auf  eine  endliche 
Gruppe,  die  wir  nunmehr  näher  zu  untersuchen  haben  (vgl.  S.  108, 
Anmerk.). 

Zunächst  bemerken  wir,  dass  die  unter  3)  genannten  Substitu- 
tionen eine  üütergruppe  von  sechszelm,  die  unter  4)  genannten 
Substitutionen  eine  Untergruppe  von  vierundzwanzig,  und  die  unter 
\)  und  2)  genannten  Substitutionen  eine  Untergruppe  von  vier 
wesentlich  verschiedenen  Substitutionen  bilden,  und  dass  aus  der 
Zusamniensetzung  dieser  dreierlei  Gruppen  die  besprochene  endliche 
Gruppe  entsteht.  In  der  That  sind  jetzt  von  den  Aenderungen  um 
Vielfache  von  in  wesentlich,  d.  h.  mod.  K,  von  der  identischen 
Substitution  und  von  einander  verschieden  nur  noch  die  folgenden: 
W  ■  =  %  +  2  in ,  u^  =  u^ , 
<  =  «0  +  *7r,       uj  —  «^  4-  iiT ,      (x  =   i,  2,  3), 

Ufi'    =:    lly  fjr,  ti^'     —    U^  -\-  ITT  , 

die  mit  der  Identität  zusammen  (mod.  K)  eine  Gruppe  //|  bilden. 
Unsere  Gruppe  umfasst  also  i  .  Iti  .  24  =^  i536  Substitutionen;  sie 
mag  daher  mit  F^^q  bezeichnet  werden. 

Jetzt  sind  wir  im  Stande,  die  vorhin  aufgeworfene  Frage  auf 
eine  einfache  Weise  zu  beantworten,  indem  wir  gleichzeitig  unsere 
nunmehrigen  Betraclitungen  in  Zusaramenbang  bringen  mit  der  im 
L  Abschnitt  durchgeführten  Untersuchung: 

Unterwirft  man   die  Grössen  tg^,   tg-^  einmal  den  Substilniionen 

der  Gruppe  jrtr>:i6^  '^öwi'  '^t*'*  Snbsiilutionen  der  in  §  7  des  ersten  Ah- 
Schnittes  definirien  Gruppe  i^x^m^  ^^  siwd  die  Aendenintjen  der  (jenannicu 
Grössen^  bei  (jeeifjneler  Xuordnunfj  der  Subsiiiuiionen  beider  Gruppen^ 
in  beiden  Fällen  dieselben.  Die  Gruppen  /^,r,;vi.  und  ©j^t,;  sind  also 
holoedrisch  immorph^).  Die  Anwendung  der  Subsiiiuiionen  vmi  F  auf 
die  Parameter  u^  fuhrt  daher    zu  allen  eigentlichen  Dreiecken^    die   zu 


I)  Die  Gnjppen  M  und  V  selbst  sind  itnmich  In  der  Weise  isoniorpli  auf 
einander  bezogen,  dass  jeder  Snbsliluliüii  cJer  einen  Grnppe  njcdiriTe  [niindicli 
ttnendiicti   vlale)  Subslittitionen   der  anderen   Grnppe  enlspreetien, 

Abii»fidU  d.  K.  B.  ae««lliiGb.  d.  Wiaseiiüi  b.  XXXTU,  |  Q 


ras 
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(3) 


Setzen  wir  oämlich,  mit  C  eine  Grösse  be^eichaeod,  über  die 
wir  noch  in  geeigneter  Weise  verfügen  wollen, 

(2)  tg^  =  C  .  e'-  ,   ts|^  =C.e^^    {k  =  0,  1,  2,  3)  , 

so  werden  die  Gleichungen  (2),  (3),   (i)  des  §  2  erfüllt,  wenn 
die  Grössen  t'^,  w^  durch  ein  System  von  vier  Grössen  u^  .  .  ,  u^  in 
folgender  Weise  ausdrücken: 

2i;i  =  u^  -\-  u^  —  ih  —  W3 ,  2ti^,  =  «(j  —  «1  +  W2  +  w», 
2 1;^  =  «0  —  t^i  +  «2  —  «ä ,  2  %  =  «p  +  t^i  —  «^  +  U3, 
2v3  =  «0  —  Uj  —  «2  +  tf^ ,    2ff-t  =  «0  +  11,  +  u,  —  tf». 

Die  Grössen  m^  haben  wir  noch  den  einer  einzigen  Bedingungs- 
gleichung äquivalenten  Relationen  (1)  anzupassen.  Diese  erhalten 
eine  besonders  elegante  und  symmetrisciie  Gestalt,  wenn  wir 

(4)  C  =  i  =  r^\ 
nehmen:  Die  Relationen   (1)  fuliren  dann  zu  der  Bedingung 

(5)  2^.  [e"'  -j-  e~"  ]  =  %^u  cos  t«,  =  0. 

Hieian  knüpft  sich  eine  benierkenswerthe  Folgerung. 
Die  Gleichung  (5)  ändert  nämlicli  ihre  Form  nicht 
1}   wenn   man   eine    beliebige   der   Grössen  u^   um   ein  gerades 
Vielfaches  von  in  vermehrt, 

2)  wenn  man  alle  Grössen  u^  gleichzeitig  um  je  ein  ungerades 
Vielfaches  von  in  vermehrt, 

3)  wenn  man  irgend   eine   der  Grössen  n^  durch  —  u^  ersetzt, 

4)  wenn  man  die  Grössen  u^  beliebig  vertauscht. 

In  ihrer  Gesammtlicit  erzeugen  diese  Aenderungen  eine  unend 
liehe  Gruppe   F  von   linearen   Substitutionen   der  Grössen  u,.     Jede 
solche   Substitution    führt,    allgemein   zu   reden,    zu    einer   gewissen 

Aenderung   der   Grössen    tgi*,    %a*t   ^s  entsteht  daher   die  Frage, 

in  welcher  Beziehung  die  zu  den  beiderlei  Grössensystemen  gehyrigen 
sphürischen  Dreiecke  zu  einander  stehen? 

Um   dies   zu  entscheiden,    bemerken   wir,    dass   die  Gruppe 
eine  invariante  Untergruppe  (S.  107)   K  enthält,  bestehend  aus  allen 

den  Substitulionen  von  /\    die  die   Grössen    Lg^,    tg^   überhaupt 


i 
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nicht  andern.  Es  sind  das  erstens  die  Aenderungen  der  Grössen 
M,  um  beliebige  Vielfache  von  im,  zweitens  die  gleichzeitige  Aende- 
rung  zweier  der  Grössen  u^  um  dasselbe  (Lingerade)  Vielfache  von  2i;t. 

Wir  ordnen  jetzt  alle  diese  Stibslilutionen  der  identischen  Sub- 
sLitulioo  zu.  Dann  reducirt  sich  die  Gruppe  /'  auf  eine  endliche 
Cruppe,  die  wir  nunmehr  näher  zu  untersuchen  haben  (vgl.  S,  i  08, 
Anmerk.). 

Zunächst  bemerken  wir,  dass  die  unter  3)  genannten  Substitu- 
tionen eine  Untergruppe  von  sechszehn,  die  unter  4)  genannten 
Substitutionen  eine  Untergruppe  von  vierundzwanzig,  und  die  unter 
1)  und  %)  genannten  Substitutionen  eine  Untergruppe  von  vier 
wesentlich  verschiedenen  Substitutionen  bilden,  und  dass  aus  der 
Zusammensetzung  dieser  dreierlei  Gruppen  die  besprochene  endliche 
Gruppe  entsteht.  In  der  That  sind  jetzt  von  den  Aenderungen  um 
Vielfache  von  in  wesentbch,  d.  h,  mod.  K,  von  der  identischen 
Substitution  und  von  einander  verschieden  nur  noch  die  folgenden: 
«ü'  =  Wa  +  2ijr,  uj  =  u^  , 
«(/  =  «u  +  *^*       «V  =  «IT  +  *^  »      (*<  =   <»  2,  3), 

«n     =    «c.  —  in,         «;    —    fi^  +  ITT  , 

die  mit  der  blentitat  zusammen  (mod.  K)  eine  Gruppe  //t  bilden. 
Cnsere  Gruppe  umfassl  also  i.  IG.  24  ^=  lo36  Substitutinnen;  sie 
mag  daher  mit  Fi^^^  bezeichnet  werden. 

Jetzt  sind  wir  im  Stande,  die  vorhin  aufgeworfene  Frage  auf 
eine  einfache  Weise  zu  beantworten,  indem  wir  gleichzeilig  unsere 
nunmehrigen  BetraclUungeii  in  Zusammenhang  bringen  mit  der  im 
I.  Abschnitt  durchgeführten  Untersuchung: 

Unterwirft  man  die  Urössen  tg^,  Ig^  einmal  den  Subi^liltiiionen 

Grttppe  /^is;t6  5  dann  den  Subsliiutionen  der  in  §  7  des  eräen  Ah- 
nchnities  defimrlen  Uruppe  t^,5:,n  ^  so  sind  die  Aenderungen  der  fjenannien 
Grössen,  bei  geeigneier  Zuordnumj  der  Snbsiituiionen  beider  Gruppen^ 
in  beiden  Fällen  dieselben.  Die  Gruppen  /V,«.  <^'**'  ^mm  ^^'"^  ö'^ö 
holoedrisch  isomorph^),  fHe  Ameendnng  der  Siibsliiuiionen  von  /'  auf 
die  Parameter  u^  führt  daher   zu  allen  eigentlivhen  Dreiecken  .^    die   zu 


()  Die  Gruppen  ®  und  F  solhsl  siml  flnnnrli  in  der  Weise  ii?omorph  auf 
eiaandor  bezogen,  diiss  jeder  SidtsliüitioTj  der  einen  Grii(t|ie  »iLdirere  (miiidich 
ttoeadlich   viele)  Subslilnliotien   der  anderen  Gruppe  enisprecbeu, 

IbiitttiüK  d.  K,  a  0<iRi»ni)fih.  d.  WtBB^ntcli,  XXXOL  i  0 


in 
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Setzen  wir  nämlich,  mit  C  eine  Grösse  bezeichnend,   über   die 
wir  noch  in  geeigneter  Weise  verfügen  wollen, 


(8) 


tg^^Ce'-,   tg^^  =C.e*^^    (k=0,  1,2,  3), 


so  werden  die  Gleichungen  (2),  (3),   (4)  des  §  2  erfüllt,  wenn 
die  Grössen  v^,  w^  durch  ein  System  von  vier  Grössen  Mo     *  -  ^4  '^ 


folgender  Weise  ausdrücken: 


(3) 


2^0  =  «0  +  «^l  +  **!!  +  «3  ,  2Wq  =  Uo  —   Wi   —  «^  —    f*:,, 

2  Vi  =  M,,  +  «t  —  1*2  —  W3  ,  2fl?i  =  «0  —  «i  +  t/2  +  «:*. 

2  Vj  =  «'ü  —  ^1  +  *'2  —  «a  .  2  W2  =  «u  +  W|  —  «2  +  ^sy 

2t»3  =  «0  —  «1  —  «2  -]-  If,  ,  2%  =  «0  +  «1  -\-  th  —  ^^^ 

Die  Grössen  u^  haben  wir  noch  den  einer  einzigen  Bedingiings- 
gleichung  äquivalenten  Kelationen  (1)  anzupassen.  Diese  erhallen 
eine  besonders  elegante  und  symmetrische  Geslaltj  wenn  wir 

(4)  c  =  i  =  /:ri 

nehmen:  Die  Relationen   (1)  führen  dann  zu  der  Bedingung 

(5)  ^x  {a**-  +  f-^- }  —  2^*  cos  tu,  =  0. 

Hieran  knüpft  sicli  eine  bemerkenswertlie  Folgerung. 
Die  Gleichung  (5)  ändert  nämlich  ihre  Form  nicht 

1)  wenn  man  eine  beliebige  der  Grössen  u^  um  ein  geradem 
Vielfaches  von  in  vermehrt, 

2)  wenn  man  alle  Grössen  u^  gleichzeitig  ura  je  ein  ungerades 
Vielfaches  von  in  vermehrt, 

3)  wenn  raan  irgend   eine   der  Grössen  «^  durch  — ti^  ersetzt, 

4)  wenn  man  die  Grössen  «^  beliebig  vertauscht. 

In  ihrer  Gesammtheit  erzeugen  diese  Aendeiungen  eine  unend- 
liche Gruppe  /'  von  linearen  Substitutionen  der  Grössen  u^.  Jede 
solche  Substitution    iührl,    allgemein   zu    reden,    zu   einer  gewissen 

Aenderung   der    Grössen    tg^j^,    *^^*^'    ^^  entsteht   daher   die  Frage^  ( 

in  welcher  Beziehung  die  zu  den  beiderlei  Grössensystemeo  gehörigen 
sphärischen  Dreiecke  zu  einander  stehen? 

Um  dies  zu  entscheiden,  bemerken  wir,  dass  die  Gruppe  P 
eine  invariante  Untergruppe  (S.  107)   K  enthält,  bestehend  aus  allen 

den  Substitutionen  von  /\    die  die   Grössen    tg^^    tg^   überhaupt 


I 
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nichi  ändern.  Es  sind  das  erstens  die  Aenderungen  der  Grössen 
Wy  um  beliebige  Vielfache  von  4i7r,  zweitens  die  gleichzeitige  Aende- 
rung  zweier  der  Grössen  u^  um  dasselbe  (ungerade)  Vielfache  von  2/n:. 

Wir  ordnen  jetzt  alle  diese  Substilutionen  der  identischen  Sub- 
stitution zu.  Dann  reducirt  sich  die  Gruppe  F  auf  eine  endliche 
Gruppe,  die  wir  nunmehr  ntiher  zu  untersuchen  haben  (vgL  S.  108, 
Anmerk.). 

Zunächst  bemerken  wir,  dass  die  unter  3)  genannten  Substitu- 
tionen eine  Untergruppe  von  sechszehn,  die  unter  4)  genannten 
Substitutionen  eine  Untergruppe  von  vierundzwanzig,  und  die  unter 
I)  und  2)  genannten  Substitutionen  eine  Untergruppe  von  vier 
wesenlHch  verschiedenen  Substitutionen  bilden,  und  dass  aus  der 
Zusammensetzung  dieser  dreierlei  Gruppen  die  besprochene  endliche 
Gruppe  entsteht.  In  der  That  sind  jetzt  von  den  Aenderungen  um 
Vielfache  von  in  wesentlich,  d.  h.  mod.  K,  von  der  identischen 
Substitution  und  von  einander  verschieden  nui'  noch  die  folgenden: 
U^   =  t*o  +  iin,     u^   =   u^, 

<  =   «0  +  i^^       <  =  «if  +  i^  ^      (>t  —   1,  2,  3), 
««'   =   «0  —  ITT,       «/   =   «^  -j-  in  , 
die    ruit   der  hlentität  zusammen    (mod.  Kj     eine   Gruppe   //|  bilden. 
tnsere  Gruppe  umfasst   also    4.  H>  .  24  =r  1536  Substitutionen;    sie 
mag  daher  mit  1\^.^q  bezeichnet  werden. 

Jetzt  sind  wir  im  Stande,  die  vorhin  aufgeworfeno  Frage  auf 
eine  einfache  Weise  zu  beantworten,  indem  wir  gleichzeitig  unsere 
nunmehrigen  Betrachtungen  in  Zusammenhang  bringen  mit  der  im 
I.  Abschnitt  durchgeführten  Untersuchung: 

Unterwirft  mmi  die  Grössen  tg^,   tg^  einmal  den  SnbsliUtdonen 

der  Gmppe  F^-,:^^  dann  den  Substilutionen  der  in  §  7  des  ersten  Ab- 
uhniites  definirten  Gruppe  ti5|5;i,;,  so  sind  die  Aenderungen  der  yenamtieii 
Grossen^  bei  geeigneter  Zuordnung  der  Suhslitutiönen  beider  Gruppen, 
in  beiden  FdUen  dieselben.  IHc  Gruppen  I\,u,  tind  @(f,:i,i  sind  also 
holoedrisch  isomorph  ^),  Die  Anwendung  der  Substitutionen  von  /'  auf 
die  Parameter  u^  fuhrt  daher    zu  allen  eigentlichen  Dreiecken  ^    die   zu 


i)  Die  Gruppen  $S  und  F  seJbst  sind  d.iiiacb  in  der  Weise  isomorph  auf 
einander  bezogen  ^  das.s  jinler  SiibMilutioti  der  einen  Gnippe  mehrere  (uüridich 
tiiictidlicti   viele)   Siibstitulionen  der  anderen   Gruppe  enlsprerheu. 
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Setzen  wir  oämlich,  mit  C  eine  Grösse  bezeichnend,  Über  die 
wir  noch  in  geeigneter  Weise  verfügen  wollen, 

(2)  tg|  =  C.e^^,   ts|^  =  C.e^^    [h  =  0,  1,  2,  3)  , 

so  werden  die  Gleicbongen   (2),  (3),   (4)  des  §  2  erfüllt,  wenn 
die  Grössen  i;^,  w^  durch  ein  System  von  vier  Grössen  Uq  .  ,  ,  u^  in 


folgender  Weise  ausdrücken: 


(3) 


2 11*0  =  «0  —  Wj    —   «2  —    «3t 

gfl^j  =  «0  —  «i  +  «2  +  "aT 

2W2  =  «U  +  Wl  —    «2  +  «*3i 

2tl^3  =  «0   +  «l   +   %  —   ^^• 


2  t^O     =     «ü   +   «i   +   %  +   %  » 

2vi  =  Uo  +  **i  —  *^  —  % ' 

2  t?2    =    tlo  —  Ui   +  «2  —   «3  , 

2t>s  =  Ho  —  «1  —  «2  +  ti,, 

Die  Grössen  m,,  haben  wir  noch  den  einer  einzigen  Bedinguogs- 
gleichung  äquivalenten   Relationen    (i)    anzupassen.      Diese   erhalten) 
eine  besonders  elegante  und  symmetrische  Gestalt,  wenn  wir 
(4)  C  =  i  =  V-^ 

nehmen:  Die  Relationen   (1)  fuhren  dann  zu  der  Bedingung 


(») 


2'- 


|e«.  ^  Q'^n  }   —  %^^  cos  %u^ 


—   0. 


Hieran  knüpft  sich  eine  bemerkenswerthe  Folgerung. 
Die  Gleichung  (5)   ändert  nUinlich  ihre  Form  nicht 
i)   wenn   man   eine    beliebige    der   Grössen   u^   um   ein  qtTade^\ 
Vielfaches  von  in  vermehrt, 

2)  wenn  man  alle  Grossen  u^  gleichzeitig  um  je  ein  ungerades 
Vielfaches  von  in  vermehrt,  M 

3)  wenn  man  irgend   eine   der  Grössen  u^  durch  —  u^  ersetzt, 

4)  wenn  man  die  Grössen  u^  beliebig  veiiauscht. 

In  ihrer  Gesammtheit  erzeugen  diese  Aendeiungen  eine  unend- 
liche Gruppe  r  von  linearen  Substitutionen  der  Grössen  u^.  Jede 
solche  Substitution    führl,    allgemein    zu   reden,    zu   einer   gewissen 

X  ff 

Aenderung   der   Grössen    tg^,    tg^*;   es  entsieht   daher   die  Frage, 

in  welcher  Beziehung  die  zu  den  beiderlei  Grüssensystemen  gehörigen 
sphärischen  Dreiecke  zu  einander  stehen? 

Um    dies   zu   entscheiden,    bemerken   wir.    dass   die  Gruppe 
eine  invariante  Untergruppe  (S.  107)   K  enthält,  bestehend  aus  allen 

den  Substitutiünen  von   Fy    die  die   Grössen    tg^,    tg^    überliaupt 


:i 
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nicht  Hndcrn.  Es  sind  das  erstens  die  Aenderungen  der  Grössen 
u^  um  beliebige  Vielfache  von  4 irr,  zweilens  die  gleichzeitige  Aende- 
rung  zweier  der  Grössen  u^  um  dasselbe  (ungerade)  Vielfache  von  2/;t. 

Wir  ordnen  jetzt  alle  diese  Subslitulionen  der  identischen  Sub- 
stiluüon  zu*  Dann  reducirt  sich  die  Gruppe  /'  auf  eine  endliche 
Gruppe,  die  wir  nunmehr  nüher  zu  unLerstichen  haben  (vgl  S*  <08, 
Anmerk.). 

Zunächst  bemerken  wir,  dass  die  nnter  3)  genannten  Substitu- 
tionen eine  Untergruppe  von  sechszehn,  die  unter  i)  genannten 
Substitutionen  eine  Untergruppe  von  vierundzwanzig,  und  die  unter 
1)  und  ^)  genannton  Substitutionen  eine  Untergruppe  von  vier 
wesentlich  verschiedenen  Substitutionen  bilden,  und  dass  aus  der 
Zusammensetzung  dieser  dreierlei  Gruppen  die  besprochene  endliche 
Gruppe  entsteht.  In  der  That  sind  jetzt  von  den  Aenderungen  um 
Vielfache  von  itt  wesenthch,  d.  h.  mod,  K,  von  der  identischen 
Substitution  und  von  einander  verschieden  nur  noch  die  folgenden: 
<■=  «(,  -f  tin,     uj   =  u,, 

<  =  «0  +  *^'       «X    ==  «X  +  i^  t      (k  =   1,  2,  3), 

<  —    "u  —  i^,  <    =    U^  4-  tTF  , 

die  mit  der  Identität  zusammen  (mod,  K)  eine  Gruppe  //^  bilden. 
Unsere  Gruppe  umfasst  also  4,  16.24  ^=  1536  Substitutionen;  sie 
mag  daher  mit  /'ij-ae  bezeichnet  werden. 

Jetzt  sind  wir  im  Stande,  die  vorhin  aufgeworfene  Frage  auf 
eine  einlache  Weise  zu  beantworten,  indem  wir  gleichzeitig  unsere 
nunmehrigen  Betraclitungen  in  Zusammenhang  bringen  mit  der  im 
L  Abschnitt  durchgeführten  Untersuchung: 

Unterwirft  man   die  (irössen  tg--,  tg^  einmal  den  SubslUittumen 

der  Gruppe  /"k^^m  *^<^''"  '^<'''  Substituiumen  der  in  §  7  des  ersien  Ab- 
»chniites  defmirien  Gruppe  &i^m^  ^^  *'*''<^  ^''^  Aenderungen  der  genannten 
Grössen^  bei  geeigneter  Zuordnung  der  Subslitutionen  beider  Gruppen^ 
in  beiden  Fällen  diemdben.  Die  Gruppen  F,..^ji  und  (Ö,r,^v(i  ^"'^  ^^o 
kohedrisch  isomorph^),  Die  Anwendung  der  Substiiniionen  von  F  nuf 
die  Parameter  u^  führt  daher    zu  ullen  eigentlii'hen  Dreieekefiy    die   zu 


l)  Die  Gruppen  W  und  F  selhsi  sind  danncli  in  der  W^eise  isomorpli  auf 
ehiiimier  bezogen,  dass  jtnler  SutisliJuUan  der  tMuen  Gruppe  mehrere  (nlimlicli 
lihendlicb   viele)  SubsliUitiuuen   der  anderen   Gruppe  entsprechen. 

AbhftDdL  d.  K.  £).  a«(ien(i«1i.  d,  WiBveuseli.  XXXIfl,  4  0 
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(3) 


Stt'j    =    «0  —  «1  +  «2  +  *^3i 
2  f(^2    =    W«  +  «1    —   «*2  +  %» 

2fi?3  =  Uo  +  t*t  +  «2  —  %. 


Setzen  wir  Dämlich,  mit  C  eine  Grösse  bezeichnend,  über  die 
wir  noch  in  geeigneter  Weise  verfügen  wollen, 

(2)  tg^  =  6\e'-,   tg|*  =  6\.'^-    (k=0,  1,2,  3), 

so  werden  die  Gleichungen  (2),  (3),   (4)  des  §  2  erfüllt,  wenn 
die  Grössen  t^^,  «v  diircli  ein  System  von  vier  Grössen  u^  .  .  .  u^  in 
folgender  Weise  ausdrücken: 

2Vq    =    «0  +  Ml  +  «3  +  %» 

2^1  =  Wo  +  «l  —  «2  —  ^3, 
%V2  =  M^  —  tij  +  1*2  —  «a  , 
2  t?3     =    llo  —    tt,    —  «2  +   tt:j  , 

Die  Grössen  u^  haben  wir  noch  den  einer  einzigen  Bedingiings- 
gleichling  äquivalenten  Relationen  (1)  anzupassen.  Diese  erhalten 
eine  besonders  elegante  und  symmetrische  Gestalt,  wenn  wir 

(4)  C  ^  i  =  /^1 
nehmen:  Die  Melalionen   (1)  führen  dann  zu  der  Bedingung 

(5)  ^.  K'+  t'""^]   =  23^.  costX  =  0. 

Hieran  knüpft  sich  eine  bcraerkenswertlie  Folgerung. 
Die  Gleichung  (5)   ändert  nämlich  ihre  Form  nicht 

1)  wenn  man  eine  beliebige  der  Grössen  %  um  ein  geraden 
Vielfaches  von  in  vermehrt, 

2)  wenn  man  alle  Grössen  u^  gleichzeitig  um  je  ein  ungerades 
Vielfaches  von  in  vermehrt, 

3)  wenn  man  irgend   eine   der  Grössen  u^  durch  —  «^  ersetzt, 

4)  wenn  man  die  Grössen  u^  beliebig  vertausclit. 

In  ihrer  Gesammtlicit  erzeugen  diese  Aenilerungen  eine  unend- 
liche Gruppe  r  von  linearen  Substitutionen  der  Grössen  ti^.  Jede 
solche   Substitution    führt,    allgemein   zu   reden,    zu    einer   gewissen 

Aenderung   der   Grössen    tg^**,    tg  **;    es  entsteht   daher   die  Frage, 

in  welcher  Beziehung  die  zu  den  beiderlei  Grössensyslemen  gehörigen 
sphärischen  Dreiecke  zu  einander  stehen? 

Um  dies  zu  entscheiden,  bemerken  wir,  dass  die  Gruppe  F 
eine  invariante  Untergruppe  (S.  107)   K  entliält,  bestehend  aus  allen 

den  Substitutionen  von   /\    die  die   Grössen    tg'^,    tg^   überhaupt 
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nicht  ändern.  Es  sind  das  erstens  die  Aenderungen  der  Grössen 
u^  um  beliebige  Vielfache  von  i  jtt,  zvveilens  die  gleichzeitige  Aende- 
rung  zweier  der  Grössen  u^  um  dasselbe  (ungerade)  Vielfache  von  2i;T. 

Wir  ordnen  jelzt  alle  diese  Substitutionen  der  identischen  Sub- 
stitution zu.  Dann  reducirt  sich  die  Gruppe  /'  auf  eine  endliche 
Gruppe,  die  wir  nunmehr  naher  zu  untersuchen  haben  (vgl.  S.  108, 
Anmerk.). 

Zunächst  bemerken  wir,  dass  die  unter  3)  genannten  Substitu- 
tionen eine  Untergruppe  von  sechszelm,  die  unter  4)  genannten 
Substitutionen  eine  Untergruppe  von  vierundzwanzig,  und  die  unter 
1)  und  2)  genannten  Substitutionen  eine  Untergruppe  von  vier 
wesentlich  verschiedenen  Substitutionen  bilden,  und  dass  aus  der 
Zusammensetzung  dieser  dreierlei  Gruppen  die  besprochene  endliche 
Gruppe  entsteht.  In  der  That  sind  jetzt  von  den  Aenderungen  um 
Vielfache  von  in  wesentlich,  d.  h.  mod,  K,  von  der  identischen 
Substitution  und  von  einander  verscliieden  nur  noch  die  folgenden: 
u^   =  tia  +  2i;r,     uj    =   «^  , 

W    =    %  +  ITT,         <    =    W^  4-  tJT,       [h    =    l,  2,  3), 
<     =    W«  »TT,  <     =     «le  +  »TT  , 

die  mit  der  Identität  zusammen  (mod,  K)  eine  Gruppe  //,  lutden. 
Unsere  Gruppe  umfasst  also  4.  16.24  =  lo36  Substitutionen;  sie 
mag  daher  mit  F^^^^i^  bezeichnet  werden. 

Jetzt  sind  wir  im  Slande,  die  vorhin  aufgeworfene  Frage  auf 
eine  einfache  Weise  zo  beantworten,  indem  wir  gleichzeitig  unsere 
nunmehrigen  Betrachtungen  in  Zusammenhang  bringen  mit  iler  im 
l  Abschnitt  durchgeftihrten  Untersuchung: 

Unterwirf i  man   die  (irosseu  tg^,  tg-^  einmal  den  SubstitHtionen 

der  Gruppe  /^|.  ^^ ,  dann  Jen  Substitulhmen  rfet*  in  §  1  den  erifkn  Ab- 
schniiles  deßnirteu  Gruppe  (^,5.1,,,  so  mid  die  Aenderunyen  der  fjenamiivn 
Gr&Bsen^  bei  geeigneter  Zimrdnumj  der  Snbstiiiitiöneu  beider  Gruppen^ 
in  beiden  Fälkn  dieselben.  Die  Gruppen  /V^;^.  ^^f^d  (>>(r,:^,.  iiind  also 
holoedriseh  isomorph^).  Die  Amvendung  der  Subsiilntitmen  von  r  auf 
die  Parameter  u^  fuhrt  daher    zu  tillen  eigentlichen  Dreiecken^    die   zu 


!)  Die  Gruppen  (^  und  F  selbst  sintl  clanacb  in  der  Weise  isomorph  aof 
«Ifiander  bezogen^  dass  jeder  SubsUlution  iltr  einen  Gruppe  nieliiere  (uündicli 
unendlich  viele)  Siibslilutioneji  der  anderen  Gruppe  enlsprechen. 

Abkudl.  d.  K.  B.  t>«itenti«»».  d.  Wiüjtenfloli.  XXITU.  |  Q 


152 


E.  Study,  TniGONotußTiiiE.    Abschnitt  IT. 


[48 


Setzen  wir  nämlich,  mit  C  eine  Grösse  bezeiclmend.   Über   die 
wir  noch  in  geeigneter  Weise  verfügen  wollen. 


(2) 


tg^  =  c 


e'-,   ig^  ^C,e-^    [h  =  0,  1,2,3), 


(3) 


2m»0  =  Uq  —  «1  —  «2  —  1%, 

2w,  =  «0  —  «1  +  «2  +  «%i 

2  U>2  =  «t,   +    tl,  —    li-j   -f  «3» 

2%  =  tJ^  +  W,  -f  U2  —  tf». 


so  werden  die  Gleichungen  (2),  (3),  (4)  des  §  2  erfüllt,  wenn  wir 
die  Grössen  r^,  w^  durch  ein  System  von  vier  Grössen  Wq  .  *  .  «j  in 
folgender  Weise  ausdrücken : 

2t^i    =    Mü  +  W^  —  tfj  —  II3, 

2 1;^  =  Wo  —  «i  +  «2  —  «a . 

2%  =  «0  —  «1  —  ^2  +  «:, , 
Die  Grössen  u^  haben  wir  noch  den  einer  einzigen  Bedingyngs- 
gleichung  äquivalenten   Relationen    (i)    anzupassen.      Diese   erhalten 
eine  besonders  elegante  und  symmetrische  Gestalt,  wenn  wir 

(4)  C  =  i  =  /-l 

nehmen:  Die  Relationen   (1)  führen  dann  zu  der  Bedingung 

(5)  V'.  {e^-  +  e-^-  ]  =  2^.  cos  in,  =  0. 

Hieran  knüpft  sich  eine  bemerkenswerthe  Folgerung. 
Die  Gleichung  (5)  ändert  nämlieli  ihre  Form  nicht 
i)   wenn   man   eine    beliebige    der   Grössen   u^   um   ein  gerades 
Vielfaches  von  in  vermehrt, 

2)  wenn  man  alle  Grössen  «^  gleichzeitig  um  je  ein  ungerades 
Vielfaches  von  iu  vermehrt, 

3)  wenn  man  irj^end   eine   der  Grössen  u^  durch  —  w,  ersetzt, 

4)  wenn  man  die  Grössen  u^  beliebig  vertauscht. 

In  ihrer  Gesammtheit  erzeugen  diese  Aenderungen  eine  unend- 
liche Gruppe  r  von  linearen  Substitutionen  der  Grössen  u^.  iede 
solche   Substitution    führt,    allgemein    zu   reden,    zu    einer   gewissen 

Aenderung   der   Grössen    tgi*,    *SV*i    ^^  entsteht   daher   die  Frage, 

in  welcher  Beziehung  die  zu  den  beiderlei  Grössensyslemen  gehörigen 
sphärischen  Dreiecke  zu  einander  stehen? 

Um  dies  zu  entscheiden,  bemerken  wir,  dass  die  Gruppe  F 
eitae  invariante  Untergruppe  (S,  107)   K  enthält,  bestehend  aus  allen 

den  Substitutionen  von  /",    die  die   Grossen    Ig^,    tg^    überhaupt 
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nichi  ändern.  Es  sind  das  erstens  die  Aenderungen  der  Grössen 
«^  um  beliebige  Vielfache  von  iin,  zweitens  die  gleichzeitige  Aende- 
rung  zweier  der  Grössen  u^  um  dasselbe  (ungerade)  Vielfache  von  S^tt. 

Wir  ordnen  jetzt  alle  diese  Substitulionen  der  identischen  Sob- 
stitutioQ  zu.  Dann  reducirt  sich  die  Gruppe  F  auf  eine  endliche 
Gruppe,  die  wir  nunmehr  näher  zu  untersuchen  haben  (vgl.  S.  lOS, 
Anmerk.)* 

Zunächst  bemerken  wir,  dass  die  unter  3)  genannten  Substitu- 
tionen eine  Untergruppe  von  sechszehn,  die  unter  i)  genannten 
Substitulionen  eine  Untergiuppc  von  vier  und  zwanzig,  und  die  unter 
1)  und  3)  genannten  Substitutionen  eine  Untergruppe  von  vier 
wesentlich  verschiedenen  Substitutionen  bilden,  und  dass  aus  der 
Zusammensetzung  dieser  dreierlei  Gruppen  die  besprochene  endliche 
Gruppe  entsieht.  In  der  That  sind  jetzt  von  den  Aenderungen  um 
Vielfache  von  «jir  wesenllich,  d.  h,  mod.  K,  von  der  identischen 
Substitution  und  von  einander  verschieden   nur  noch  die  tolgenden: 

tl^j'    =    Mj,  -j-  2i,T,      u^    =    «^, 

W  =  «'o  +  i^y       K  —  «X  +  *^  ^     (>«  =   1^  2,  3), 

die  mit  der  Identität  zusammen  (mod.  K)  eine  Gruppe  //,  Ijüden. 
Unsere  Gruppe  umfasst  also  4  .  16  .  24  ^:  1536  Substitutionen;  sie 
mag  daher  mit  r^^^  bezeichnet  werden. 

Jetzt  sind  wir  im  Stande,  die  vorhin  aufgeworfene  Frage  auf 
eine  einfache  Weise  zu  beantworten,  indem  wir  gleichzeitig  unsere 
QUDmehrigen  lietraclitungen  in  Zusammenhang  bringen  mit  der  im 
I.   Abschnitt  durchgeführten  Untersuchung: 

Ünterwirß  man   tlie  (Irösben  tg^,   Ig-^  einmal  den  SubHrduJioneu 

der  G flippe  /V.stj,  Jß«"  ätm  SuhstiiuiHmen  der  in  §  7  des  ersten  Ab- 
xchniHva  dejinirlen  Uruppe  (§,5;,,; ,  so  sind  die  Aenderungen  der  yeuantdeu 
Grössen^  bei  geeigneter  Zuordnung  der  Subsiilidtouen  beider  Gruppen^ 
in  beiden  Fällen  dieselben.  Die  Gruppen  /V%;vit  ^t^^d  tS,s:ui  ^'*"<^  ^^^ 
Aohedrisch  isomorph^).  Die  Anwendung  der  Subsliiutimten  von  /'  auf 
die  Parameter  u^  führi  daher   zu  ulleu  eigentlichen  Dreiecken ,    die  zu 


i  f)ie  Gruppnti  ®  ynd  F  seihsl  sind  danacli  in  der  Weise  isomorph  :nif 
eiiiüoder  bezogen,  das«  jeder  Sub^^lHuleort  ilei-  einen  Gruppe  mehrere  (itäiidicli 
QiteDdlieh  viele)  Siibslilutionert  der  unilereti   Gruppe   eutspreclieu. 
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dem  nämlichen  Dreikant  gehören  y  und  zu  keinen  weiteren.  Dreiecke, 
deren  Seilen  und  Winkel  sich  nur  um  Substitotionen  der  Gruppe  Ä' 
(S.  113)  uoterscheiden,  sind  natUiiich  in  diesem  Zusammenhang  als 
äquivalent  anzusehen. 

Es  wird  genügen,  wenn  wir  die  Substitutionen  der  Gruppe  F^^^ 
angeben,  die  der  in  @i5:Mi  enthaltenen  Gruppe  @i2g  (S.  115)  entsprechen: 
Die  anderen  Substitutionen  ergeben  sich  einmal  durch  Vertauschung 
der  Indices  1,  2,  3,  dann  durch  Vertauschuog  der  Seiten  mit  den 
Winkeln,  also  durch  die  Substitution 

<  =  Uq,    uJ  =  —u^    (jc  —   1,  2,  3)  . 
Bezeichnen  wir  noch  zur  Abkürzung  mit  X  eine  nicht  in  Ä'  enthaltene 
Substitution  der  Gruppe  ff*): 

=  a,  +  ^k,7i     (i  =   1,  2,  3;  2%  =  1    mod.  2) 


1  n^    =   ai 


+  2x^7r     (t  =  i,  2,  3;  iX^  ^   f"od-  2), 
so  ergibt  sich  folgende  üebertragungstafel: 


< 

«.' 

«•; 

< 

\ 

«0 

«i 

«2 

«8 

T 

«0  —  in 

Uj  -\~  in 

u^-^in 

«3  +  in 

■  (/A) 

T 

««  +  t?t 

Mj  -j-iw 

«2+  »TT 

«3  +  ijT 

(8)    TT 

Uo  +  2»jr 

«1 

«J 

«3 

(mod.  K} 

Z 

«0 

«i 

«2 

—  «3 

s. 

«1 

«0 

^ 

«2 

-S", 

«i 

«0 

«S 

—  «% 

Ordnet  man  %  der  identischen  Substitution  zu,  so  reducirt  sich 
die  Gruppe  ©^28  ^^^  ®«i4-  L)er  LInlergrup[^e  ^4  entspricht  die  aus 
den  ersten  vier  Substitutionen  bestehende  Gruppe  f/^  von  Aenderungen 
der  Paiameter  w,  der  Untergruppe  ©,,,  die  (Gruppe  jTjft,  deren  er- 
zeugende Operationen  die  gleichzeitige  Vertauschung  von  je  zweien 
der  Grössen  u^,^  und  der  Vorzeichenwechsel  von  zweien  dieser 
Grössen  sind*   — 

Mit    Hülfe   der   entwickelten   Formeln    lassen   sich    die   Grössen 

tg  ^,  tg^  und   also   auch   die   Sinus   und  Cosinus   der  Seiten   und 


1)   Diese  Substitution  %  hat  naüirlicli  nichts  zu  thiin  mit  iler  in  der  Theorie 
der  et)erieu   lireiecke  elmn.so  beuciiinteii  SiibsÜiulion. 
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Winkel  eines  sphärischen  Dreiecks  rational  ausdrücken  durch  vier 
Grössen,  zwischen  denen  eine  algebraische  Gleichung  besteht.  Setzt 
man  nämlich 


(7)  t,  =  e"x  (x  =  0,  1,  2,  3),     W  =  V-t,t,i,l,, 

so  tritt  an  Stelle  von  (5)  die  algebraische  Gleichung 

(8)  2'^  +  fJ  =  o. 

Es  folgt  nun 

tg|=   W,       '    "'>  ^ 


(9) 


2 


<"= 


hkh 


,    Ol         W 

*8  2  =T'   "•'•'"• 


00) 


tg 


a,  _   <  +  Ü 


to  +  tt 


(11) 


sin  gl  h  —kti-^t^-^t^-^ 

sin  Oq  ~    fj-i  (3-1 


u.  s.  f.  —  Die  Irrationalität  W  lässt  sich  leicht  beseitigen  dadurch, 
dass  man  an  Stelle  der  Grössen  t^  andere  Parameter  einführt,  z.  B. 
durch  die  Substitutionen  <«  =  —  V»  K  =  '^n- 

In  anderer  Weise  kann  man  die  Formeln  (7)  ...  (11)  dadurch 
abändern,  dass  man  vier  Verhältnissgi'össen  einführt,  die  von  einander 
unabhängig  sind,  z.  B.  durch  die  Substitution: 


=  K 


i/-^ 


f«. 


Wir  gehen  auf  die  hiermit  berührte  Abbildung  der  Mannigfaltig- 
keit der  sphärischen  Dreiecke  auf  die  Punkte  eines  dreifach  aus- 
gedehnten Raumes  nicht  näher  ein,  da  wir  alsbald  eine  andere 
Abbildung  dieser  Art  kennen  lernen  werden,  die  viel  interessantere 
Eigenschaften  besitzt. 


KM* 
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§  4. 
Folgernngen  ans  den  Delambre'sehen  Formeln. 

Sinus  und  Cosinus  irgend  eines  Winkels  lassen  sich  rational 
ausdrücken  durch  Tangente  oder  Cotangente  des  halben  Winkels. 
Es  liegt  daher  nahe,  zu  fragen,  wie  sich  die  Grössen 

(1)  i.  =  ctg|;  A,  =  ctgf 

gegenseitig  durch  einander  ausdrücken? 

Zur  Beantwortung  knüpfen  wir  an  die  DELAHBBs'schen  Formeln 
(1),  §  2  an.     (S.  S.  128.) 

Indem  wir  alle  dort  vorkommenden  goniometrischen  Functionen 
durch  die  Grössen  /,,  A,  darstellen,  gelangen  wir  zu  den  Formeln 

Diese  Gleichungen,  zwölf  an  der  Zahl,  lassen  sich  leicht  nach  den 
Grössen  /,  oder  A,  auflösen:  Die  Producte  IJ^  und  X<yl^  drücken  sich, 
wie  man  nach  einiger  Rechnung  findet,  gegenseitig  linear  durch 
einander  aus  vermöge  der  involutorischen  Transformation: 

1  —  ^^  +  ^^  +  ^i^j 


(2) 


—  4  +  ^5^3  +  A3A1  +  A^Aj 


—  1  +  A2A3  +  A3A1  +  I1I2 


\)  Deutet  man  die  Producte  l^l^,  ^i^x  als  Gartesische  Coordinaten  io  einem 
sechsfach  ausgedehnten  Räume  Bq  ,  so  definiren  die  Gleichungen  (2)  eine  dreifach  aus- 
gedehnte rationale  Mannigfaltigkeit  1/3^  4.  Ordnung,  die,  doppell  gerechnet,  den  voll- 
ständigen Schnitt  dreier  quadratischer  Mannigfaltigkeiten  M^^  ausmacht;  deutet  man 
die  Grössen  l^,  l^  selbst  als  Cartesische  Coordinaten,  so  entsteht  eine  Mannigfaltigkeit 
i/3^  8.  Ordnung,  die,  achtfach  gezählt,  den  vollständigen  Durchschnitt  von  drei 
biquadratischen  Mannigfaltigkeiten  M^*  bildet.  Die  Coordinaten  I,-,  k^  eines  veränder- 
lichen Punktes  der  Mannigfaltigkeit  i/3^  können ,  wie  wir  im  III.  Abschnitt  sehen 
werden  (§  5,  Nr.  9),  mit  Hülfe  der  elliptischen  Functionen  eindeutig  durch  drei 
Parameter  ausgedrückt  werden. 
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Aus  den  Gleichungen  (2)  ergibt  sich,  wenn  man  sie  in  geeigneter 
Weise  mit  einander  verbindet,  der  Satz: 
Die  vier  Quotienten 


(3) 


1      A2A3 

A3  Aj  — •  Aj  A2 


und  die  acht  übrigen^   die  aus  ihnen  durch  cyclische   Veriauschung  der 

Indices  1,  2,  3  hervorgehen^  haben  alle  denselben   Werih, 

Y 
Dieser  Werth  (die  im  nächsten  Paragraphen  mit  ~  bezeichnete 

(jrösse)  kann  auf  mehrere  Arten  in  eine  in  Bezug  auf  /,,  Ij^  l^  oder 
Aj,  ^29  '^  symmetrische  Form  gesetzt  werden,  z.  B. 


(3-) 


2 

^2  A3  +  A3  Aj  +  Aj  A2 


^  LkoL     P 


Die  Formeln  (2)  oder  die  mit  ihnen  äquivalenten  Nr.  (3)  er- 
setzen die  zuerst  angeschriebenen  Gleichungen  vollständig.  Sie  ent- 
halten wohl  den  algebraisch  einfachsten  Ausdruck  der  Abhängigkeit 
zwischen  den  Seiten  und  Winkeln  eines  sphärischen  Dreiecks.  Die  in 
ihnen  vorkommenden  Producte  ^Z^,  A,^^  lassen  sich,  was  zu  bemerken 
für  uns  wichtig  ist,  (mit  Hülfe  des  Cosinussatzes)  rational  darstellen 
durch  die  Functionen  cos  a^,  cos  cf,: 

cos  U2  .  cos  o-t  —  cos  Ol 
cos  «1  (1  —  cos  02)  {h  —  cos  03)  ' 
cos  a2  .  cos  «3  —  cos  a^ 


(*) 


cos  a^  (1  —  cos  02)  (1  —  cos  «3) 
Aus  den  Gleichungen  (2)  oder  (3)   ergibt  sich  noch  eine  weitere 
bemerkenswerthe  Folgerung.     Drückt  man  nämlich  die  Grössen  sin  «^, 
sin  04  ebenfalls   durch    die   Grössen   l^,   A,  aus,   so   findet  man,   mit 
Hülfe  von  (2),  ohne  Mühe 

sin  Sq  :  sin  «^  :  sin  «2 
=      1     :    /2A3  :    A3A1 
sin  Oq  :  sin  a^ :  sin  Oj 
=      1     :     ^2^3    :    hh 
Verbindet    man    diese   Formeln    von    Neuem    mit  (2)   oder   mit    (3), 
so  folgt 


(5) 


sm  s-i 

A1A2 , 

sin  a^ 
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.^v  sin  ÜQ  +  sin  Ui    sin  «j  +  sin  s^ 

^  ^  sin  02  +  sin  ^3  sin  Sq  +  sin  s^  ' 

eine  Relation,  mit  der  (nachdem  sie  in  eine  andere  Gestalt  gebracht 

worden  ist)    wir  uns   noch   weiter  zu  beschäftigen   haben    werden. 

Wir  haben  die  Formel   (6)  hier  schon  angeführt,  um  die  Bemerkung 

hinzuzufügen,  dass  man   diese  Gleichung  auch  unmittelbar  aus   den 

DELAMBRE'schen.Formeln  ableiten  kann.     Sie  geht  nämlich  durch  eine 

einfache  Umformung  über  in  die  Gleichung 


«1 

.     ao  +  «3 
sm        g 

•      Ol 

•  cos  3-^ 

.    «1 

«2  —  «3 
.  cos-^-^-* 

Ol 
COSg 

.sini^ 

die  ohne  Weiteres  den  DELAHBRE'schen  Formeln  zu  entnehmen  ist. 
Verbindet  man  die  so  begründete  Gleichung  (6)  mit  (5)  (worin  man 
an  Stelle  der  Producte  l^l^^  A,A^  ihre  unter  (2)  angegebenen  Werthe 
stehen  lassen  mag),  so  gelangt  man  zu  einer  zweiten  Herleitung  der 
Formeln  (2),  (3).  — 

Schliesslich  wollen  wir  hier  der  Vollständigkeit  wegen  noch  einige 
Formeln  anführen,  die  zum  Theil  nur  wenig  bekannt  geworden  sind, 
und  von  denen  auch  wir  fernerhin  keinen  Gebrauch  zu  machen 
haben  werden. 

Eine  erste,  von  Lagrange  angegebene  Formelgruppe  liefert 
merkwürdig  einfache  Ausdrücke  für  die  Producte  /Z.ctg«^. 

Substituirt  man  in  den  Ausdruck 


tg«o  =  — 


*«t 

+  tg 

Oi  +  On 

3 

4-tg 

J'« 

ai  +  <h 

2 

für  tg  —  "^  ^  den  aus  den  DBLAMBRs'schen  (oder  NEPER'schen)  Glei- 
chungen hervorgehenden  Werth,  so  findet  man  nach  einer  leichten 
Umformung 


tg«o    = 


sm  ~  •  sm  ^  •  sin  a^ 


cos  TT  •  cos  TT  —  s»n  TT  •  sin  -s^  •  cos  a. 

2  2  2  2^ 


sin  »2  •  sin  a^  .  sin  a^ 


4  cos^  -^  •  cos^  ~  —  sin  «2  .  sin  a^  .  cos  a^ 

n 

(<  +  008  ttj)  (1  +  COS  ttj)  -(-  (cos  Ol  —  COS  «2  COS  «3) 
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(7) 


(8) 


Es  geilen  also  die  Gleichungen 

77.  ctg  «0  =  ^  +  cos  «1  +  cos  «2  +  cos  «3, 

n .  ctg  «1  =  1  -[-  cos  «1  —  cos  «2  —  cos  «3 , 

77 .  ctg  «2  =  ^  —  cos  «1  +  cos  «2  —  cos  «3  , 

77 .  ctg  «3  =  1  —  cos  «1  —  cos  cf2  +  cos  «3  5 

-p  =  ctg  (To  +  ctg  ai  +  ctg  02   +  ctg  03  , 


jj  =  ctg  So   +  ctg  «1  +  ctg  82   +  ctg  «3  , 

und  zwar  für  eigentliche  sowohl  wie  für  uneigentliche  Dreiecke. 
Zerlegt  man  femer  z.  B.  sin^o  ^^ch  der  Vorschrift 

sin  «0  =  sin  ^  .  cos        L       +  cos  -^  •  sin  ^  '  ^  , 

und   benutzt   man  wieder  die  DELAMBRE'schen   Formeln,   so   entsteht 
die  erste  der  bekannten  Relationen 

db/T 


(9) 


sm  8q  = 


sin  «1    =: 


at  a«  ci't 

4  cos  ^   •  cos   ^  •  cos  TT 

2  2  2 

±n 


4  cos 


«1 


sm  ~  •  sm  -^ 


u.  s.  w. 


2     """  2 

Die   Unbestimmtheit  der  Vorzeichen   ist    hier  dieselbe,   wie  in   den 
DBLAMBRs'schen  Formeln. 

Verbindet  man  endlich  die  Formeln  (7)  und  (9),  so  folgt 


cos  ^0 


I    4  +  cos  «1  4-  cos  «2  +  cos  «3    

,  «1  »2  Ö3 

4  cos  -TT  •  cos  7;=  •  cos  -pr 


=  ± 


cos  ^  .  cos  -^  —  sin  ^  .  sm  ^ 


Anderseits  ist  nach  (9) 


sin  «0  =  =t 


«1 
cos- 


sm  Ol  •  sm  -^  •  sm  -~ 


«1 

cos- 


also 


cos  Ol 
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(10) 


Ctg6o    = 
Ctg  ^  .  Ctg   g-  —  COS  (12 


Ctg  g-.  Ctg- 


cos  Ol 


sm  Ol 
ctg  ^    ctg  ^  -  cos  a^ 


sm  U2 


*      «2      4       «3 

tgg-tg-g. 


sm  a-i 


cos  «1 


ctg  8i   =       . 


sm  (li 


dg  ^  .  tg  ^*  +  cos  (/2  ctg-^  '  '8  2  +  ^^^  "^     ') 

sin  «2  sin  Oj 

Auch  diese  Formeln  gelten  wieder  für  eigentliche  wie  für  uneigent- 
liche Dreiecke. 

Aus  den  Relationen  (9)  gehen  von  Neuem  die  Proportionen  (5) 
hervor. 

§5. 
EinfBhrang  der  Parameter  J,  Y,  Z  nnd  der  orthogonalen  Snbstitationen. 

Die  Betrachtung  der  Formeln  des  vorigen  Paragraphen  legt  den 
Gedanken  nahe,  statt  der  Producte  lil^,  A^A«  zwei  Systeme  von  je  vier 
Grössen  Y.-,  Zg  einzuführen,  die  rnit  jenen  in  folgendem  Zusammen- 
hange stehen: 

y 2 _  -^+lih+lil^+lili 

'»  -   i+liX^  +  Xili  +  lii^-    i+lik  +  kii  +  kh  ' 

—  —  l+^^  +  ^Ai+^iAi 
i+^h+hh  +  hh' 


0) 


Zo   —   —g 
[Z,  = 


1  +lih  +  hli+Ul3 


u.  s.  w. 


Diese  Grössen  Y,.,  Z(  drücken  sich  dann  so  durch  einander  aus: 

'2Y„  =  — Zo  +  Z,  +  Z,+  Z3,  2Zo  =  -Yo  +  Y,  +  Y,  +  Y3, 

2Y,  =       Z,—  Z,  +  Z,  +  Z,,  %Z,=      Yo-Y,  +  Y,+  Y3, 

2Y,=:      Zo  +  Zj-Z^+Z,,  2Z2=      Yo  +  Y.-Y.  +  Yj, 

2Y3=       Z„  +  Z,  +  Zj-Z3,  2Z3=      Y„-|-Yi+Y,-Y3. 


(2)' 


\)   Vgl.   überall   Baltzer,    Trigonometrie,    Nr.    U   u.   fr    (5.  Aufl.  S.  325), 
Skrrkt,   Trailc  de  Trigonometrie  Nr.  \tk. 
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Grössen  aber,  die  in  dieser  Abhängigkeit  stehen,  lassen  sich  wiederum 
in  einfacher  Weise  darstellen  durch  vier  Hülfsgrössen  -X,^): 

2 1 0  =  -^0  -j-  Aj  -f-  A2  -j-  -X3 ,  2  Zq  =  Aq  —  Aj  —  A2  —  A3 , 

2ii  =  äq  -f-  ^1  —  ^2  —  ^3 ^  2 Zj  =  Aq  —  Aj  -j-  A2  -j-  A3 , 

2  Y2  =  -Xo  —  A,  -j-  Aj  —  A3 ,  2  Z2  =  Ao  -f-  ^1  —  ^2  H"  ^3 1 

2  Y3  =  Ao  —  ^1  —  ^2  4"  -^3  9  2  Z3  =  A^  -f-  -^1  ~r  -^2  —  -^3  • 


(3) 


(*) 


Ao  =  p  (Y^  +  Z,)  hat  in  unserem  Falle  den  numerischen  Werth  Eins. 

Umgekehrt  gelten  die  Formeln 

Yo  +  Y,  +  Y2  +  Yi,  =  2  Ao  -  Zo  +  Z,  +  Z2  +  Z3 , 
Yo  +  Yj  —  Y2  —  Y3  —  2  A|  =  —  Zy  —  Z,  -f-  Z2  +  -^3  9 
Yo  —  Yj  4"  Y2  —  Y3  =  2  A2  =  —  Zo  -|-  Z,  —  Z2  +  Z3 , 
Y,—  y,  _  Y,  +  Y3  =:  2 A3  =  — Zo  +  Z,  +  Z2- Z3 .  - 

Man  sieht  sogleich,  dass  sich  die  trigonometrischen  Functionen 
der  Seiten  und  Winkel  des  Dreiecks  in  sehr  einfacher  Weise  dar- 
stellen lassen  durch  die  Verhältnisse  der  so  definirten  Grössen  A,  Y,  Z. 
Diese  Ausdrücke  wollen  wir  im  nächsten  Paragraphen  entwickeln; 
zuvor  aber  wollen  wir  noch  einige  Formeln  aufstellen,  die  uns 
weiterhin  von  Nutzen  sein  werden. 

Man  übersieht  leicht,  dass  jede  der  Grössen  A,  mit  einer  be- 
liebigen der  Grössen  Yj  und  einer  durch  beide  bestimmten  der  Grössen 
Zg  durch  eine  lineare  Relation  mit  nuberischen  Coefficienten  ver- 
bunden ist.  Die  hierin  liegende  Eigenschaft  der  drei  zusammen- 
gehörigen Grössensysteme ,  dass  das  Verschwinden  einer  Grösse  Y 
und  einer  Grösse  Z  das  Verschwinden  einer  Grösse  X  nach  sich 
zieht,  findet  einen  einfachen  Ausdruck  in  der  Formel 

(5)  1 0  1 1  1 2  ^3  —  ^0  ^i  A2  As  ^^^=  Ad  -^1  -^2  -^3 » 

die  eine  vollkommen  symmetrische  Gestalt  annimmt,  sobald  man  etwa 
ao  Stelle  der  Bezeichnung  Yo  die  Bezeichnung  — Yo  setzt.  — 

Für  das  Folgende  sind  besonders  wichtig  gewisse  homogene 
Functionen  zweiten  Grades  der  Grössen  A,  Y,  Z,  für  die  wir  eben- 
falls besondere  Bezeichnungen  einführen  wollen : 


<)  Vgl.  §  3,  S.  4  3J,  Nr.  (S),  wo  ebenfalls  schon  ein  System  von  zwölf 
Grössen  aufgetreten  ist;  die  in  dem  durch  die  Formeln  (S)  .  .  .  (4)  angegebenen 
Zusammenhange  stehen. 
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an  =  Xo^  +  X,2-X,2-X32  =  2(y2F3+YoY,)  =  %  [Z,Z,  +  Z,Z,) 
a^  =  X^-  X,2+  x^2_  J32  ^  2(Y3Y,  +  YoY^)  =  ^Z,Z,+Z,Z^ 
a^  =  X,^  —  X,^  —  X^^  +  X,^  =  %[lJ^^Y,Y,)  =  ^Z,Z^  +  Z,Z,) 
a^  =  2{X,X,  +  X,X,)  =  Yo^  +  Y,2_  Y^^—  Y32  z=  2  {Z,Z,—Z,Z^ 
03,  =  2(X3Xi  +  X0X2)  =  Fo'—  Yi^+  ^^-  ^3^  =  ^{Z,Z,—Z,Z,) 
a,,=  2(X,X2  +  XoX3)  =  Yo'—Y,^—Y,^  +  Y,^  =  2{Z,Z,  —  Z,Z,) 
a,,  =  2{X,X,  —  X,X,)  =  2(Y,Y3  — YoY,)  =  Z,^ -^  Z,^  —  Z,^- Z,^ 
a,,  =  ^{X,X,  —  X,X,)  =2{Y,Y,  —  Y,Y,)  =  Z,^  —  Z^ ^  Z^  —  Z,^ 
o,,  =  2  (XX2-  X0X3)  =  2  (Yi  ^2—  yoY3)  =  Z^  —  Z^-T^^Z^\ 
Es  sind  dies  die  bekannten,  von  Euler  entdeckten  Ausdrücke 
für  die  Coefficienten  einer  orthogonalen  Substitution  in  drei  Ver- 
änderlichen, d.  i.  für  die  Coefficienten  des  Formelsystems 
öoo3/  =  ««3i  +  ««82  +  ößSa  (i  =  1,  2,  3), 
das  den  Uebergang  von  einem  rechtwinkh'gen  Goordinatensystem 
3i5  829  83  zu  einem  anderen  3i\  82'?  83'  ^i^  demselben  Anfangs- 
punkt vermittelt.  In  der  That  überzeugt  man  sich  sofort  davon, 
dass  zwischen  den  durch  (6)  definirten  Grössen  a^^  die  folgenden 
für  die  Coefficienten  einer  orthogonalen  Substitution  charakteristischen 
Identitäten  bestehen: 

(7)  aoo^  =  a.,2  +  a.^^  +  a.,2z=a,,^+ 02,^  +  03,2     (i=zz1,2,  3), 

(8)  0  =  a,,a,,  -f  a^a^  +  a^a^     (i  +  x;  f,  ^  =  1,  2,  3), 
0  =  a^au  +  fl2*«2«  +  ^rffi^s« 

!0  =  aoottu 022038  +  «13032  i 
0  =  «00023 «12%  +  «11  «32  1 
0   =   «oo«32 %  «13  +  «11  «23  5        "•  S.  W., 

die  die  genannte  Eigenschaft  zum  Ausdruck  bringen^).  Durch  diese 
Grössen  o^^  drücken  sich  umgekehrt  wieder  die  YerhaUimse  der 
Grössen  X,  Y,  Z  rational  aus,  und  zwar  unter  allen  Umständen  in 
eindeutig  bestimmter  Weise.     Man  findet  ohne  Mühe: 


4)  In  Bd.  39  der  Math.  Annalen  (4  894,  S.  54  4  u.  ff.)  hat  der  Verf.  gezeigt, 
dass  das  angeschriebene  Relationensystem  in  gewissem  Sinne  vollständig  ist.  Man 
findet  dort  auch  die  bilinearen  Relationen  zwischen  den  Parametern  X^  (oder  F| ,  Z^ 


und  den  Coefficienten  a^^. 
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=   («00  +  «11  +  ^  +  «33)   :   («23 032)-  («31  «13)   :   («12 »21) 

(10).  =  {a^  —  032)  :  (aoo  +  äu  —  a^  —  033)  :  (012  +  «21)  :  («31  +  «13) 
=  («31  —  «la)  •  («^12  +  «21)  '  («00  —  «11  +  «22  —  Ö33)  :  («23  +  Ö32) 

=    («12 Ö21)  '   («31  +  Ö13)   :   («23  +  Ö32)   •    (fi^OO  «11  «22  +  ^^Zz)  • 

Um  die  analogen  Ausdrücke  für  die  Verhältnisse  der  Grössen 
y,  oder  Z,  zu  erhalten,  braucht  man  offenbar  nur  das  Grössensystem 
öoo,  ö^x  mit  dem  anders  geordneten  System  derselben  Grössen 

«23  «33  «13  «32  «33  «31 

«00    «21  «31  «11         oder     ttoo    «12  «13  «11 

«22  «32  «12  «22  «23  «21 

ZU  vertauschen. 

§6. 

Darstellnng  der  Seiten  und  Winkel  eines  sphärisehen  Dreieeks* 
dnreh  die  Parameter  X,  Y,  Z. 

Wir  betrachten  jetzt  die  Grössen  X,,  von  der  besonderen  An- 
nahme X^  =  i  absehend,  als  ein  System  von  einander  unabhängiger 
Verhältnissgrössen.  Offenbar  stellen  auch  in  diesem  Falle  noch  die 
durch  die  Formeln 

definirten  Grössen    /,,   X^    die   Cotangenten    der    halben  Seiten    und 
Winkel  eines  sphärischen  Dreiecks  vor.     Es  wird  also 


(2) 


Al  =    Ctg  -5!  = 


2  roFi  y%Yj^,  ' 


(3)  sin  Ol  =  °        ^  ,    sm  «i  =  "  *  *  -^  . 

Oll  Oll 

Besonders  merkwürdige  Ausdrucke  erhalten  die  Cosinus  der 
Seiten  und  Winkel  des  sphärischen  Dreiecks.  Sie  werden  Quotienten 
gewisser  ganzer  rationaler  Functionen  der  Grössen  X,,  nämlich  der 
Euler' sehen  Ausdrücke  für  die  Coefficienten  einer  orthogonalen  Substitution: 


(*) 


«23  ^1  ^2 

cos  Ol  =  -^  ,  cos  ttj  =  -^  ,  cos  «3  =  -^ , 

«11  «M  «33 

cko  Oitt  a^i 

cos  «1    =    -^  ,  cos  «2    =    -^  9  cos  03    =    -^  . 
Oll                       ^              «22  '  ^033 
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Diese  Quotienten  besitzen  nicht  so  einfache  Eigenschaften,  wie 
ihre  Zähler  und  Nenner  einzeln  genommen.  Es  leuchtet  daher  ein, 
dass  die  Einführung  der  Grössen  a^^  in  die  sphärische  Trigonometrie 
einen  ähnlichen  Vortheil  mit  sich  bringt,  wie  er  in  zahlreichen 
anderen  Fällen  durch  Zerspaltung  einer  homogenen  Function  0**°  Grades 
in  homogene  Functionen  höheren  Grades  herbeigeführt  wird.  Zu- 
gleich ergibt  sich  uns  die  Einsicht  in  einen  an  und  für  sich  inter- 
essanten Zusammenhang:  Unser  Salz  besagt^  dass  zu  einer  orthogo- 
nalen Substitution  in  drei  Veränderlichen  (im  Allgemeinen)  ein  bestimmtes 
sphärisches  Dreieck  gehört  —  sofern  man  nämlich  (im  Sinne  der 
Schlussbemerkungen  von  §  1  des  ersten  Abschnittes)  ein  Dreieck 
als  vollständig  gegeben  ansieht,  wenn  die  Cosinus  seiner  Seiten  und 
Winkel  bekannt  sind*). 

Ferner  findet  sich,  wenn  man  zur  Abkürzung 

(5)  R  =  VY-f-^ 

setzt, 

fn\  p    ^  yp  ^1  ^2  ^3  •  ^0^1  ^2^3  rr    ^  ^ 0  ^1  ^2  ^3  •  ZqZ^Z^Z^ 

Alle  diese  Formeln  gelten  in  gleicher  Weise  für  eigentliche, 
wie  für  uneigentliche  Dreiecke;  die  folgenden  aber,  die  die  Irratio- 
nalität R  enthalten,  beziehen  sich  nur  auf  eigentliche  Dreiecke: 

(7)         sin  s,  =  ^^^"^^^^  .  y„     sin  a,  =  il^*»MA  .  z, , 

cos  8,    =  t  "»"^  12^»         —         \ 

J'       ^   l     ^n       ^if    (i  =  o.i,2,3). 

Aus  den  Formeln  (7)  und  (8),  deren  Verträglichkeit  auf  der 
Identität 

( —  Z^Z^Z^  -j-  ZqZ^Z^  -[-  ZqZ^Z^  -|-  Zq  Z^Z^j"^  -j-  4 ZqZ^ Z^Z^  .  Y^  =z  B? 
und  den  analogen  Relationen  beruht,  gehen  zwei  verschiedene  Aus- 

S'  O' 

drücke    für   tg  ~  und  tg -^  hervor: 


(8) 


\)  Auf  die  UmkehruDg  des  obigen  Satzes  bezieht  sich  der  folgende  Paragraph. 
Wegen  der  Ausnahmefälle  vgl.   §  10. 


6«] 


§  6.  Paramrterdarsetllüng  eines  sphärischen  Dreiecks.         1 45 


(9) 


tg^  = 


2  Y^ .  yZ^Zy^Z^Z^ 


R  +  Z,Z,Z^Z,.[^'^-^ 

R  —  ZqZxZ^z^  '{^'z — Yl 


2  /^ .  VZq  Zj Zj Z3 
Ferner  erhalten  die  ÜELAMBRE'schen  Ausdrucke  (S.  1 28)  die  Werthe 


(10)1 


sin 

aj 

^ 

«3 

i 

sin 

sin 

«2 

Ol 

2 

«3 

2 

sin 

«1 

2 

_  Ott     Z^drZa 


cos 


02  it  03 


fi 


i 


Y.±Y, 


cos^ 


cos 


a2±a^ 


cos 


«1 


^     +  ^0  +  ^1 

"   Ä  *  2 


R  ' 


2 


hieraus  folgt  sodann: 


(11)1 


«0 


Oi 


ffs 


Igf  •  tg  ^  =  tg  -^  •  tg  ^  = 


«ii(Xo  +  X,)-2fl 


2 


2 


%ä.%|=%f-.s'2  = 


tg|-ctg^  =  clg 


2 


2 


lg  o 


/a 


«»    «f„*^2     .„*^    _ 


«11  (^0  + 

A'.)  +  2fi   ' 

an  (^0  — 

Xi)-2fl 

«11  (^0  — 

Xi)  +  2fi  ' 

aii(A'2  + 

X3)  +  2fl 

a,i(Xj  + 

^31-2«  ' 

a„  (X,  — 

X3)  +  2B 

Aus  den  Formeln   (H)  ergibt  sich  für  das  Quadrat   der  in  §  2 
(S.  130)  definirlen  Grösse  M  der  Werth 

/  j  Q\  ■#2    ^22^3  +  Q33Q1I  +  ^1^22 —  SXq  .  R 

«22^3  +  Ö3aöll  +«11022  +  8X0.  -ß  ' 

der  Werth  von  M  selbst  endlich   kann   aus   den  Formeln  (9)  abge- 
leitet werden: 


(13) 


M  = 


_  _     {ßVYoY^Y^n.yZoZ^Z^Z^ 

«22033  +  033011  +Oiia22  +  8Xo  .-ß 
_.  Q22O33  +  03:^  Oll  +  Oji  022  —  SXq  .  R      

16VFo>ll^2>3      VZ0Z1Z2Z3 


Diese  Formeln,  und  namentlich  die  in  ihnen  auftretenden  Irra- 
lionaHtäten  VYÖYJ^^,,  VZ^Z.Z^Z,  und  R  bedürfen  noch  einer  Er- 
läuterung. 

Zunächst  sind,  bei  gegebenen  Verhältnissen  der  Parameter  X,., 
rational  bekannt  nur  die  Cosinus  der   Seiten   und  Winkel,    vermöge 
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der  Formeln  (4).  Aus  diesen  gehen  sodann,  mit  Hülfe  der  von 
einander  unabhängigen  Quadratwurzeln  aus  YuriY^y^  und  Zf^Z^Z^Z^^ 
die  Sinus  hervor,  so  dass  zu  jedem  System  der  Cosinus  noch  vier 
verschiedene  Systeme  der  Sinus  gehören.  Diese  entsprechen  augen- 
scheinlich den  Substitutionen  der  Gruppe  ^4  (I,  §  4.  S.  102).  Dem 
gleichen  Rationalitätsbereicli  gehören  nocli  an  die  Grössen  /^,  A^,  P,  II. 

In  den  übrigen  Formeln  kocimt  die  Irrationalität  R  hinzu.  Alle 
diese  gelten,  was  wohl  zu  beachten  ist,  in  der  angeschriebenen 
Form  nur  für  eigentliche  Dreiecke^  also  für  solche  Dreiecke,  bei  denen 
in  die  DELAMBRE'schen  Formeln  die  oberen  Vorzeichen  einzutragen 
sind*  Will  man  auch  die  uneigentlichen  Dreiecke  berücksichtigen, 
so  hat  man  in  der  unteren  Forraelgruppe  (iO)  — R  an  Stelle  von 
R  zu  setzen;  diese  Aenderung  zieht  dann  eine  entsprechende  Aende- 
rung  der  übrigen  Formeln  nach  sich. 

Das  Auftreten  von  R  entspricht  dem  Umstände,  dass  die  be- 
treffenden goniometrischen  Functionen  bei  Ausführung  der  in  §  3 
(S.  134)  definirten  Substitution  %  ihren  Werlh  hindern.  Die  Aus- 
führung von  %  komniL  offenbar  einer  Vorzeichenänderung  von  R  gleich. 

Bei  einem  Dreieck,  dessen  Seiten  und  Winkel  zwischen  0  und 
n  liegen,  ist  allen  drei  Quadratwurzeln  U,  VY^^Y^Y^Y^^  VZ^Z^Z^Z,^ 
der  positive  Werth  beizulegen.  — 

Da  die  Ableitung  der  die  Irrationalität  R  enthaltenden  Formeln 
(7)  .  .  *  (13)  nicht  ganz  auf  der  Hand  liegt,  und  da  die  Bestimmung 
der  zusammengehörigen  Wurzelwerthe  eine  gewisse  Vorsicht  erfordertj 
so  wird  die  folgende  Darlegung  vielleicht  willkommen  sein. 

Wir  gehen  aus  von  irgend  einer  der  Functionen,  die  in  den 
Zahlern  der  DELAMBiE^schen  Ausdrücke  stehen.     Es  ist  zufolge  (2) 

Sin        g     -  =  sin  ^  .  cos  ^  ±  cos  ^  •  sin  -^  = 


Hier  muss  dasProduct  der  ersten  und  drillen  Wurzel  1=  -    ^      -      , 

und  das  der  zweiten  und  vierten  = ^        "•*  sein,  wobei  im  Zähler 

in  beiden  Fällen  derselbe  Wurzelvverth   zu   wühlen   ist,   wie   in   den 
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Formeln  (3).     Das  Product  aller  vier  Wurzeln  ist  also  =  -  ^  ^^  ^  • 

1  /  z  z 
Hieraus  folgt,  dass  unser  Ausdruck  den  Werth  2  1/    ^  ^   •  (Zo  +  Z.) 

hat  und  nicht  etwa  den  Werth  g]/-^^.  (Z2  +  Z3).    Es  ergibt  sich 

^^3 
daher 

.     0}  db  03 

Si         _.  «n     Z2  ^Zg 

.Ol  Ä  *         2        ' 

sin- 

worin  Ä  irgend  einen  der  beiden  Werthe  von  |/^  '^  "l^  bedeutet. 

Ebenso  kommt  man  zu  der  zweiten  Formel  links  in  Nr.  10;  dass 
der  Werth  von  R  in  beiden  Formeln  derselbe  ist,  folgt  aus  dem 
Umstand,  dass  in  den  DELAMBRE'schen  Formeln  die  oberen  Vorzeichen 
angenommen  wurden.  Durch  Wiederholung  dieser  Schlussweise  ge- 
langt man  zu  den  beiden  Formeln  rechts  in  Nr.  10,  und  zu  der  Ein- 
sicht, dass  R  in  allen  Fallen  dieselbe  Grösse  bedeutet.  Jetzt  ergeben 
sich  durch  rationale  Operationen  die  Formeln  (11),  (12).  (Vgl.  S.  129.) 
Da  in  der  letzten  die  Auszeichnung  des  Index  1  verschwunden  ist, 
so  folgt,  dass  auch  in  den  zu  (10)  I  analogen,  mit  (10)11,  (10)111 
zu  bezeichnenden  Formeln   R  der   nämliche  Wurzelwerth   ist.     Die 

Formeln  für  sin  «^,  cos  «^,  tg  -^  ergeben  sich  nunmehr  ebenfalls  durch 

Tu 

rationale  Operationen;  denn  es  ist  z.  B. 

co8^L+^        sin"»  +  "» 


2  sin  Äo  2  ,  2 


sin  Qa  «1  '  .    a* 


k  +  W  +  h  —  kkh 
Um  schliesslich  noch  den  Werth  der  Grösse  M  zu  finden,  setzen 
wir  für  den  Augenblick 

J,=  y.Y,y,y..{^±-|-}. 

Er  wird  dann,  nach  §  2  (Nr.  4,  S,  \  30) 

*  -   (fl2  +  fl,^,)  +  (/,,  +  ^.).fl     (»-0,1,2,3). 
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Hier  sind  ouo  die  beiden  Sumoianden  des  Nenners  durch  Y^Z^ 
theilbar.     Man  findet  zunächst  ohne  Mühe 

/),  +  ^,  =  2A;y,z,. 

Um    die   Zerlegung   des   ersten    Factors    auszuruhren,    verbinde 
man  hiermit  die  auf  S.   144  angegebene  Identität,  wonach 

D2  ^  H'^iz,x,z,z,.  y.^  j.'  =  ir^-^  4i;y,i;y,,z,^ 

ist     Es  folgt 

H'  +  /J,  J,  =  2  Y,/,{i7y.z,  +  zj,z,z,  +  Y,Z,  V,l',} , 

u,  s.  f.,  also 


M  - 


Xft'^  >  0  ^  -h  V(,  Zj  Zj  Z3  +  Z(j  J\  1 2  F;j  +  A'd  .  R 


iVY^}\Y^Y^  Vz,yi^z^z^ 


Diese  Ausdrücke  führt  man  leicht  in  die  erste  der  unter  (13) 
angegebenen  Formen  über.  Die  zweite  Gestalt  von  M  ergibt  sich 
durch  eine  ganz  entsprechende  Ueberlegung.  Beide  Ausdrücke  ver- 
bunden führen  wieder  zur  Formel  (12),  womit  eine  werthvolle 
Controle  für  die  Richtigkeit  unserer  Rechnung  gegeben  ist.  — 

Natürlich  kann  man  die  aufgestellton  Formeln  noch  auf  manche 
andere  Art  controHren.     Es  scheint   nützlich,   wenigstens   noch   den 

Werth  von  tg^^>   der  aus  den  Formeln   (11)   hervorgeht,    mit  dem 

Werthe  deiselben  Grösse  zu  vergleichen,   der  sich  aus  den   Foriueln 
(9)   ergibt. 

Aus  (11)  folgt: 

^£0  _    %iau3  — 2Qij(-Vu  +  Ai)(A3  +JC^  -  4  '\  +  X,—X^—  X^ 
^8   ~   %,a,,  — 2aH{Ä,  +  A',)(A2  +  X0  +  4(A,  +  A\  — Xj^A^)« 
__    0^033  —  Uli  aia  —  %!  Qi$  —  8  Tt  ff 
''22 ^'-.la  —  «u  «12  — «ii  '*i:(  +  8  >'i  ß 
Soll  dieses  Ergebuiss  mit  den  Formeln  (9)   im  Einklang  stehen, 
so  muss  sich  aus  Zahler  und  Nenner  der  Faclur  Yi  abscheiden  lassen. 
In  der  That  ist 

Ö22«;cj  —  2 an  (ä;  +  X,)  {X.J  +  X;,) 

=  4y,y,(-y,^+F/+y/H-i7)  +  8i?i^.v,; 

es  wird  also 

„iS,  _      >; (-  >v + >?  +  yj'  +  >:i^}  +  2  »I  ta  y,  -  m 


>o{—  n^  + )',» -H  Y7'  +  y?)  4-  2  y,  >2  y,  + « « 
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Benutzt  man  jetzt,  um  statt  der  Grössen  Y^  die  Grössen  Z^  ein- 
zuführen, die  Umformung 

2Yo{- Yo^+  Y.^+  y,^+  y/}  +  4y,y,Y3 

=  4(Z,  +  Z3)ZoZj  +  K{Z,  —  Z,)Z^Z, 
=  4  —  Z^Z^Z'i  -{-  ZqZ^Z^  -j-  ZqZ^Z^  -|-  Z^^Z^Z^ß , 
so  findet  sich 

^^    ^ { ^1  ^ ^3  +  ^0 ^ ^3  +  ^0  ^3  ^i  +  ^0  ^1  ^} 

^2  —  Ä  +  {  — ZiZjZa  +  ^o^^  +  ^o^s^i+^o^i^}  * 
Dieses  Ergebniss  steht  in  der  That  im  Einklang  mit  den  Formeln  (9). 
Id  ähnlicher  Weise  kann  man  auch  die  Producte  zweier  der  Aus- 
drücke (9)  bilden  und  sie  mit  den  Formeln  (11)  vergleichen.  In 
diesen  Fällen  sind  im  Zähler  und  Nenner  Factoren  zweiten  Grades 
abzuscheiden;  die  auszuführenden  Rechnungen  sind  daher  ziemlich 
umständlich.  — 

Hervorgehoben  zu  werden  verdienen  noch  gewisse  Verbindungen 
der  aufgeführten  goniometrischen  Functionen,  aus  denen  die  Irratio- 
nalitäten wieder  herausfallen.  Solche  sind  die  Verhältnisse  der 
Grössen  sin «,.  und  die  der  Grössen  sin  a^,  die  Verhältnisse  der 
Grössen  cos  «^,  cos  a^,  und  die  Verhältnisse  der  DELAMBRE'schen  Aus- 
drücke (10);  die  Producte  U.lgs^,  i^.  tg  <y^,  u.  s.  w.  (Vgl.  I,  §  7, 
S.  114;  II,  §  4,  Nr.  7,  S.  139.)  — 

Auf  Grund  unserer  Formeln  lässt  sich  jede  goniometrische 
Function    der  Seiten    und  Winkel   eines    sphärischen  Dreiecks,    die 

rational  durch  die  Grössen  tg^,  tg^  ausgedrückt  werden  kann,  auf 
eine  einzige  Weise  in  die  Form  setzen 
A  +  A,.yYJJ,Y,  +  A,.yZ,Z,Z,Z,  +  A,.R 
+  B,.VYJJJ,  .  R  +  B,.yZoZ,Z,Z,.R 

-H  ^3 .  VYoYjj, .  yz,z,z,z,  +  c .  Vyjjj,  .  yz,z,z,z, .  r  , 

worin  die  Coefficienten  A,  B,  C  rationale  homogene  Functionen  der 
Parameter  X^  bedeuten.  Jede  identische  Relation  zwischen  solchen 
Functionen  verwandelt  sich  so  in  eine  Reihe  von  Identitäten  A  =  0, 
Ä  =  0,  C  =  0. 

Umgekehrt  kann  man  durch  Elimination  der  Grössen  X^  aus 
unseren    Formeln    zu    einer    unbegrenzten   Zahl    neuer    identischer 

Abk«ndl.  d.  K.  8.  Gesellicb.  d.  Wissensch.  XXXm.  4  4 
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Relationen  der  sphärischen  Trigonometrie  gelangen.     Als  Beispiel  für 
ehie  solche  Eliriiination  führen  wir  an  die  Formeln 


P  ^=  sin  ö,  i^^  cos  s^  —  2 cos  s^ 


77  ^  sin  Si  l^x  cos  a^  —  2  cos  g^  } 


(i  =   0,  1,2,  3). 


§  7- 
llniketirung  des  in  §  6  aufgestellteu  Satzes. 

Nicht  allein  die  Functionen  cos  a^,  cos  a^  lassen  sich  rational 
ausdrücken  durch  die  Substilulionscoetlicirnten  tt,>^,  sondern  es  ist 
auch  das  Umgekehrte  der  Fall;  denn  die  Grössen  a^^  hSingen  rational 
ab  Ton  den  Parametern  X,,  diese  von  den  Producten  IJ^  oder  A^A^, 
uihI  diese  wieder  von  den  Cosinus  der  Seiten  und  Winkel  (§  4  Nr,  4), 

Hequemer  kann  man  die  Verhüll nisse  der  Grössen  üi^  (auf  die 
es  allein  ankommt)  unmittelhar  aus  den  Formeln  (3)  und  (4)  des 
§  6  berechnen.     Die  Formeln   (3)   liefern  zunächst  die  Proportion 

du  :  0^2  •  ^^^  =  ^^^  ^2  •  ^^^  ^3  •  sin  a^ .  sin  a^  :  sin  Oi .  sin  02, 
worin  man,  mit  Hülfe  des  Cosinussatzes,  statt  der  Grössen  sin  a,  auf 
rationale  Weise  die  Grössen  cos  a^,  cos  a,  einführen  kann*  Hierauf 
ergeben  sich  aus  den  Formeln  (4)  die  V'erhältnisse  der  neun  Grössen 
Oit  .  ,  .  «33 .  Um  dem  Ilesoltat  eine  in  Bezug  aul  Seiten  und  Winkel 
symmetrische  Gestalt  zu  ertheilen,  führen  wir  die  Bogen  Aj,  A2,  A^ 
ein,  die  die  Ecken  des  gegebenen  Dreiecks  mit  den  entsprechenden 
Ecken  seines  Polardreiecks  verbinden  (die  Complemente  der  ffö/ie« 
des  Dreiecks).     Ihre  Cosinus  sind  gegeben  durch  die  Formeln 

P  n 


(i) 


cos  hi  ^ 


sm  iii 


sm  ai 


Jetzt  können  wir,  als  Umkehrung  des  in  §  6  formulirten  Tlieorems, 
den  Satz  aussprechen: 
Die  Grössen 

cos  Aj  cos  A3 .  cos  a^     cos  A^ .  cos  «^ 

(2)  i        cos  A3 .  cos  «3  cos  A^  cos  A,  .  cos  a^ 

cos  Aj  .  cos  Oj     cos  Ai .  cos  «1  cos  A^ 

sind  proportional  den  Coefficienten  einer  orthogonokn  Substitution, 
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Bei  unserer  homogenen  Schreibweise  haben  die  Substitutions- 
coefficienten  a,^  überhaupt  nur  die  Bedeutung  von  Verhältnissgrössen; 
wir  hätten  daher  statt  »proportional«  auch  sagen  können  »gleich«. 
Um  indessen  durch  die  Bezeichnung  sichtbar  zu  machen,  dass  die 
in  den  Formeln  (2)  auftretenden  Substitutionscoefficienten  nicht  ge- 
radezu identisch  sind  mit  den  bisher  gebrauchten  Grössen  a^^ ,  wollen 
wir  die  Ausdrücke  (2)  der  Reihe  nach  gleich  raji,  Tai2,  .  .  .  tu^^ 
setzen,  indem  wir  mit  r  einen  allen  gemeinsamen  Proportionalitäts- 
factor  bezeichnen. 

Der  erste,  in  den  Formeln  (2)  nicht  vorkommende  Coefficient 
wird  jetzt  natürlich  tüqq  zu  benennen  sein.  Für  ihn  liefern  die 
Formeln  (9),  §  5  (S.  1 42)  neun  verschiedene  Ausdrücke,  deren  Gleich- 
heit man  durch  leichte  Rechnungen  bestätigt: 

(3)     Tttoo  =  sin  üi .  sin  a,  —  cos  a,. .  cos  a^ .  cos  Ä,     (t  =   1,  2,  3), 


(*) 


sin  Ol  sin  a^  .  cos  aj  cos  03  -r-  cos  h^  .  cos  «^  - 

TAaa    —  U.  S»   i*. 

""  cos  Ui 

sin  ttj  sin  a^  .  cos  «2  ^s  «3  —  cos  h^  .  cos  04  - 

'^^oo    -""  U«  S.  I. 

^  cos  «1 


Man  kann  den  Werth  von  tUqq  auch  leicht  in  eine  in  Bezug 
auf  Seiten  und  Winkel  symmetrische  Gestalt  überführen.  Es  ist 
nämlich  nach  der  ersten  Formel 

sin  «1  (    .  2  .  .  )  • 

TÜQQ  =  — — -   sm-*  aj  —  sm  02  sm  a^ .  cos  a^  cos  aA  ; 

hierfür  aber  kann  man  wegen  des  Cosinussatzes  auch  schreiben 
(5) 


^  ^00  =  -p-  (1  —  cos  üi  COS  02  cos  a-i) , 


'T^OO    =    Jj     (^  cos  «1  cos  «2  cos  «3)  . 

Aus  diesen  Gleichungen   ergibt  sich    durch   Division   aufs    Neue   die 
Formel  (7),  §  1    (S.  126),  andrerseits  durch  Multiplication 

(6)     TOoo  =   V{^  —  cos  aj  cos  02  cos  a3)(1  —  cos  a^  cos  «j  cos  «3). 

Auf  Grund  dieser  Sätze  verwandeln  sich  alle  Relationen  zwi- 
schen den  Coefficienten  einer  orthogonalen  Substitution  in  Formeln 
der  sphärischen  Trigonometrie.  So  leiten  wir  aus  den  Formeln  (8), 
§  5  (S.  142),  von  Neuem  die  Formeln  (9),  §  1,  her,  und  ebenso  führen 
uns  die  Formeln  (7)  zu  den  Relationen  (5)  des  §  1   zurück. 

44» 
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§  8- 
Die  desmiscben  Tetraeder. 

Da  bei  der  Darstellung  der  sphärischen  Dreiecke  durch  die 
Parameter  X,  nur  deren  Verhältnisse  von  Bedeutung  sind,  so  liegt 
es  nahe,  diese  Grössen  als  homogene  Coordinaten  eines  Punktes  im 
dreifach  ausgedehnten  Räume  zu  deuten.  Wir  gelangen  so  zu  einer 
Abbildung  der  Mannigfaltigkeit  aller  sphärischen  Dreiecke  auf  den 
Punktraum,  deren  Studium  uns  nunmehr  beschäftigen  soll.   — 

Um  eine  bestimmte  Vorstellung  zu  gewinnen,  fassen  wir  ^,  ^,  tt 

-Ao      Äq     Ao 

als  gewöhnliche  rechtwinklige  Coordinaten  auf.  Wir  treffen  damit 
eine  Festsetzung,  die  um  so  näher  liegt,  als  ja  X^  von  vorn  berein 
den  numerischen  Werth  Eins  hat,  wenn  wir  von  einem  gegebenen 
Dreiecke  ausgehen. 

Die  Gleichungen  Y,  =  0  und  Z,  =  0  stellen  jetzt  die  Seiten- 
flächen zweier  regulärer  Tetraeder  vor,  die  einem  Würfel  einge- 
schrieben sind,   dessen   Ecken   die   Coordinaten  -f-  1    haben.     (Vgl. 

Fig.  9.  Man  denke  sich  etwa  die  positive  ^r-Axe  nach  rechts,  die 
^^-Axe  nach  vorn,   die  ^-Axe  nach  oben  gerichtet.) 


3 

r 

,«»' 

^-"^'v.     ■' J 

^I^^K.  .  ;.;!7' 

IM 

^hä. 

'jjt^ 

&i^^' 

l^ 

•A 

Fig.  9. 

Diese  Tetraeder,  die  wir  kurz  als  das  Y-  und  das  Z-Telraeder 
bezeichnen  wollen,  bilden  zusammen  mit  dem  Coordinaten tetraeder, 
dem  »X-Tetraedero,  eine  merkwürdige  Figur,  die  unter  dem  Namen 
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der  desmischeti  Tetraeder  bekaont  ist.  Wir  stelle d  ihre  wichligsten 
EigeDscbattea,  soweit  wir  sie  braucheo,  kurz  zusammen,  indem  wir 
wegen  breiterer  Ausführung  auf  die  bereits  ziemlich  auisgedehnte 
Literatur  des  Gegenstandes  verweisen^). 

Wie  die  Gleichungen  (5)  des  §  5  zeigen,  gehörco  alle  drei 
Telraeder  demselben  Büschel  von  Flächen  4,  0.  an,  sogenannten 
desmischen  FlUchen.  Durcfi  jede  Gerade,  in  der  sich  zwei  Seiten- 
fliicbeu  zweier  dieser  Tetraeder  treffen,  geht  auch  eine  FUiehe  des 
drillen  Tetraeders,  so  dass  die  Schnittlinien  der  genannten  Flüchen 
im  Ganzen  nur  16  gerade  Linien  bilden.  Von  diesen  verlaufen  in 
unserem  Falle  12  im  Endlichen;  sie  bilden  die  Kanten  des  Octaeders, 
in  dem  sich  das  Y-  und  das  Z-Tetraeder  durchdringen ;  die  übrigen 
vier  gehören  der  unendlich  fernen  Ebene  an.  Wie  man  sieht,  gehen 
diese  sechzehn  Geraden  12 mal  zu  vieren  durch  einen  Punkt:  es 
sind  das  dieselben  1  2  Punkte,  in  denen  sieh  gleichzeitig  drei  Kanten 
von  je  einem  der  desmischen  Tetraeder  trelTen.  Jedes  der  drei 
Tetraeder  enlhält  alle  16  Geraden,  die  Basislinien  des  genanntea 
Büschels. 

Ebenso,  wie  die  Flüchen  der  drei  Tetraeder  zu  dreien  sich  in 
denselben  16  Geraden  schneiden,  so  liegen  die  Ecken  zu  dreien  auf 
4  6  Geraden  —  den  Kanten  und  Diagonalen  unseres  Würfels*  Die 
Figur  dieser  16  Geraden  hat  die  dualistischen  Eigenschaften  der 
zuerst  genannten;  sie  verlheiien  sich  12 mal  zu  vieren  auf  eine 
Ebene,  u.  s.  w. 

Die  12  Kanten  der  drei  Tetraeiier  lassen  sich  noch  auf  eine 
zweite  Art  zu  drei  desmischen  Tetraedern  verbinden,  d,  h.  zu  einer 
Figur  zusammenfügen,  die  im  Sinne  der  projecliven  Geometrie  ganz 
dieselben  Eigenschaften  hat,  wie  die  zuerst  betrachtete  Figur  dreier 
desmischer  Tetraeder.  Diese  zweite  Reibe  desmischer  Telraeder  ist, 
bei  unserer  Bezeichnungsweise,  den  drei  Indices  1,  2,  3  zugeordnet; 


f)  Stkphanös,  Böllelin  des  Sciences  Malli^maliques,  H.  ser.  L  3  (1879) 
p.  414.  Vehonbsb,  Mem.  d.  r.  Acc.  dei  Lincei  1880  v.  IV.  Schrötbr,  Zeilschr. 
l  Halb.  u.  Phys.,  Jahrg.  28,  S.  (78.  Crelltj's  Journal  f.  müu  Bd.  93,  S.  i69. 
Übte,  Acta  Mathematica,  Bd.  I,  S.  97.  Uess,  Mallu  Ann.  Bd.  28,  S.  167.  Caspary, 
Math.  Aqd.   ßd.  29,   S.  584. 

Der  Leser  wird  übrigens  am  besten  Üiun,  sieb  die  Ein/,clbcilcn  der  im 
Teile  Äuin  Theil  nnr  angedeuteten ,  übrigens  ganz  einfachen  Verbällnisse  selbst 
klar  zu  machen. 
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die  Ebenen  ües  ersten  z.  B.  werden  erhallen,  wenn  man  die  io  den 
Formeln  (1 0)  I,  §  6 ,  auf  den  rechten  Seiten  stehenden  Ausdrücke 
gleich  Null  setzt:  ihre  Gleichungen  sind 

X,  +  Xj  =  0,       X,  +  X3  =  0. 

jedes  dieser  Tetraeder  hat,  in  uosorem  Falle,  zwei  unendlich  ferne 
Ecken.  Man  kann  sich  von  ihnen  und  von  ihrer  gegenseitigen  Lage 
eine  deutliche  Vorstellung  machen,  wenn  man  sich  der  Gestalt  eines 
Sägebocks  erinnert     Bei   dem    Tetraeder  z.  B.,   dessen  Gleichungen 

wir  soeben  angeschrieben  haben,  ist  die  ^-Axe  der  Querbalken  des 

Sägebocks;  die  beiden  Kreuze  an  den  Enden  werden  dargestellt 
durch  die  Kante  Ol  des  V-Tetraeders  und  die  Kante  23  des  Z-Tetra- 
eders,  und  durch  die  Kante  23  des  Y-Tetraeders  und  die  Kante  01 
des  Z-Tetraeders.  (Vgl.  Fig.  9,)  Solcher  Sägeböcke  kann  man  drei 
in  unseren  Würfel  hineinstellen;  und  diese  bilden,  nach  Hinziifügung 
der  unendlich  fernen  Kanten,  die  Tetraeder  der  zweiten  Reihe.  Die 
Ecken  dieser  Tetraeder  sind  die  oben  erwiduUen  12  Punkte.  Die 
Beziehung  zwischen  den  beiden  Reihen  desmischer  Tetraeder  ist, 
im  Sinne  der  projectiven  Geometrie,  vollkommen  wechselseitig. 

Die  Figur  der  desraischen  Tetraeder  ist  vollständig  bestimmt 
durch  eines  unter  ihnen  und  eine  Ecke  (oder  Fläche)  eines  zweiten. 
Nehmen  wir  z.  B,  an,  es  sei  das  Y-Tetraedei  gegeben  und  die  Ecke 
0  des  X*-Tetraeders.  Dann  ents|Hechen  die  Ecken  1,  2,  3  des 
X-Telraeders  der  Ecke  0  in  den  drei  involutorischen  collinearen 
Transfoimationen  (von  H.  Wirner  so  genannten  Spiegelunfien) ,  die 
durch  die  Paare  gegenüberliegender  Kanten  des  Y-Telraeders  be- 
stimmt sind.  Hierauf  findet  man  die  Ecken  des  Z-Tetraeders,  indem 
man  etwa  das  Y-Tetraeder  z.  B.  der  perspectiven  involutorischen 
collinearen  Transformation  unterwirft,  deren  Mittelpunkl  die  Ecke  0 
und  deren  Ebene  die  Ebene  0  des  X-Tetraeders  ist  (in  unserem 
Falle  ist  dies  die  Spiegelung  am  Anfangspunkt  der  Coordinalen), 

Da  man,  um  eine  collineare  Transformation  des  Baumes  zu  be- 
stimmen, gerade  fünf  Punkten  fünf  andere  zuordnen  kann,  so  kann 
ohne  Weiteres  geschlossen  werden,  dass  die  Figur  der  drei  des- 
misclien  Tetraeder  durch  eine  Gruppe  non  576  eolUneartm  Tranafor- 
muiioneu  in  sich  selbst  übergeführt  wird*    Diese  Gruppe  ist  für  unsere 
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Untersuchung  von  Wichtigkeit,  Wir  bezeichnen  sie,  nach  der  Zahl 
ihrer  Substitutionen,  mit  G575*  Von  ihren  zahlreichen  Untergruppen 
heben  wir,  mit  Rücksicht  auf  das  Folgende»  nur  wenige  hervor,  die 
wirj  soweit  überhaupt  eine  besondere  Benennung  nöthig  erscheint, 
ebenfalls  nur  nach  der  Zahl  ihrer  Substitutionen  in  der  Bezeichnung 
unterscheiden  wollen. 

Eine  Gruppe  Ci^,^•2  ist,  als  Untergruppe  von  G^;^,  dadurch  definirt, 
dass  das  X-Tetraeder  als  Ganzes  in  Ruhe  bleibt* 

Eine  Gruppe  G^f,  ist,  als  Untergruppe  von  G^j^  und  Gjjyj,  dadurch 
bestimmt,  dass  sowohl  das  X-Tetracder,  als  auch  das  Y-  und  das 
/-Tetraeder  jedes  einzeln  in  sich  übergeführt  werden  soll.  Diese 
Gruppe  ist  eine  invariante  Untergruppe  (S.  107,  Anm.)  der  beiden 
vorigen.  Bei  ihr  werden  die  drei  Tetraeder  der  zweiten  Reihe  noch 
in  allgemeinster  Weise  unter  einander  vertauscht.  Hult  man  aber 
auch  diese  Tetraeder,  jedes  einzeln,  fest,  so  entsteht  eine 

Gnippe  Gie,  die  in  allen  vorhergehenden  als  invariante  Unter- 
gruppe enthalten  ist.  Diese  Gruppe  ist  also  dadurch  deBnirt,  dass 
alle  Tetraeder  beider  Reihen  einzeln  in  Huhe  bleiben.  Sie  wird, 
wie  man  leicht  erkennt,  von  involutoriscken  Transformationen  gebildet, 
sogenannten  geschaart-involutorischen  Collineationen.  Abgesehen  von 
der  identischen  Transformation,  die  nur  im  uneigentlichen  Sinne  eine 
involutorische  Transformation  genannt  werden  kann,  sind  dies  die 
neun  involutorischen  collinearen  Transformationen  j  deren  Axen  von 
je  einem  Paar  vun  Gegenkanten  der  desmischen  Tetraeder  (erster 
oder  zweiter  Reihe)  gebildet  werden  (»Spiegelungen«  an  diesen 
Kantenpaaren},  und  sechs  weitere,  aus  jenen  zusaomienzusetzende, 
mit  conjugirt-imaginären  Axen.  —  Von  den  Untergruppen  dieser  Gruppe 
Gfti  heben  wir  nur  hervor: 

a)  die  Gruppe  der  Spiegehingen  an  den  Kantenpaaren  des  X- 
Tetraeders,  also  die  von  vier  Transformationen  gebildete  Lintei'gi'uppe 
von  Giu,  bei  der  sämmlliclie  Ecken  des  Ä-Telraeders  einzeln  in  Ruhe 
bleiben,  b)  und  c)  die  in  lUmücher  Weise  aus  dem  Y-  und  dem 
Z-Tetraeder  abzuleitenden  Gruppen.  — 

Die  anahjtische  IhirsieUumj  aller  der  aufgezlildten  Gruppen  ist 
sehr  einfach.  Für  die  Giuppen  Gf,,^,  G^^  und  G^^  ist  sie  dieselbe, 
mögen  wir  nun  das  X-  oder  das  V-  oder  das  Z-Tetraeder  zu  Grunde 
legen*    für  die  Gruppen  G^^g  und  G^^  behJ:Ut  sie  überdies  auch  beim 
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Uebergang  zu  den  Tetraedera  zweiter  Art  ihre  Form  bei.  Wählen 
wir  das  X-Tetraedcr,  so  erhalten  wir  die  Transformationen  vonGj^j, 
wenn  wir  für  X«\  X/,  X^ ^  X.'  der  Reihe  nach  die  Werthsysteme 

+  X,,  +  J„  ±  I,,  +  J, ; 

setzen,  mit  der  Bestimmung,  dass  die  Zahl  der  negativen  Vorzeichen 
in  jedem  Falle  gerade  sein  soll.  Die  Gruppe  G^^  geht  daraus  her- 
vor, wenn  wir  niclit  nur  die  angeschriebenen  vier,  sondern  alle 
vierundzwanzig  Verlaoschungen  des  Indices  0,  1,  2,  3  zulassen; 
die  Gruppe  C,f,2  entsteht,  wenn  wir  noch  den  Vorzeichenwechsel 
einer  einzelnen  der  Grössen  X^  hinzufügen;  zu  der  Gruppe  (r^j^  end- 
lich gelangen  wir,  wenn  wir  alte  diese  Transfonualioneii  verbinden 
mit  einer  Transformalion,  die  aus  den  Formeln  (3),  §  5  (S.  Mi)  durcl» 
Substitution  von  X/  an  Stelle  von   F,  (oder  /,)  entsteht. 

Unterwirft  man  einen  beliebigen  Punkt  des  Raumes  den  Trans- 
formationen einer  der  besprochenen  Gruppen^  so  nimmt  er  in  den 
einzelnen  Fällen  576,  192,  96,  16  verschiedene  Lagen  an,  wenn 
er  nicht  von  vorn  herein  eine  besondere  l^age  hat.  Von  den  so 
entstehenden  Contigurationen  ist  bis  jetzt  wohl  et^t  die  letzte  und 
einfachste  genauer  untersucht  worden,  die  nach  ihrem  Entdecker  so 
genannte  Kummer' sehe  Conßguraiion.  —  Wir  haben  keine  Veranlassung, 
im  gegenwärtigen  Zusammenhange  auf  die  meikwtlrdigen  Eigen- 
schaften dieser  Figur  nilher  einzugehen,  die  ohnehin  ja  auch  als  ziem- 
lich bekannt  gelten  können;  doch  musste,  um  des  Folgenden  willen, 
ihr  Auftreten  hier  Erwähnung  finden.    — 

Greift  man  aus  den  Gegenkantenpaaren  der  desmischen  Tetra- 
eder irgend  zwei  heraus,  die  sich  nicht  schneiden,  was  auf  18  Arien 
geschehen  kann,  so  liegen  diese  immer  auf  einer  Fläche  2,  Ordnung. 
Jede  so  bestimmte  Fläche  kann,  ihren  beiden  Scliaaren  von  geraden 
Linien  entsprechend,  zweimal  auf  diese  Art  erzeugt  werden;  es  ent- 
stehen daher  nur  neun  verschiedene  Fllichen.  Analytisch  werden  diese 
bemerkenswerther  Weise  dadurch  dargestellt,  dass  man  die  neun 
Substitulionscoeflicienlen  öh  .  .  *  «u,  als  Functionen  der  X^  betrachtet, 
gleich  Null  setzt.  Fügt  man  noch  die  zwar  mit  einem  reellen  Polar- 
system,  aber  nicht  mit  reellen  Punkten  begabte  Flüche  a^^  ^^  0  hinzu, 
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die  uQserc  säranitlichen  sechs  Tetraeder  zu  Poltetraedern  hat,  so  hat 
man  damit  die  aus  der  Lioiengeometne  bekannlen  10  Fumlamentul' 
flächen.  Wir  gehen  auf  die  Eigenschaften  auch  dieser  Figur  (die 
übrigens  aus  den  aufgestellten  Formeln  sehr  leicht  abgelesen  werden 
können)  nicht  niiher  ein,  und  bemerken  nur  noch,  dass  innejhalb 
des  ganzen  Systems  die  Fläche  ö^^  =^  0  nur  durch  ihre  RealiilUS' 
eigenschaff  ausgezeichnet  ist,  dass  also  von  einem  gewissen  Stand- 
punkte aus  alle  zehn   Fliiclien  als  gleichberechtigt  erscheinen'). 

§9. 

AhliildHng  der  Mannigfalt^keit  aller  Hpliärisehe»  Dreiecke 
auf  den  PunktrauDi. 

Betrachten  wir  nunmehr  die  zu  Anfang  des  §  8  erwiüiüte  Ab- 
bildung der  sphärischen  Dreiecke  auf  die  Punkte  X^^  :  X^  :  X^  :  X^  des 
dreifach  ausgedehnten  Raumes  genauer^  so  bemerken  wir,  dass  zwar 
jedem  reellen  sphärischen  Dreieck  ein  reeller  Raumpunkt,  keines- 
wegs aber  umgekehrt  einem  reellen  Punkt  immer  ein  sphärisches 
Dreieck  mit  reellen  Seiten  und  Winkeln  entspricht.  Wir  wollen  ver- 
suchen, von  den  RealitHtsverhäUnissen  unserer  Abbildung  eine  An- 
schauung  zu  gewinnen.  Offenbar  sind  vier  Fälle  zu  unterscheiden, 
die  wir  aufzühlen  und  einzeln  behandeln  müssen. 

[Dreiecke  mit  reellen  Seiten  und    Winkeln). 

Ist  ein  System  der  Grössen  X^  gegeben,  das  den  Bedingungen  I 
genUgt,  so  kann  man  daraus  immer  ein  anderes  von  derselben  Eigen- 
schaft ableiten,  bei  dem  sämmtliche  Grossen  Y,  und  sämmtliche 
Grössen  Z,  einzeln  positiv  sind.  Wenn  nämlich  unter  den  Grössen  Y( 
negative  vorkommen,  so  ertheile  man  diesen  das  entgegengesetzte 
Vorzeichen,    Hierdurch  wird  das  Bestehen  der  beiden  Ungleichungen 


i]  Den  Leser^  der  sich  über  die  hier  nur  flüchtig  berührlen  Gegenstände 
genauer  zu  iinlerrtcblen  wünscht,  verweisen  wir  auf  die  in  den  Math,  Annalen 
erschienen  Original*irboiten  der  Herren  F.  Klein  uud  Roiin^  wozu  noch  die  erwiihnle 
Literalur  über  deSTUische  Tetraeder  komml.  VgL  ausserdem  Reichardt,  Äcla 
Lcopuldina,  Bd.  50  (1887),  S.  377  u.  ff»,  sowie  eine  Arbeit  des  Verfassers,  Sitzber. 
der  K.  Sachs,  Ges.  d.  W.    1892,   S.  m  u,  ff. 
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l  nicht  gestört,  wie  man  aus  den  Formeln  (2)  des  §  5  (S.  1 40)  leicht 
entnehnien  kann.     (Vgl  auch  §  11,  S.  167,  Nr.  4,  2,) 

Jetzt  aber  sind  die  Grössen  Z,  ebenfalls  säirimtlich  positiv  ge- 
worden. Denn  es  könnte,  nach  den  letzten  Ungleichungen,  höchstens 
eine  von  ihnen  negativ  sein  (nämlich,  wenn  etwa  Y^,  ^  y^,  \\  ^  Y^, 
Yq  ^  Yi  angenomiuen  wird,  die  Grösse  Z^),  was  wegen  der  zweiten 
Ungleicheng  I  unmöglich  ist. 

Die  Punkte  des  Raumes  nun,  deren  Coordinaten  den  Bedingungen 
yi]]>0,  Z;  ^  0  genügen,  erfüllen  das  Innere  des  regulären  Octa- 
eders,  dessen  BegrenzungsflUchen  die  Ebenen  Y^  =  0,  Z^  =:  0  sind. 
Sie  bilden  eine  zusaramenhäogende  Mannigfaltigkeit.  Aus  dieser 
entstehen  sodann  drei  andere,  die  im  Sinne  der  projecliven  Geometrie 
ebenfalls  als  Octaeder  zu  bezeichnen  sind,  wenn  wir  die  angegebenen 
Vorzeiclienw^echsel  von  Neuem  vornehmen»     So  erkennen  wir: 

Die  Ptmkte  des  Raumes^  die  bei  unserer  Abbildung  den  Dreiecken 
mit  reellen  Seiten  und  Winkeln  entsprechen,  erfülkn  vier  geiremUe  Ge- 
biete, die  nur  in  zwölf  Punkten,  nämlich  m  den  Ecken  der  desmischen 
Tetraeder  der  zweiten  Reihe,  zusammenhängen.  Jedes  dieser  Gebiete 
besteht  aus  den  Punkten  im  Inneren  eine^  Octaeders^  dessen  acht  Be- 
grenzungsebenmi  Flächemtücke  des  Y-  und  des  Z-Tetraeders  sind. 

Hei  unserer  besonderen  Annahme  über 
die  Lage  der  desmischen  Teiraeder  ist  eines 
der  genannten  Oclaeder   re(julär.      Die  drei 
anderen  sind  Doppelpuramiden^  deren  vier- 
eckige Basis  der  unendlich  fernen  Ebene  an- 
gehört^ und  deren  Scheiiel  je  zwei  gegenüber- 
liegende Ecken  des  regulären  Octaeders  sind. 
In  den  genannten  zwölf  Uebergangs- 
punkten  setzen  sieh  die  FUichen  der  dort 
zusanimeustossenden    Octaeder     wie    die 
beiden  Müntel  eines  Kegels  in  einander  fort. 
Fig.    10   verdeutlicht   die   gegenseitige  Lage  der   vier  Octaeder, 
Die  an  das  reguläre  Octaeder  angesetzten  Pyramidenstumpfe  sind  ins 
Unendliche  erweitert  zu  denken;    je  zwei   gegenüberliegende   bilden 
zusammen  eines  der  drei  anderen  Octaeder. 

Bezeichnen  wir  die  vier  Octaeder  mit  [0],  [1],  [2],  [3],  so  er- 
kennen wir  leicht,    dass   den  Punkten  im  Inneren   des  Oclaeders  [x] 


Fig.  4  0. 
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Dreiecksgestalten  zugebören,  denen  nach  der  in  §  2  des  ersten  Ab- 
schnittes eingeführten  Bezeichnung  der  Index  x  zukommt.  Welche 
der  vier  zu  einem  gegebenen  Index  gehörigen  Dreiecksgestalten  man 
vor  sich  hat,  darüber  entscheidet  das  Vorzeichen  der  Quadratwurzeln 
yiJJ^Y^  und  VZ^Z^ZJ^  nach  folgendem  Gesetz: 
Das  Dreieck  hat  die  Gestalt 


(A,A,),  wenn  VZ,Z,Z,Z,yQ,  VY.YJJz  >  0  , 

(A,a;),  wenn  V  Z,Z,Z,Z,y  Q  ,  VYJJ^^z  <  0  , 

(A;a,),  wenn  VZ,Z,Z^Z,  <0,  VMJJJ,  >  0  , 

(A;a,')  ,  wenn  VZ,Z,Z^Z,  <  0  ,  VYJJJI  <  0  . 

In  der  That,  im  Falle  [0]  ist  a^  >  0 ,  «22  >  0  ?  %3  ]>  0  >  aJso, 
nach   Reduction   der  Seiten   auf  das   Intervall   zwischen  0  und  27r, 


Q  <^ai<^n  oder  tp  <^  a^  <^  2  tt ,  je  nachdem   yZ^Z^Z^  ^  0  oder 
<  0  ist. 

Im  Falle  [1]  dagegen  hat  man  Z^,  Z^  <  0,   Zj,  Zjg  0,   also 
«11  ]>  0 ,  022  <C  Ö ,  a33  <[  0  ;    es  wird  daher 

0  <[  Ol  <^  7r<^  02,    O3  <^  27r  oder  0  <[  O2,  O3  <[  tt  <^  o^  <]  2?^, 

je  nachdem  YZ^Z^Z^  ^  0  oder  <[  0  ist.     Ebenso  ergibt  sich  die 
entsprechende  Behauptung  für  die  Winkel. 

II.  yoY,Y2y3<o,   z,z,z,z,yo. 

{Dreiecke  mit  reellen  Seiten  und  rein  imaginären   Winkeln^). 

Eine  leichte  Discussion  zeigt,  dass  durch  die  Ungleichungen  II 
sechzehn  getrennte  Raumgebiete  definirt  sind,  deren  jedes  die  Ge- 
stalt eines  Tetraeders  hat.  Jedes  von  ihnen  legt  sich  mit  einer  seiner 
Seitenflachen  an  eines  der  unter  I  beschriebenen  Octaeder  an.  Ins- 
gesammt  überdecken  sie  auf  diese  Weise  gerade  die  Hälfte  der 
32  Octaederflächen.  Die  1 6  Tetraeder  ordnen  sich  zu  vieren  in  vier 
Gruppen,  in  deren  jeder  je  zwei  Tetraeder  längs  einer  Kante  (einem 
Kantenstttck  des  Z-Tetraeders)  zusammenhängen.  Die  einzelnen  Gruppen 
entsprechen  den   Indices  0,  1,  2,  3.     Innerhalb  der    ersten  Gruppe 


f)  Wir  sagen  der  Kürze  balber,  eine  Winkelgrösse  sei  rein  imaginär,  wenn 
sie  sich  von  einer  im  gewölmlichen  Sinne  des  Wortes  rein  imaginären  Grösse  nur 
HIB  VielliM^he  von  tTt  unterscheidet. 
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z.  B.  besteht  ein  Tetraeder  aus   dem    Stück   des  Z-Tetraeders,  das 
von  der  Ebene  Y^  =  0  abgeschnitten  wird: 

Z,>0,  Z,>0,  Yo<0,  Y,>0    (i  =  1,2,3). 

Die  drei  anderen  legen  sich  an  die  drei  freien  Kanten;  sie 
haben,  bei  unserer  besonderen  Annahme  über  die  Lage  der  desmi- 
sehen  Tetraeder,  je  zwei  Ecken  im  Unendlichen.  (Vgl.  die  Fig.  1 1 , 
in  der  jedoch  das  Y-Tetraeder  mit  dem  Z-Tetraeder  vertauscht  ist.) 
—  Nun  haben  wir  in  §  2  des  ersten  Abschnittes  32  Typen  nicht 
construirbarer  sphärischer  Dreiecke  mit  reellen  Seiten  kennen  gelernt, 
die  sich  in  bestimmter  Weise  zu  Paaren  B^^,  ß^^  zusammenordnen 
lassen.  Jetzt  zeigt  sich^  dass  diese  sechzehn  Paare  unseren  sechzehn 
Raumgebieten  entsprechen^  und  dass  die  beiden  Typen  desselben  Paares 
durch  das  Vorzeichen  der  Quadratwurzel  VZ^Z^Zj^Z^  getrennt  werden. 

Man  erhält  nämlich  allgemein  einen  Typus  £^«,  wenn  man  das 
positive  Vorzeichen  wählt,  und  den  entsprechenden  Typus  B\^^  wenn 
man  zum  negativen  Vorzeichen  übergeht. 

Beschränken    wir    uns    der    Kürze    halber    auf    die    Annahme 


yZ^ZiZ^Z^^  0,  so  ergibt  sich  die  Zuordnung  zwischen  den  16  Tetra- 
edern und  den  1 6  Dreieckstypen  Ä,,  wie  folgt. 
Es  sei  zuerst 

fZ,>0,  Z,>0,  Z2>0,  Z,>0, 
1Yo<0,  Y,>0,  Y2>0,  Y3>0, 

SO'  ist  ttii  ^  0 ,  022  ^  0 ,  033  ^  0 ;  es  wird  also ,  wegen  des  an- 
genommenen positiven  Vorzeichens  der  Quadratwurzel,  0  <^  a^  <^  7t 
(i  =  1,  2,  3);  hält  man  nun  die  Formeln  (7)  des  §  6  mit  den 
Definitions-Ungleichungen  der  Typen  B^^  (S.  96)  zusammen,  so  sieht 
man,  dass  den  Punkten  im  Inneren  des  gewählten  Tetraeders  Dreiecke 
vom  Typus  Bqq  entsprechen.     Ebenso  ergibt  sich  bei  der  Annahme 

f  Zo  >  0  ,  Z,  >  0  ,  Z2  >  0  ,  Z3  >  0  , 

lYo>0,  Y,<0,  Y2>0,   Y3>0 
der  Typus  ßoi,  u.  s.  f. 
Sei  ferner 

j  Z,  >  0  ,  Z,  >  0  ,  Z2  <  0  ,  Z3  <  0  , 

1Yo<0,  Y,>0,  Y2>0,  Y3>0, 
so  wird  Oll  >  0 ,  O22  <[  0  ?  Ö33  <C  0  5  und  daher  0  <^  Oj  <^  tt  <<  Oj, 
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a,  <^  2}r.    Es  entstebeD  Dreiecke  vom   Typtis  ß,,.    Ebenso  Tuhrl  die 
Anaahme 

I  Z,  >  0  ,  2,  >  0  ,  Z,  <  0  ,  Z,  <  0  , 
Y«>0,   V,<0,  V,>0,  Y3>0 

auf  den   Tijpm  lt^^^^  uod  die  Annahme 

z,  >  0 ,  z,  >  0 ,  z,  <  n ,  z,  <  0 , 

je  nach  der  Geltung  der  oberen  oder  unteren  Zeichen,  auf  den  Typus 
Äj3  oder  den   Typus  ßi^. 

Aus  den  aiifgezcUilleu  Flilton  leittH  man  leicht  alle  übrigen  ab. 
Z.  B.  dem  Quatlrupel  von  Tetiaedern,  tlas  dem  Index  0  zugeordnet 
isl  (S.  oljeu  S.  16Ü)*  entsprechen  die  Dreieckstypen  1/,^^,  /f|j,  D.^^t  Aw' 

~~  III.     YJJJ,  >  0  ,     ZJ,Z,Z,  <  0  , 

[Dreiecke  mit  reellen    Winkeln  und  rein  imayimiren  Seiten). 

Dieser  Fall  bietet,  für  sich  allein  betrachtet,  dem  vorigen  gegen- 
aber  nichts  Neues  dar*  Auf  ihn  bezieht  sich  die  Figur  1 1 ,  die 
durch  stark  ausgezogene  Linien  die  beiden  Tetraeder 

I  y,>o,  y»>o,  y^so,  y,  so, 

\Z„<0,  Zi>0.  Z2>0,  z,  >o 

zur  Anschauung  bringt. 

Die  sechzehn  durch  die  Unglei- 
chungen III  definirten  Tetraeder  hängen 
mit  den  unter  II  betrachteten  nur  in 
Linien  und  Punkten  zusammea.  Beide 
zusammen  überdecken  die  Flächen  der 
vier  Octaeder  I  vollständig, 


Fig.  14. 


IV.     YJJJ,<:o,     Z,Z,Z,Z,<:0^ 
{Dreiecke  mit  rein  imaginären  Seiten  und   Winkeln), 

Die  Ungleichungen  IV  definiren  ebenfalls  sechzehn  Kaumgebiele, 
Joppelpyramiden  mit  dreieckiger  Basis.  Die  Basislinien  bestehen  in 
jedem  Falle  aus  Kanten  von  drei  verschiedenen  der  unter  I  be- 
schriebenen Octaeder ;  durch  je  drei  in  einem  Punkte  zusammen- 
stossende  Kantenstücke  des  y-  und  Z-Tetraeders  werden  sie  zu  den 
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Doppelpyramiden   ergänzt.     Die   Fig.  12   veranschaulicht  zwei  dieser 

Doppelpyramiden,  die  durch  die  Ungleichungen 

Yo>0,  Y,<0,  Y2>0,  Y3>0, 
^0  <  0  ,  Z,  >  0  ,  Zj  >  0  ,  Z3  >  0 


und 


)y« 


0, 

Y, 

SO, 

Y2 

^0, 

Y3 

^0, 

0, 

z, 

^Oi 

^ 

so, 

^3 

^0 

definirt  sind.      Bei   der  ersten  liegt  eine   Ecke   der  Basis,   bei  der 
zweiten  das  ganze  Basisdreieck  im  Unendlichen. 


Fig.  4  2. 

Die  Dreiecke  mit  reellen  Cosinus,  aber  rein  imaginären  Sinus 
der  Seiten  und  Winkel,  zu  denen  wir  hier  gelangt  sind,  sind  bis 
jetzt  kaum  jemals  betrachtet  worden.  Es  war  bisher  wohl  noch  kein 
Problem  der  construirenden  Geometrie  auf  der  Kugelfläche  bekannt, 
das  zu  ihrer  Einführung  genöthigt  hätte.  —  Später  (in  §  1 3)  werden 
wir  eine  Construction  der  ebenen  Geometrie  kennen  lernen,  die  gerade 
zu  diesen  Dreiecken  in  einer  einfachen  Beziehung  steht,  und  sie 
gewissermassen  zu  realisiren  erlaubt. 

§  10. 

Fortsetzung:  Die  Äbbildimg  der  Dreiecke  mit  reellen  Seiten  und  Winkeln. 

Wir  wollen  jetzt  die  Ueberlegungen  des  vorigen  Paragraphen, 
soweit  sie  sich  auf  sphärische  Dreiecke  mit  reellen  Seiten  und  Winkeln 
beziehen,  noch  etwas  weiter  ausdehnen,  um  so  eine  deutliche  Vor- 
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sIeUuDg  vom  Zusiimnienbang  der  dreifach  ausgedehnlen  MatiDigfaltig- 
keil  zu  gewioDen,  die  von  dieajen  Dreiecken  gebildet  wird.  —  Zunächst 
mögen  wir  eine  Thatsache  hervorheben,  die  bereits  durch  die  in  §  9 
angestellte  Betrachtung  begründet  ist: 

Den  in  §  3  des  ersten  AbsckniUes  beschriebenen  Grenzdreieeken 
entsprechen  die  Grenzflächen  der  vier  Octaeder;  und  zivar  entsprechen 
den  Dreiecken^  deren  Ecken  in  einem  grössten  Kreise  liegen^  Punkte 
auf  den  Flächen  des  Y-Tetraeders ^  und  den  Dreiecken^  deren  Seiten 
dasselbe  Paar  von  Gegenpunkten  der  Kugel  enthalten^  Punkte  auf  den 
Flächen  des  Z-Tetraeders, 

Betrachten  wir  jetzt  einen  Punkt  im  Inneren  eines  der  vier 
Octaeder  und  die  entsprechenden  vier  Werthepaare  der  Quadrat- 
wurzeln Vy^jYiy^yj  und  y Zq Xy Z^ Z^ .  Dann  können  wir  uns,  um 
die  Zuordnung  zwischen  diesen  Werthsystemen  und  den  verschiedenen 
Arten  sphärischer  Dreiecke  anschaulich  zu  machen,  einer  Vorsteliungs- 
weise  bedienen,  ganz  ähnlich  der,  die  von  Riemann  in  die  Functionen- 
lehre  eingeführt  worden  ist:  Wir  denken  uns  das  einzelne  Raum- 
gebiet mit  vier  »Blättern<i  oder  »Ztmje»«  überdeckt,  indem  wir  jeden 
Punkt  viermal  zählen,  und  die  einzelnen  Blätter  den  vier  Vorzeichen- 
Verbindungen  obiger  Wurzeln  zuordnen.  Aus  den  vier  Octaedern 
entstehen  so  sechzehn  verschiedene  Raumgebiete;  und  diese  ent^ 
sprechen,  nach  der  Untersuchung  des  §  9  (S.  159),  den  sechzehn  in 
§  2  des  ersten  Abschnittes  unterschiedenen  Dreiecksgestalten.  Wir 
können  daher  die  einzelnen  Blätter  ebenfalls  durch  die  Bezeichnungen 

(ii,A,),  (A,a;),  (^'aj,  (^'a.-) 

trennen.  Nun  erkennen  wir:  Die  Grenzflächen  der  vier  Octaeder  habeti 
für  unsere  vierfache  Raumüberdeckung  die  Bedeutung  von  Uebergangs- 
oder  Verzweigungsflächen.  In  den  dem  Y-Tetraeder  ungehörigen  Flächen- 
siücken  hängen  nämlich  zusammen  die^  Blätter  (A,A.)  und  (A^AJ)^ 
(AJA^)  und  {AJ  AJ)^  und  in  den  Flächenstücken  des  Z-Telraeders  hängen 
zusammen  die  Blätter  (A^A^)  und  (A;AJ,  {A^AJ)  und  (A;A,').  Der 
Index  X  entspricht  hier  der  Bezeichnung  [%]  des  einzelnen  Octaeders 
(S.  459  oben). 

Dieser  Satz  ist  im  Grunde  nur  eine  neue  Auffassung  einer  That- 
^acbe.  die  wir  bereits  in  §  3  des  ersten  Abschnittes  festgestellt  hatten. 
Ferner  sehen  wir:   Längs  der  Octaederkanten  hangen  alle  vier  Blätter 
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zmammetk  —  Einem  Kaumpunkt,  der  einer  dieser  Octaederkanten 
angehört,  entspricht  ein  Dreieck,  dessen  Seilen  und  Winkel  ganz- 
zahlige Vielfache  von  n  sind.  Solche  Dreiecke  enihalten  keinen 
conlinuirlich-verändcrlichen  Paranieter  mehr,  vvlihrend  der  Punkt  auf 
der  Üctaederkanle  thaLsUchlich  noch  von  einem  solchen  Parameter 
abhiingig  ist.  Die  Punkte  der  Oclaederkanten  sind  also  simjutäre  Ptmkie 
unserer  Abbildung  ^  in  dem  Sinne  ^  dass  jedem  zuffekörigen  Dreieck  csq^ 
Raumpunkle^  und  also  auch  oo*  orihogonale  Substitutionen  entsprechen. 
Man  kann  diese  Bemerkung  naiüi  lieh  leicht  bestätigen  mit  Hülfe  der 
Formeln  der  §§  4—6. 

Eine  besondere  Aufmerksamkeit  verdienen  die  zsvölf  Punkte, 
in  denen  die  vier  Octaeder  zusammenhangen. 

Die  Ecken  der  desmischen  Tetrueder  der  zweiten  lieihe  sind  singu- 
lare Ptmkie  der  Abbildumj  in  dem  Sinne^  dass  jedem  von  ihnen  (oder 
auch  der  zugehörigen  orthogonalen  Substilulion)  oo^  verschiedene  Drei- 
ecke entsprechen.  Diese  Dreiecke  sind  identisch  mit  den  in  §  3  des 
ersten  Abschnittes  besprochenen  Uebergangsdreiecken, 

Die  folgende  Tafel,  in  der  wir  der  Kürze  halbci  nur  vier  Fälle 
aufgezählt  haben,  zeigt,  wie  die  12  Punkte  den  in  1,  §  3  (S.  99) 
angegeben  Dreiecksarten  zugeordnet  sind: 


(mod.  2  n) . 


Der  letzte  Satz  findet  eine  wesentliche  Ergänzung  in  der  folgen- 
den Bemerkung,  die  man  durch  eine  kurze  Rechnung  bestätigt: 

Jeder  Forlschreitungsrichtung  durch  einen  der  genannten  zwölf  Punkte^ 
die  innerhalb  eines  der  angrenzenden  Octaederräume  verläuft^  entspricht 
eines  der  co'^  Uebergangsdreiecke,  die  zu  dem  Punkte  gehören. 

Einer  der  zwölf  Liebergangspunkte  entspricht  also  erst  zusammen 
mit  einer  bestimmten  Annäherungsrichtung  einem  »Punkh<  oder  einer 
»^Stelle«  unserer  Dreiecksmannigfaltigkeit;  der  üebergangspunkt  ver- 
tritt für  die  Blätter  der  Rauraüberdeckiing,  die  in  den  beiden  dort 
aneinandergehefteten  Octaederu  [t]  und  [k]  verlaufen,  gewisserniaasseu 
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die  Rolle  einer  Treiinungspäcke.  Tritt  man  in  bestimmter  Richtung 
in  den  genannten  Punkt  ein,  und  auf  der  anderen  Seite  in  derselben 
Richtung  aus,  so  setzt  sich  jedes  der  Blätter  des  Oclaeders  [i]  in  ein 
ganz  bestimmtes  Blatt  des  Octaeders  [k]  fort,  entsprechend  dem,  was 
wir  in  §  3  des  ersten  Abschnittes  gesehen  haben  (S.  100),  und  zwar 
ist  die  Art  und  Weise  der  Fortsetzung  für  je  zwei  gegenüberliegende 
Octaederecken  dieselbe.  Ausgenommen  jedoch  sind  die  Forlschrei- 
lungsrichtungen,  die  in  die  Flächen  und  Kanten  des  Y*  und  des 
Z-Tetraeders  fallen;  diese  Mannigfaltigkeiten  bilden  den  »Durch- 
schnitt a  der  Mannigfaltigkeit  der  Grenzdreiecke  mit  der  Mannigfaltig- 
keit der  Üebergangsdreiecke;  sie  vertreten  die  Stelle  von  CMvenzcurven 
und  Grenzpunkien,  In  ihnen  bangen  zweimal  zwei,  beziehungsweise 
alle  vier  Blätter  der  Raumüberdeckung  zusammen.  — 

Bei  dieser  ganzen  Belracliiung  gelten  Dreiecke  als  äquivalent, 
deren  Seiten  und  Winkel  sich  nur  um  Vielfache  von  2;t  unter- 
scheiden. Die  Trennung  der  eigentlichen  und  uneigentlichen  Dreiecke 
spielt  daher  hier  noch  keine  Rolle.  Beschränken  wir  uns  jetzt  auf 
die  Betrachtung  eiffenitu-her  Dreiecke,  so  können  wir  versuchen,  die 

Irrationalität  H  ^=  1/  — ■  — »  -^-  in  einer  ähnlichen  Weise  ^geometrisch 
darzustellen,  wie  wir  eben  die  Irrationalitäten  yY^YyY^Y.^  und 
yZJi^Z^n^  dargestellt  haben.  Dies  hat  keinerlei  Schwierigkeit.  Man 
verfährt  am  ei nfac listen  so,  dass  man  jedes  der  vier  Blätter  unserer 
mehrfach  überdeckten  Raumgebiete  selbst  wieder  doppelt  nimmt,  so 
dass  der  Baum  im  Inneren  der  vier  Uctaeder  nunmehr  im  Ganzen 
achtmal  überdeckt  wird.  Das  eine  Blatt  ordne  man  den  positiven, 
das  andere  den  negativen  Werthen  von  R  zu*  Man  sieht  dann  so- 
fort: YerzweigungssteUen  der  IrraliomiUlüt  R,  also  SteUen^  an  denen  je 
zwei  wsammengehöritje  Rläiier  in  einander  nbergehen^  sind  die  zwölf 
Ecken  der  desmischeu  Tetraeder  der  zweiten  Reihe  —  also,  nach 
Obigem,  zwölf  von  einander  völlig  getrennte  zweifach  ausgedehnte 
Mannigfaltigkeiten,     (VgK  1,  §  6,  S.  1 09  u.  ff.) 

Man  kann  endhch  noch  einen  Schritt  weitergehen,  und  bei 
stetiger  Aenderung  der  Lage  unseres  Raumpunktes  stetige  Aenderung 
des  zugehörigen  Dreiecks  verlangen.  Wie  das  Dreieck  sich  ändert, 
wenn  der  Raurapunkt  sich  auf  einer  vorgescliriebenen  Curve 
(innerhalb  der  vier  Octaedergebiete)  bewegt,  und  schliesslich  in  seine 


▲bbuid].  j.  K.  B.  a**eii*ciL.  a.  WiMvu»cii.  xr^cui. 
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anfängliche  Lage  zurückkehrt,  kann  man  dann  durch  ein  Verfahren 
eikennen ,  das  der  Methode  nachgebildet  ist,  die  beim  Studium  der 
Integrale  auf  einer  RiEMANN*schcn  Flüche  angewendet  wird.  Es 
besieht  in  der  sogenannten  Zerschneidung  unserer  mehrfach  zusammen- 
hängenden Mannigfaltigkeit  und  in  ihrer  Verwandlung  in  eine  einfach 
zusammenhängende  Mannigfaltigkeit.  Die  Dreiecke,  die  zusammen- 
gehörigen Randpunkteo  der  zersclinittenen  Mannigfaltigkeit  entsprechen, 
gehen  dann  durch  Substitutionen  der  Gruppe  ff  in  einander  tlber. 
Wir  begnügen  uns  mit  dieser  Andeutung,  da  der  Gegenstand  keine 
principiellen  Schwierigkeiten  bietet,  die  Ausführung  im  Einzelnen 
aber  ziemlich  umständlich  ausfällt.  — 

Die  mitgelheilten  Betrachtungen  werden  eine  hinreichend  deut- 
liche Vorstellung  davon  geben,  wie  die  Dreiecke  mil  reellen  Seiten 
und  Winkeln  vermöge  der  Parameter  X,  Y,  2  auf  (he  Funkte  eines 
dreifach  ausgedehnten  Raumes  bezogen  werden.  Wir  mögen  nur 
noch  eine  Bemerkung  ausdrücklich  hervorheben ,  die  sich  auf  die 
singulären  Punkte  der  Abbildung  bezieht:  Die  Punkle  der  sechzehn 
Octaederkanten  sind  die  einzigen  singtilären  Stellen  bei  unserer  Ab- 
hddung  der  Dreieeke  mtl  reellen  Seiten  und  Winkeln.  Man  bestätigt 
dies  sofort  durch  Betrachtung  der  Formehi  des  §  6*  Der  einem 
gegebenen  Dreieck  zugeordnete  Raumpunkt  kann,  ebenso  wie  die 
zugehörige  orthogonale  Substitution,  nur  dann  unbestimmt  werden, 
wenn  sowohl  die  Verhältnisse  der  Grössen  sin  s,,  als  auch  die  Ver- 
hältnisse der  Grössen  sin  a.  unbestimmte  Werthe  haben.  Hieraus 
folgt  ö^,  ö^  ^  0  mod.  TU  ;  man  gelangt  daher  zu  den  Punkten  der 
Octaederkanten.  Umgekehrt  kann  einem  gegebenen  Raumpunkt  oder 
einer  gegebenen  orthogonalen  Substitution  nur  dann  ein  unbestimmtes 
Dreieck  entsprechen,  wenn  eine  der  Grössen  riy,  %j,  a,,!  den  Werth 
Null  hat.  Dies  tritt  aber  nur  ein  für  die  Schnittpunkte  jener  Kanten, 
nämlicli  für  die  Eckpunkte  der  desmischen  Tetraeder  der  zweiten 
Reihe,  —  Umsländücher  gestaltet  sich  die  Untersuchung  der  singulären 
Elemente  unserer  Abbildung,  wenn  man  auch  die  ausserhalb  der  vier 
Octaeder  liegenden  reellen  Raumpunktc ,  und  weiterhin  Raumpunkte 
mit  complexen  Coordinaten  in  Betracht  zieht.  Dieser  Gegenstand 
wird  besonders  dadurch  verwickelt^  dass  die  Seiten  und  Wmkel 
imaginärer  sphärischer  Dreiecke  unter  Unisländen  keine  bestimmte 
Länge  haben. 


* 
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§  1 1 .  Gruppen  von  collineaeen  Transformationen, 
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§   11- 
Die  liraiipeii  ßj«,  G^«,  Cu,2,.G5h- 


Welch  inniger  Zusammenhang  zwischen  der  sphärischen  Trigono- 
metrie und  den  desmisclien  Tetraedern  und  KnsfMER'sehen  CoiiügiirLi- 
lionea  besteht,  wird  noch  deutlicher  werden,  wenn  wir  uns  nun- 
mehr die  Frage  vorlegen ,  wie  sich  die  Parameter  X^  bei  den 
Substitutionen  der  Gruppe  @  imd  der  aus  ihr  durch  Erweilerung 
entsprungenen  Gruppen  verhallen,  die  wir  im  ersten  Abschnitt  (§  7) 
durch  elementar-geometrische  IJetrachtungen  gewonnen  haben. 

Die  Verhältnisse  der  Parameter  X,  ändern  sich  nicht  bei  den 
Substitutionen  der  Gruppe  Ä,  und  ebensowenig  bei  denen  der 
Gruppe  S^^,  (Vgl.  I,  §§  i.,.7.)  Bei  den  Subslilytionen  der  Gruppe 
@,fl  aber  werden  sie  durch  eine  mit  (W^^i  holoedrisch-isoniorphe  Gruppe 
von  linearen  Transformalionen  unlei"  einander  verlauscht.  Wir  geben 
der  grösseren  Bequemliehkeil  halber  nicht  allein  die  Aenderungen 
der  Verhültnissgrössen  X^  an,  die  den  erzeugenden  Substitutionen 
S^,  -iV  Von  ®|rt  entsprechen,  sondern  auch  noch  die  daraus  herzu- 
leitenden Transformationen  der  Verhallnissgrössen    ¥,  und  Z^, 
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Man  erkennt  unmiÜLlbar  die  Identität  der  von  den  collinearen 
Transformationen  (1)  und  (2)  erzeugten  Gruppe  mit  der  in  §  8  (S.  155, 
iSG)  besprochenen  Gruppe  ß,«.  Wir  können  daher  einen  Theil  der 
bis  jetzt   gewonnenen   Ergebnisse    folgendermassen  zusammenfassen: 

Sieht  man  ein  sphärisches  Dreieck  als  besümmt  a%  wenn  die 
Codntts  seiner  Seiten  und  Winket  gegeben  sind^  so  kann  man  die 
Mannigfaltigkeil  aller  sphärischen  Dreiecke  dnreh  eine  im  Allgemeinen 
eindeutig 'Umkehrt}are  Zuordnung  derart  auf  die  Puukle  eines  ebenen 
dreifach-amgedehnien  Raumes  abbilden,  dass  den  sechzehn  zu  demselben 
DreikafU  odei'  Dreifach  gehörigen  Nachbardreiecke-n  die  Punkte  einer 
Kummer' sehen  Configuralimi  entsprechen^  und  dass  ferner  den  oo^  ver- 
schiedenen Dreikanten  durch  diese  Abbildung  die  oo^'  Kummerschen 
Cimfiguralionen  mit  derselben  Gruppe  zugeordnet  werden. 

Die  Funkle  der  KiiMMER'sehen  Oinfigurationen  verlhcilen  sich  auf 
die  in  g  9  dellnirten  Raumgebiete  in  der  Weise,  dass  im  Falle  1 
jedes  der  vier  Octaeder  vier  Punkte  derselben  Coofiguration  enthalt, 
in  den  Fällen  !I,  IIL  IV  aber  in  jedes  der  dann  vorhandenen  16  Raum- 
gebiete  ein  einzelner  Punkt  einer  zugehörigen  KüiwMER'schen  Con- 
figuration  zu  liegen  kommt. 

Ferner  lehren  die  Formeln  (1)  und  (2):  Der  Zerlegung  der  Cwruppe 
®iß  in  die  von  den  Substitutionen  S,  bez.  ^'  erzeugten  Vnlergnippen 
entspricht  die  Zerlegung  der  (iruppe  Gjp  in  die  Spiegelungen  an  deti 
Kantmpaaren  des  Y-  und  des  Z-Telraeders^) .  —  Auch  die  Gruppe  der 
Spiegelungen  au  den  Kantenpaaren  des  Ä'-Tetraeders  hat  eine  ein- 
fache Bedeutung  für  die  sphärische  Trigonometrie:  Sie  entspricht 
der  in  §  4  des  ersten  Abschnittes  (Nr.  9,  S.  104)  gelegentlich  betrach- 
leteu  Gruppe  der  vier  Substitutionen   S^J^\,  — 


\)  In    der    erwiilmten   Untersuchung    des  Verfassers    über  die   Gruppe   Gf^ 

(Silzber.  der  K,  Slichs.  Ges.  d.  W.,  189  2,  S,  (22)  isl  ein  anderei*?  System  van  er- 
zeugenden Operationen  in  den  JJiüelpunkl  jjjeslellt,  das  der  Zerlegung  von  Oi^  in 
fiOgenannle  Schicburtycn  der  Kuodamenlalflliclie  a(M>  =  0  entspricht.  Die  dort  ge- 
brauchten BezekimungeD  bangen   mit  den  hier  verwendeten  so  zusammen:   Es  ist 


idsn  nm^ekelirl  : 


(46)   =Sj^3, 

.^.   =   (46). 
2,    =   (36), 


(61)   =  Ä,2-,,     (J4)  =S,i2, 


S,  =  (61) 
^,  =  (52) 


S, 


{«3). 
(14). 


n 


§11,  Gruppen  ton  coLUPfEAREN  Tran8formatio?jen. 
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Von  der  Gruppe  ®t,t  kann  man  in  verschiedenen  Richtungen  zu 
umfassenderen  Gruppen  aufsteigen  — ■  einmal  zu  den  mehrfach  be- 
sprochenen Gruppen  @öi,  @,2s  —  dann  durch  die  in  §  7  des  ersten 
Abschnittes  vorgenommenen  Erweiterungen  zu  den  Gruppen  @oo  und 
@i^.  Die  zuerst  genannten  Gruppen  hissen  sich  leicht  geometrisch  auf- 
fassen mit  Hülfe  der  in  §  l(>  behandelten  vierfaclien  und  aclilfachen 
Raumüberdeckung.  Wir  biauchen  hierauf  nicht  naher  einzugehen. 
Dagegen  wollen  wir  die  Vertauschungen  der  Parameter  X,  kurz  be- 
irachien^  die  den  Substitutionen  von  ®^  und  (S)„q  entsprechen.  Man 
wird  nämlich  auch  in  diesen  Fiillen  wieder  auf  collinmre  Trans- 
formationen des  Raumes  geführt:  Die  den  Gruppen  %^  und  i^^n  ^^- 
geordncten  Translbrmationsgruppen  des  Haumes  sind  keine  anderen, 
als  die  Gruppen  fi^g  und  (ij^^^  die  vvii*  in  §  8  (S.  155)  kennen  gelernt 
haben.  Betrachten  wir  also  congrueute  Dreikante  oder  Dreiflache  als 
nicht  wesentlich  verschieden,  so  können  wir  sagen:  Man  kann  die  Maumg- 
faUigheit  der  oo^'  wesenilich  verschiedenen  Dreilumte  oder  Dreipavhe  (mü 
gegebenem  MiUelpnnkt  im  Endlichen)  derart  auf  den  ebenen  Raum  von 
drei  Dimensionen  abhiiden,  dass  einem  HaumpwdU  ein  im  AU(jemeinen 
vöUiij  bestimmtes  Dreikant  oder  Dreiflach  entspriehi,  umgekehrt  aber 
eitlem  gegebenen  Dt^eikant  oder  Dreiflach  00  solche  Uaumpnnkte  zuge- 
wiesen werden,  deren  Inbegriff  von  der  mit  den  desmischen  Teiraedern 
verknüpften  Gruppe  (i^,  in  sich  selbst  über ge führt  wird. 

Die  Dreikante  sind  paarweise  als  Polartiguren  zusammengeordnet. 
Die  zu  einem  solchen  Paar  geliorigen  Figuren  von  je  96  Raumpunkten 
entsprechen  einander  wechselweise  in  den  involutorischen  collinearen 
Transformationen   (Spiegelungen),    die  durch  je  einen  Eckpunkt   des 
X-Tetraeders  und  die  gegenüberhegende  Fläche  bestimmt  sind.    Ins- 
besondere folgt:    Die  Punkte  auf  den  Flächen   des  X- Tetraeders  eni- 
tprechen    den    Dreikanten,    die    zu   sich   selbst    polar    sind,    oder   den 
sphärischen  Dreiecken^  bei  denen  die  Sinus  der  Seiten  numerisch  gleich 
^nd  den    Sinus    der    gegenüberliegenden     WinkeL      Den    Ecken    des 
^-Tetraeders  entsprechen  die  Dreiecke  mit  drei  {mod.  n)  rechten  Seiten 
«ml  Winkeln,  — 


Die  Gruppen  G^^  und  Gj-^j  enthalten  die  Gruppe  C,f,  .als  invariante 
Untergruppe,  wie  wir  in  §  8  gesehen  haben.  Nehmen  wir  jetzt  an, 
dass  wir   irgend  eine   Gruppe    coOinearer  Transformalionen   kennen, 
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die  die  Gruppe  G^^  ebenfalls  als  invarianle  Untergruppe  enthält, 
ihrerseits  aber  weder  in  der  Gruppe  C^a  noch  auch  in  der  Gruppe 
G,^  eDthallen  ist,  so  werden  wir  zu  einem  eigenlhtiodirhen  Zusammen- 
hang zwischen  mehreren  verschiedenen  Dreikanlen  geführt,  den  man 
füglich  als  YerwatuUschaß  bczeiclinen  kann.  Drei  kante  würden  also 
in  diesem  Sinne  «verwandt«  dann  zu  nennen  sein,  wenn  die  ent- 
sprechenden Kaumpunkte  einander  durch  eine  Transformation  der 
gerade  betrachteten  Gruppe  zugeordnet  werden,  die  nicht  schon  zoV 
den  bereits  von  uns  behandelten  Transformationen  geliört.  Wir 
wollen  diesen  Gedanken  durch  ein  besonders  merkwürdiges  Beispiet 
erlitutern,  indem  wir  die  §  8  eingeführte  Gruppe  G570  ins  Auge  fassen,^ 

Diese  definirt  offenbar  eine  Tripelverwandischaft  zwischen  Paaren 
zu  einander  polarer  Dreikante,  indem  sie  drei  Gruppen  von  je  1 92 
vermöge  der  Gruppe  G^^^  zusammengehörigen  Punkten  zu  einer 
höheren  Einheit  von  576  Punkten  verschmilzt.  Aber  die  so  be- 
stimmte Zuordnung  lässt  sich  von  den  Dreikanten  auf  die  Dreiecke 
selbst  übertragen.  Wir  mögen  nämlich  bemerken,  dass  die  Gruppe 
G&7IS  eine  Untergruppe  enlhölt,  die  aus  der  identischen  Transformation 
und  den  folgenden  beiden  (einander  entgegengesetzten)  Transforma- 
tionen besteht: 


(3) 


2  A^j  ^  —  Äy  —  Ä|  —  Aj  —  A3 ,  z  Ag  t=  —  Ay  -|-  A|  -|-  Aj  -j-  A3, 

s  A,  ^        A,|  -|-  A|  —  A2  —  A3 ,  Ä  Aj  ^  —  A(,  -|-  A|  —  Aj  —  A3^ 

2  A.^  =        At,  —  A I  -[-  A^  —  A3 ,  2  A^  r^  —  Xq  —  Aj  -|-  A^  -f"  A;j , 

äA;j  ^^        Ay  —  A| — A2 -p  A;j ,  ääA^  i-^  — Aq^ — Aj  —  Afi—j-A^. 


Das  System  der  Substitulionscoefficienten  a,^  geht  bei  diesen  Trans- 
formationen  über  in  zwei  neue  Systeme  aj^  und  a'^^,  die  aus  den- 
selben Grössen  in  anderer  Anordnung  besteben: 


1^3  a 


21    ^Ti 


^n  Ö33  «31 


*oo  ^    "31   ":ii    **;t2  > 
Öl*   üu    dl 


*12    "13 


51 


(Vgl  den  Schluss  von  §  5.)     Das  Theorem  des  §  6  (Formel  4,  S.  i  43) 
führt  jetzt  zu  dem  Satz: 

Ein  durch  die  Cosinm  seiner  Seiten  und  Winkel  gegebefies  spftäri' 
sches  Dreieck  beHlimmi  noch  zu  ei  weitere  Dreiecke^  deren  Seiten  und 
Winkel  mii  denen  des  ersten  durch  die  Formeln  zusammenhängen 


87) 


§11.  TmPKLVKRWANDTscnArr  spBiRiscHRR  Dreiecke. 
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cos 

«1 

oos  a^ 

CDS 

«•' 

cos 

«<' 

cos 

cos  n," 

1 

cos  ö," 

1 


cos  Oj 

cos  a^' 
4 

cos  a/* 


cos 

«* 

4 

cos  a{  ' 

cos 

"i 

cos 

cos 

"i 

cos 

«r 

cos 

«/ 

(i  =   1,2,3). 


cos  a; 


(6) 


Von  drei  auf  diese  Art  verbundenen  Dreiecken  mit  reellen 
Cosinus  hat  immer  eines  reelle  und  ein  /weites  rein  imaginüre  Seilen 
und  Winkel,  vvUlirend  das  dritte  entweder  reelle  Seiten  und  rein  ima- 
ginäre Winkel  oder  reelle  Winkel  und  rein  imaginäre  Seiten  hat. 

Setzt  man  etwa  die  zuletzt  angegebenen  Werthe  der  Grössen 
cos  öf,  cos  «^  in  die  Formeln  des  Cosinussatzes  ein,  so  geirt  die 
erste  Gruppe  von  drei  Formeln  (Nn  1,  §  1,  S.  124)  io  die  zweite 
(Nr,  6)  über,  aus  dieser  aber  geht  eine  neue  Formelgruppe  hervor: 

(cos  Ö2  .  cos  03  ,  cos  r(^  — -  COS  «2  .  cos  «3  .  cos  Ü^Y 

=  (cos^o^ — cos^a2)(cos^a3 — cos^aj)  ^         u.  s»  w., 
die  man  natürlich  auch  auf  anderem  Wege  begründen  kann.  — 

Man  kann  leicht  alle  collinearen  Transformationen  finden,  die 
die  Gruppe  G^^  in  sich  selbst  überführen,  Sie  bilden  die  bekannte 
Gruppe  von  1  1520  Transformationen,  die  die  10  Fundamentalilüchen 
üf,  =  0  (§  8,  S.  157)  unter  einander  vertauscht.  Jede  hierin  enthaltene 
Untergruppe,  die  ihrerseits  die  Gruppe  Gjo  enthitit,  führt  zu  einem 
dem  letzten  Satze  ähnlichen  Theorem,  Zu  einem  einfachen  Ergebniss 
kommt  man  noch,  wenn  man  die  Untergruppe  von  1152  Transfor- 
mationen in  Betracht  zieht,  die  die  Fläche  a^^  =  0  in  Ruhe  lässt^ 
il.i.  die  Gruppe  von  collinearen  Transformationen,  die  die  sechs  Tetra- 
eder beider  Reihen  in  allgemeinster  Weise  vertauscht.  Die  in  dieser 
Gruppe  enthaltenen  involutorischen  Transfoiinatiunen  führen  zu  invo- 
tütortschen  Zuordnungen  sjjhärischer  Dreiecke. 
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§  12. 
Die  Halbmesser  der  Eckenkreise  und  der  Bertthrangskreise  des  Dreiecks. 

Man  kann  die  Verhältnisse  der  von  uns  eingeführten  Grössen 
Yi  und  Zi  in  einer  sehr  einfachen  Weise  an  der  Kugel  selbst  geo- 
metrisch deuten,  wenn  man  die  sphärischen  Halbmesser  der  vier 
Berührungskreise  des  Dreiecks  und  die  dazu  dualistischen  Grössen 
berechnet. 

Wir  bezeichnen  mit  Qq  die  Cotangente  des  sphärischen  Halb- 
messers des  Kreises^),  der  die  Seiten  des  Dreiecks  gleichartig  berührt, 
nämhch  so,  dass  die  positiven  Bichtungen  der  Seiten,  in  den  Be- 
rührungspunkten auf  den  Kreis  übertragen,  alle  drei  den  gleichen 
Drehungssinn  ergeben;  und  entsprechend  nennen  wir  p^  die  Cotan- 
gente vom  sphärischen  Halbmesser  des  Kreises,  der  die  Seiten  02 
und  as  gleichartig  und  die  Seite  a^  ungleichartig  berührt,  u.  s.  f. 
Ferner  nennen  wir  fo,  r,,  fj,  r^  die  zu  den  Grössen  po,  pi,  pj,  (I3 
dualistischen  Grössen,  also  die  Cotangenten  der  sphärischen  Halb- 
messer der  Berührungskreise  des  Polardreiecks.  Dann  ist  r^  die 
goniometrische  Tangente  des  sphärischen  Halbmessers  des  Kreises,  der 
durch  die  drei  Ecken  des  gegebenen  Dreiecks  geht,  r^  die  entsprechende 
Grösse  für  den  Kreis,  der  durch  die  Ecken  2  und  3  und  durch  den 
Gegenpunkt  der  Ecke  1   hindurchläuft,  u.  s.  w. 

Um  etwa  r©  zu  berechnen,  nennen  wir  «,.  den  Innenwinkel  an 
der  Basis  des  gleichschenkligen  Dreiecks,  das  durch  die  Seite  a^  und 
einen  der  beiden  Mittelpunkte  des  Eckenkreises  bestimmt  wird. 
Dann  ist 

(»2  +   G>3  ^  ^  +   «1 

(Ö3  -|-  ©i  ^  TT  4-  «2       (mod.  2;^)  , 

Cöi   +   (öj  ^  TT  +    «3 

also  0^1  ^  ^  -[-  ^^1        (mod.  n) , 

folglich  —  z=  ctg  ~  •  cos  cöi  =  -j-  /i  sin  a^ .      Die    Radien    der    drei 

^0  *  — 

anderen   Eckenkreise  ergeben    sich    hieraus    durch  die   in  §  4   des 


\)  Genauer:  eines  der  beiden  Kreise^  die  die  im  Texte  genannte  Eigenschaft 
haben,  und  durch  die  Spiegelung  am  Mittelpunkt  der  Kugel  in  einander  übergehen. 
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Es  bestehen  also 


erst^Km    Abschnittes  definirten  Substitutionen  S^^^ 
die     C^  leichungen : 

H =  ^1  sin  aj   =  I2  sin  02  =  /ß  sin  g^  , 

—  ^0 

-| =  ^j  sin  00  =7-  sin  03  =  -p  sin  aj  ? 


(<) 


(2) 


1 


_  2sin  Oi  _ 

±  n  _  — ^-  _ 

,  8  sin  Si 

±9i=  —p—  = 


Y  Sin  (Tj  =  »2  sin  o„  =  -^  sin  o, 
A.Z.. 


—  rj 

+  -   =  y  Sin  O2   = 


sin  a,  =  /}  sin  Oo , 


H.  y. 


(i  =  0,1,2,3). 


I     2r„ 

i3)  J     2r. 

'    2r, 


2po  =  — »•o  +  »-i  +  »"2  +  r 


3  i 


2pi  = 

2(>3    = 


»•0  —  »•!  +  »"2  +  »*; 


3  > 


+  »-1 


+  r 


3  9 


n  +   ^1   +  ^2  —  ^3  . 


JLässt  man  nur  die  oberen  (oder  nur  die  unteren)  Vorzeichen 
gelt.e^i3,  so  kann  man  offenbar  in  allen  Formeln  des  §  6  die  Grössen 
2i  clurch  die  Grössen  r<  und  die  Grössen  Y.  durch  die  Grössen  p, 
ersetzen.  Zwischen  den  Grössen  r,,  (>,  besteht  dann  dieselbe  Ab- 
hättgfigkeit,  d.  h.  es  ist 

2^0     =  QO  +  Pl   +   (^2  +  P3  5 

=  Po  —  (>1    +   (>2  +  (>3  , 

'2     =  Pü  +  Pl  —  (>2  +  (>3  ^ 

^3    =  Po  +  Pl    +   (>2  —  P3  » 

In  diesen  linearen  und  homogenen  Gleichungen  haben  wir  vier 
von  den  fünf  unabhängigen  Relationen,  die  zwischen  den  acht  Grössen 
^<^  9<  stattfinden  müssen.  Die  letzte,  die  weder  linear  noch  homogen 
^^  ergibt  sich  aus  der  Bemerkung,  dass  der  in  den  Formeln  (2)  zu 
^^^  Grössen  Z^,  Y^  hinzutretende  Factor  gleich  Eins  werden  muss, 
^^nn  man  Z^  durch  r,  und  Y^  durch  p^  ersetzt.  Sie  lautet  also 
{nrt  +  r2r3)(ror2  +  r^r,){ror^  +  r^r^) 

=     *^0^1^2^3-PoPlp2P3 
=     (Popl  +  P2p3)(p0p2  +   P3pl)(p0p3  +   P1P2)  • 

Die  hiermit  gelöste  Aufgabe,  die  Beziehungen  zwischen  den 
"^Ibmessem  der  umschriebenen  und  eingeschriebenen  Kreise  eines 
^■"eiecks  anzugeben,  ist  für  den  Fall  eines  ebenen  Dreiecks  schon 
^^e  erledigt   (Steiner,  Ges.  Werke,    Bd.  I,  S.  213).     Wir  werden 

^ter,  in  §  1 4,  die  von  Bobillier  und  Steiner  angegebenen  Formeln 

^^ch  einen  Grenzübergang  wiederfinden. 


(i) 
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Es  verdient  bemerkt  zu  werden,  dass  die  durch  die  Gleichungen 
(1)  vermittelte  Beziehung  zwischen  den  Grössen  r^  und  sin  o^  wechsel- 
seitig ist:  Neben  die  Gleichungen  (2),  in  die  man  für  P  und  11  die 
Werthe  aus  Nr.  5,  §  1  (S.  125)  eintragen  mag,  stellen  sich  als  Auf- 
lösungen, bei  Annahme  der  oberen  (oder  unteren)  Vorzeichen,  die 
ganz  analogen  Gleichungen 

(5)  sin  a,  =      .     "^^        ,     sin  a,  =    ^^ (t  =  0,  1,  2,  3). 

Bemerkenswerth  sind  auch  die  hieraus  fliessenden  Ausdrücke 
für  P^  und  n^: 

(6)  P^  = — ,     /7^  =         * 


Der  Vollständigkeit   halber   erwähnen   wir   noch  eine   bekannte 
Umformung  der  Ausdrücke  (2). 
Es  ist 

2  sin  Gq    8  sin  a^  .  sin  a^ 


n  sin  «1  .  P 


andrerseits  (s.  S.  139) 


.        «2  .       Og 

sm  ai  .  sm  —  .  sm  -3- 

sin  (To  =  ,    also  (bei  eigentlichen  Drei- 

cos| 


ecken  und  bei  Annahme  der  oberen  Voraeichen  in  (1)) 
(7) 


P.fo  =   isin^-sin^.sin^, 


P.fj  =   4sin  ^- cos^-cos^  ,    u.  s.  f. 

§  13. 
Kreisvierecke  in  der  Ebene. 

Mehrere  der  von  uns  aufgestellten  Formeln  sind  noch  einer 
zweiten  geometrischen  Deutung  fähig,  die  an  planimetrische  Construe- 
tionen  anknüpft,  und  die  wohl  ebenfalls  ein  gewisses  Interesse  be- 
anspruchen darf. 

Wir  nehmen  zuerst  an,  dass  die  Seiten  und  Winkel  des  dar- 
zustellenden Dreiecks  sämmtlich  zwischen  den  Grenzen  0  und  n 
liegen,  dass  es  also  zum  Typus  {AqAq)  gehört  (I.  Abschnitt,  §  2). 

Legen  wir  die  Winkel  2«^,  deren  Summe  ^n  ist,  in  beliebiger 
Reihenfolge    an    einander,    beschreiben   wir   um    den   gemeinsamen 


Sfl 
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Scheitel  einen  Kreis,  und  bringen  wir  diesen  mit  den  vier  Winkel- 
schenkeln zum  Durchschnitt,  so  entsteht  ein  Kreisviereck,  dessen 
Seiten  sich  veriialten  wie  die  Grössen  Y.  (§  6,  Formel  7,  S.l  44).  Ebenso 
entsteht  ein  Kreisviereck,  dessen  Seiten  den  Grössen  Z.  proportional 
sind,  wenn  wir  die  entsprechende  Construction  mit  den  Winkeln 
2  Of  ausführen.  Wir  wollen  nun  die  Halbmesser  der  benutzten  Kreise 
insbesondere  so  wählen,  dass  zwischen  den  Seiten  der  beiden  Kreis- 
vierecke dieselben  linearen  Gleichungen  bestehen,  wie  zwischen  den 
Grössen  Y,.,  Z^.  Dann  wird  es,  wo  es  nur  auf  die  Verhältnisse  der 
genannten  Grössen  ankommt,  erlaubt  sein,  die  Seiten  der  beiden 
Vierecke  mit  jenen  Grössen  selbst  zu  identificiren. 

Die  beiden  so  construirten  Kreisvierecke  nun  geben  uns  ein 
treues  Bild  der  Eigenschaften  des  sphärischen  Dreiecks;  sie  erlauben 
nämlich,  den  wichtigsten  unserer  analytischen  Ausdrücke  eine  ein- 
fache geometrische  Deutung  unterzulegen. 

Zunächst  finden  wir  in  unseren  Vierecken  nicht  nur  die  Winkel 
2«o  ^^{'i  sondern  auch  die  Seiten  und  Winkel  des  sphärischen 
Dreiecks  selbst  unmittelbar  vor.     (S.  Fig.  13.)    Die  Formeln  (4)  des 


Fig.  4  3. 


§  6  reduciren  sich    daher  jetzt    auf  einen  bekannten  Lehrsatz   der 
Elementargeometrie : 


(<) 


cos  Ol 
cos  a,  = 


_     V  +  Yx 


Yi^  —  n^ 


2(ZoZ,  +  ZiZi] 
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Die   Irrationalitäten  yZ^ZyZ^Z^  und  VY^YJ^Y^  werden    gleich 
den  Flächeninhalten  Jy  und  J,  der  beiden  Vierecke: 


(2)  J,  =  yZ,Z,Z^Z,,   J,  =  VYJJ.Y,  ^). 
Bezeichnet  man  femer  die  Diagonalen  des  ersten  Vierecks,  deren 

es,  bei  verschiedener  Anordnung  der  Seiten,  offenbar  drei  verschie- 
dene gibt,  mit  cfi,  (ij,  d^^  wie  in  der  Figur  angedeutet,  so  hat  man 
nach  dem  Ptolemäischen  Lehrsatz  z.  B. 

(3)  djrfs  =  Y,Y,  +  YoY,  =  ^. 

Dieselben  Ausdrücke  aber  ergeben  sich  für  die  Producte  der  Diago- 
nalen des  zweiten  Vierecks. 

Die  beiden  zusammengehörigen  Kreisvierecke  haben  also  gleiche 
Diagonalen: 

(})  ^^  =  ;r'  ^2  =  — '  ^'^  =  TT' 

«11  «22  «33 

Hierauf  gründet  sich  eine  elegante  constructive  Lösung  der 
Aufgabe :  Die  Winkel  eines  Dreiecks  zu  ünden,  dessen  Seiten  gegeben 
sind  (oder  umgekehrt) :  Man  construire  zuerst,  in  beliebigem  Grössen- 
verhältniss,  das  erste  Viereck,  hierauf  mit  Hülfe  der  bekannten  Dia- 
gonalen und  Seiten  das  zweite;  aus  diesem  können  die  Winkel  a^ 
oder  auch  die  gesuchten  Winkel  «i,  «2»  «3  selbst  abgelesen  werden. 
—  Auch  der  Sinussatz  reducirt  sich  auf  einen  elementaren  Satz  der 
Planimetrie : 

(K\         i  ^•'y  ^^  ^2^3  sin  tti  =  rf^rfi  sin  O2  =  djdj  sin  03, 
(  2/,  =  ^2^3  sin  «1   =  d^d^  sin  «2  =  ^1^2  sin  «3, 
(6)  P:n  =  J,:/,, 

,„y  sin  a^ :  sin  02  :  sin  a^  =  sin  a^ :  sin  «2 :  sin  a^ 

=  rfi :  rfj  :  ^3  • 
Ferner  gelten,   wenn  wir  mit  ty  und  r,  die  Halbmesser  der  beiden 
Kreise  bezeichnen,  denen  die  Vierecke  eingeschrieben  sind,  die  be- 
kannten Formeln 

(8)  ix,  .  /,  =  4r, .  l  =  d,d^d,  =  R,  - 


\)  Wegen  der  benutztea  elemeutargeometrischcn  Sätze  vergleiche  man  etwa 
Bältzer,  Elemente  der  Mathematik ,  Bd.  11^  Viertes  Buch,  §  H  (5.  Auflage)  oder 
ScHLöMiLCH,  Geometrie  des  Maasses  (Planimetrie  Nr.  28)  oder  Serret,  Trigono- 
metrie p.  {%%, 
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Diese  Formeln  beziehen  sich  zunächst  auf  die  AiiDdhme,  dass 
das  betrachtete  sphärische  Dreieck  zum  Typus  (Aq  Ao)  gehört  (s.  oben), 
dass  also  die  Grössen  Y^  und  Z^  s^ramthch  positiv  sind  oder  doch 
das  gleiche  Vorzeichen  haben  (§  9,  S,  159).  Eine  von  Möbius  her- 
rührende Anschauungsweise  setzt  uns  aber  in  den  Stand,  die  Be- 
traclitung  auf  die  übrigen  Fidle  auszudehnen^). 

Man  denke  sich  imi  dem  Umfang  eines  Kreises  vom  Halbmesser 
r  einen  Punkt  B  immerfort  in  derselben  Richtung  bewegt,  einen 
anderen  Punkt  A  festgehalten*  B  möge  im  Anfang  der  Bewegung 
mit  A  zusammenfallen.  Dann  wird  die  Sehne  AB  vom  Werthe  Null 
an  wachsen,  dann  wieder  abnehmen,  schliesslich  nach  dem  ersten 
Umlauf  des  Punktes  B  von  Neuem  die  LUnge  Null  erreichen.  Wir 
wollen  nun  bestimmen,  dass  die  Länge  der  Sehne  bei  der  weiteren 
Fortsetzung  der  Bewegung  zu  negativen  Werthen  übergehen  soll, 
dann,  nach  dem  zweiten  Umlauf  des  Punktes  ß,  wieder  zu  positiven 
u.  s.  f.  Wir  gelangen  so  zu  der  folgenden  Regel:  Der  Sehne  eines 
gegebenen  Bogens  ist  das  positive  oder  das  negative  Vorzeichen 
heizulegen,  je  nachdem  der  Bogen  selbst  positiv  oder  negativ  aus- 
fällt, wenn  man  ihn  durch  Addition  eines  ganzzahligen  Vielfachen 
des  doppelten  Kreisumfangs  ixir  auf  das  Intervall  von  —  2tjr  bis 
-^  iXTi  reducirt. 

Wir  wenden  jetzl  diese  Bestimmung  auf  unser  Kreisviereck  an, 
indem  wir  das  ursprünglich  benutzte  Dreieck  etwa  der  Substitution 
S,  unterwerfen: 

öl'  =  »11  a^  =  a2-{-  7t,  <  --  a3  4"  ;r, 

Ui     =   2?!  -f    f<|,        uj    =    —   (i'2,  ih     —    —   «3* 

Die  Grössen  2«,,  2a,  nehmen  hierbei  die  neuen  Werthe  an: 

%$^  —  %n,  2jfi-f-2;r,  S^^,  %s,\  2(y,,  2ao— 4;r,  %Q^^-\-%n,  äa^+gTr. 
Construiren  wir  nun  die  zugehörigen  Kreisvierecke,  so  unter- 
scheiden sich  diese  in  ihrer  Gestalt  gar  nicht  von  den  zuvor  gefun- 
denen ;  aber  die  Ecken  sind  jetzt  in  anderer  Weise  durch  Kreisbogen 
verbunden,  nUmtich  so,  w^e  es  in  Fig.  I  4  (S.  178) angedeutet  ist;  zugleich 
ist  die  Bezeichnung  der  Seiten  im  Viereck  (Z)  eine  andere  geworden. 
Wenden  wir  die  Moßius'sche  Regel  an,  so  finden  wir,  dass  jetzt  ent- 
weder den  Seiten  Fo'»  ^i»  ^»>  ^t  oder  den  Seiten  Y^^  ^»9  ^\\  ^o' 


I)   MObids,  Ges.  Werke,   IkJ.   I,   S,   405  u>  tl-,    iasbesoadere  S.  408, 
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das  negative  Vorzeichen  beigelegt  werden  muss.  Damit  haben  aber 
die  Verhaltnisse  der  Grössen  Y^,  Z^  gerade  die  Werthänderung  er- 
fahren, die  sie  bei  der  Substitution  Sj  erleiden. 


Fig.  14. 

Man  übersieht  leicht,  wie  diese  Betrachtung  fortgesetzt  werden 
kann:  Bei  gehöriger  Berücksichtigung  des  den  beiden  Umfassungs- 
kreisen beizulegenden  Drehungssinnes  und  des  Vorzeichens  der  Dia- 
gonalen gelangt  man  zu  einer  neuen  Auffassung  der  Gruppen  ©i^, 
®64?  ®i28-  Wir  dürfen  wohl  darauf  verzichten,  den  Gedanken  bis  zu 
allen  Einzelheiten  hin  durchzuführen. 


Die  angegebene  Darstellung  der  sphärischen  Dreiecke  durch 
Kreisvierecke  in  der  Ebene  erstreckt  sich  nicht  nur  auf  die  Dreiecke 
mit  reellen  Seiten  und  Winkeln,  sondern  auch  auf  die  Fälle,  in  denen 
entweder  die  Seiten  oder  die  Winkel  rein  imaginär  werden;  jedoch 
ist  dann  immer  nur  das  eine  unserer  beiden  Vierecke  realisirbar. 
Ausgeschlossen  bleiben  dagegen  von  den  in  §  9  unterschiedenen 
Fällen  die  unter  IV  genannten,  die  Dreiecke  mit  rein  imaginären 
Seiten  und  Winkeln.  Man  kann  aber  die  sphärische  Trigonometrie 
noch  auf  eine  zweite  Art  zu  den  Kreisvierecken  in  der  Ebene  in 
Beziehung  setzen;  und  hierbei  entspricht  gerade  den  zuletzt  erwähn- 
ten Dreiecken  eine  vollständig  reelle  Figur. 

Wir  construiren  jetzt  ein  eigentliches  und  ein  überschlagenes 
Kreisviereck  mit  Seiten,  die  sich  verhalten,  wie  die  Grössen  X^,  und 
bezeichnen  die  zugehörigen  Winkel  mit  ^^  und  t?^/.    (S.  Fig.  4  5.) 
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f9) 


Daon   findet  sich 

cos  1%    Z—  -^  ,       cos  &i    ^  - — ,        cos  d^.r    zz=  -^, 

*        ö^a  (hl  öii 


cos  t>i 


«32 ' 


COS  &2    = 


022 


COS  //V  =  — 


Fig.  it 


Die  reciproken    Werthv  der  Grössen  cos  ri-^ ,  cos  f)J  sind  also  die 
^^^^^u$  dir  Seilen  und    Winkel  eines  sphärischen  Dreieckfi. 

Dieses  Dreieck  hal  nothwendig  rein  imaginäre  Seiten  und  Winkel, 

^^^^^B  beide  Vierecke  reell  sind;    ist   dagegen    nur   eines  der  beiden 

V"* 

^  *^Ä*ecke  möglich,  so  konunt  man  wieder  auf  die  Fülle  II  und  III  des 

§   ^      zurück.     Auch    bei  dieser  Deutung  der  Formeln  der  sphärischen 
^^^onometrie   stellen    sich    mehrere   der  von    uns  eingeführten  Aus- 
^*" Visite  als  geometrisch  einfacli  definirte  Grössen  dar.    Für  die  Flächen 
^    ^nd  J'  der  beiden  Vierecke  z,  B.  ergeben  sich  die  Werthe 

Schliesslich  kann  man  diese  Betrachtungen  noch  in  der  Art 
Erweitern,  dass  man  alle  sechs  Kreisvierecke  gleichzeitig  untersucht, 
^lle  durch  die  drei  Grössensysteme  X,-,  T^,  Z,  definirt  werden  (aber 
Freilich  niemals  gleichzeitig  reell  sind).  Man  findet  so  eine  zweite 
Ijerleitung  des  in  §  II    (S.  170,   171)   aufgestellten  Satzes, 

Die  drei  Paare  von  Kreisvierecken  und  die  drei  zusammen- 
gehörigen spliärischen  Dreiecke  stehen  in  einer  doppelten  merkwür- 
tilgen  Beziehung:  Die  reciproken  Werthe  der  Cosinus^  die  zu  den  drei 
Yicreckspaaren  gehären ,  sind  die  Cosinus  der  Seiten  und  Winkel  je 
eine»  der  drei  Dreiecke;  anärerseiis  kann  man  die  secha  Vierecke  mich 
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so  in  drei  Paare  ordnen^  dass  die   Winkel  eines  Paares  selbst  gleich 
den  Seiten  und  Winkeln  je  eines  der  drei  sphärischen  Dreieöke  werden. 

§  u. 
Grenzfibergang  znm  ebenen  Dreieck. 

Von  unserer  Parameterdarstellung  der  sphärischen  Dreiecke  aus 
kommt  man  durch  einen  nicht  uninteressanten  Grenzübergang  zu  einer 
ähnlichen  Darstellung  der  ebenen  Dreiecke. 

Um  zum  ebenen  Dreieck  zu  gelangen,  bedienen  wir  uns  einer 
Grösse  ^,  deren  höhere  Potenzen  wir  gegen  die  niederen  vernach- 
lässigen, und  mit  der  wir  schliesslich  zur  Grenze  Null  übergehen. 
Wir  führen  den  Grenzübergang  nur  für  solche  Dreiecke  durch,  deren 
Seiten  sehr  wenig  von  Null  verschieden  sind,  und  setzen  dem  ent- 
sprechend : 
(1)  a,  =  d.  ö,,         «,  =  «,         (t  =  1 ,  2,  3). 

Die  Summe  der  Winkel  «,  mag  im  Grenzfalle  d  =  0  gleich  27r 
angenommen  werden,  so  dass 

Die  Bezeichnungen  a,  werden  also  in  der  ebenen  Trigonometrie 
tiberflüssig;  nicht  aber  die  Bezeichnungen  s^.  Diese  wollen  wir  jedoch 
jetzt  etwas  abändern,  indem  wir  an  ihrer  Stelle  fortan  die  Grössen 

2«o    =  äi   -f-    02  -t-    «3  5 

2  ii  =  —  ä,  +  02-1-03, 

2  «2  =  ä,  «2  +    03  , 

2«3   =  «1   +   «2—    Ö3 

gebrauchen. 

Die  Substitution  für  die  Parameter  Z,,  die  der  Substitution  (4) 
entspricht,  lautet 
(3)  Zq  "=1  d  .  Zq  ^  Zi  =  Zi  ^  Z2  =  Z2 ,    Z^  =  Z^ , 

Die  Parameter  X,.  vereinigen  sich  im  Grenzfalle  mit  den  Grössen 
Y,.,  an  deren  Stelle  jetzt  vier  linear-abhängige  Ausdrücke  treten: 

[    2Vo=  Z,    +    Z2+^3, 

2y^  =  _Z, +  Z2+Z3, 
2Y2  =       Zi  —  Z^  -]^  Z3, 

2%  rrr  Z,   +  ifj  —  Z,  . 


(2) 


(4) 
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Führt  man  nun  den  angezeigten  Grenzübergang  aus,  so  ent- 
stehen die  folgenden  Formeln,  die  die  Parameterdarstellung  der  ebenen 
Dreiecke  durch  die  Yerhältnisgrössen  Z^  enthalten: 


(5) 


2" 


0^  2«  r=  i« 

2  "~  r,       i, 


•ß    O   '   •g  O      T?  7 


2 


f? 
2 


?3 

2 


Hieraus  folgt  einerseits  die  Proportion 
(6)  Z,:Z,:Z,:Z,   =   |.|.| 

andrerseits  die  goniometrische  Formel 

ctgf  .otgf  +  ctg|.  ctgf  +  ctg|.  ctg|  =  \ 

Femer  ergibt  sich 


(7) 
(8) 


2 


sm  ä.  =  _  _*  " 

2Z2Z, 


cos  «,  =  --^-i?-    ^ 
2Z2Z, 


Ad  Steile  der  Irrationalität  A  tritt  jetzt  das  auch  im  Vorzeichen 
bestimmte  rationale  Product  Z,  Zj  Z3 ;  die  die  Grössen  sin  «,  ver- 
tretenden Grössen  «,  enthalten  daher  nur  noch  die  eine  Irrationalität 

r  A)  ^1  Zj  Zj : 
(9) 


-.  =  .  _2Z, 

VzJmä 


.y,  (t=:.0,  1,2,  3). 

r.o  AI  A2  A3 

An   Stelle  der  DELAMSRE'schen  Ausdrücke,   oder  vielmehr  eines 
Theiles  von  ihnen  treten  die  folgenden: 


(10) 


sm 


«2  —  «:t 


Ctg 


«1 


clg? 


Ctg  J  Ctg  -^ 


.-0^5 


Ctg 


2 


cos 


«2  —  a.^ 


^  — <^ ^ 

«1 

^+ctg|..ctg| 


^ 


^1 


cos 


«1 


ctg|.ctg|  +  ctg|.ctg^ 


ä^  +  i 


^  ^  +  /a 
^1 


endlich  ergibt  sich  aus  den  L'HuiuER'schen  Formeln,  wenn 
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(11) 

M 

gesetzt 

wird, 

(12) 

«1 
2 

/fi    h    h  _       , 


Ctg^=    2^Ctg-g?=^.Ctg-:=:Jtf. 

Die  Grund rormeln  der  ebenen  Trigonometrie,  der  Cosinus-  und 
der  Sinussatz,  entstehen  bekanntlich  aus  den  ebenso  benannten  Formeln 
der  sphärischen  Trigonometrie  durch   den  nämlichen  Grenzübergang: 


(13) 

ä,*  =   Ö2*  -|-   flj^  -|-   2  02  Ö3   •   COS  «1  , 

(14) 

«1                 «j                 «3       _  VZnZtZiZs 

sin  äi          sin  äj          sin  «3         yy  yyy 

Der  Ausdruck   für  die  Fläche   F  des  ebenen  Dreiecks  ist  der 
Grenzwerth  der  Fläche  des  sphärischen   Dreiecks,    wenn    man  als 

Radias  der  Kugel  die  Grösse  -^  nimmt:  Lim.  -^  = 


(15)     F=  y«,«i«,«3  =  -^a^öj 


4Zo 


sin  ö,  =  ^^y  •  l/y,y,r,y, 

^j  ^2  ^3 


Von  den  Quotienten  ^  (s.  §  1 2)  haben  drei  die  Grenze  oo ;  der 
letzte  nähert  sich  dem  Halbmesser  r^  des  dem  Dreieck  umschriebenen 
Kreises: 

06)  *=.  =  in^  =  h  ^m»        (vgl.  Nr.  14) ; 


die  Quotienten  ^  dagegen  nehmen  im  Grenzfall  sämmtlich  endliche 

Werthe  an,  und  nähern  sich  den  Halbmessern  q^  der  Berührungs- 
kreise des  ebenen  Dreiecks: 


(17) 


?o  =  »i-ctg 


^=F. 


^  _r 


5j 


«3 


ctg  ö"  =  »3  •  Ctg  ö" 


Cl  =  «0  •  Ctg  -g  = 


PS  =  »3 
?3  =  ^» 


*8  2 


^  =  «« 


ÖJ    - 

Ctg^  =«!• 


4   «3 

*«  2 


tg 


«3 


öl    — 


*8  2 


«. 


«s 


(18) 


?.= 


]/soÄ*«*3 


o-ctg-2 

(t  =  0,  1,2,  3). 
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An  Stelle  der  Relationen  (3),  (i)  des  §  12  treten  also  jetzt  diese: 


19; 


ir  =  —   (i,  +  p,  +  (^,  +  (^:i, 
^ü  (?i  ^'i  ^;t 


Endlich  ergeben   sich   auch   nocli    für  die  Höhen  /i,  des  ebenen 

Dreiecks,  die  Grenzwerthe  der  Quotienten      .  ^  (s.  §  7 ,  S.  150)   be- 
raerkensweitlie  Ausdrücke,  nämlich: 


m 


Ä,.^4|-^i^    (1  =  1,2,3). 


Natürlich  kann  man  alle  diese  l-'ormeln  auch  unmittelbar  ent- 
wickeln, wenn  man  die  Grossen  Z^  von  vornherein  durch  die  Pro- 
porlton  (6)  definirL  — 


Unsere  Formeln  definiren  eine  Abbildung  der  Mannigfaltigkeit 
aller  wesentlich  verschiedenen  ebenen  Dreiecke  auf  den  Raum  von 
drei    Dimensionen,   ähnlich   der   in   §  9    behandalten   Abbildung   der 

sphärischen  Dreiecke.    Am  Besten  deuten  wir  jetzt  die  Grössen  ^  als 

rechtwinklige  Cartesische  Coordinaten.  Die  Ebenen  F^  ^  0  sind  dann 
die  vier  Ebenen,  die  im  Anfangspunkte  der  Coordinaten  auf  <ien 
Diagonalen  eines  Würfels  mit  den  Ecken  ^  1  senkrecht  stehen  und 
je  sechs  Kantenmitten  des  Würfels  verbinden.  Die  acht  Ebenen 
Z<  ^^  0,  y^  =  0  theilen  den  Raum  in  32  Gebiete,  deren  jedes  die 
Gestalt  eines  Tetraeders  hat,  einer  dreikantigen  Pyramide  mit  unend- 
lich ferner  Basis,  deren  Scheitel  im  Anfangspunkt  der  Coordinaten  liegt. 
Reelle  Werthe  der  Parameter  2^  führen  zu  Dreiecken,  deren 
Seiten  un<I  Winkel  reell  oder  rein  imaginär  sind.  Die  einzelnen 
Fälle  sind  ebenso  zu  unterscheiden,  wie  die  entsprechenden  Fälle 
in  §9: 

(Dreiecke  mit  reellen  Seiten  und   Winkeln). 

Die  zugehörigen  Raumpunkte  erfüllen  das  Innere  von  vier  Drei-- 
kanten,  die  begrenzt  werden  von  je  drei  Ebenenstücken  Y^  =  0. 
Id  einem  Falle  [0]  hat  man  Z<  ]>  0  (t  =  0, 1,2,3);  die  begrenzenden 

4  3» 
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Ebenen  sind  dann  Y ^  =  0  ,  ¥2  =  0,  Yg  =  0  .  Die  drei  anderen 
Fälle  [1],  [2],  [3]  entstehen  hieraus  durch  gleichzeitigen  Vorzeichen- 
wechsel je  zweier  der  Grössen  Z,.. 

II.    ZoZ,Z,Z3>0,     YoYjj3<0. 

(Dreiecke  mit  reellen  Seiten  und  rein  imaginären  Winkeln). 

Die  Ungleichungen  II  definiren  zwölf  verschiedene  Raumgebiete, 
Dreikante,  deren  jedes  im  Endlichen  begrenzt  wird  von  zwei  Coor- 
dinatenebenen  und  einer  der  Ebenen  Y^  =  0 .  Diese  Dreikante  über- 
decken die  Flächen  der  unter  I  genannten  Dreikante  vollständig. 

Aus  jedem  der  unter  I  und  II  vorkommenden  Dreiecke  geht 
ein  neues  hervor  durch  Multiphcation  der  Seiten  mit  V — 1 .  Diese 
Operation  entspricht  offenbar  der  Spiegelung  am  Anfangspunkt  der 
Coordinaten.     Wir  haben  daher  nicht  nöthig,  die  Fälle 

III.     ZoZ,Z,Z3<0,     YoY,Yj,yo     und 

IV.   ZoZ,^Z3<o,    y;,y,y,Y3<o 

noch  besonders  zu  besprechen. 


Fig.  4  6. 


Die  Figiu'  16   wird   eine  deutliche   Vorstellung  geben   von   der 
Lage  der  32  Raumgebiete.     Es  ist  die  Ansicht  eines  Cubo-Octaeders 
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gezeichnet,  aus  dessen  quadratischen  Flüchen  die  Coordinalenebenen 
die  Diagonalen  ausscheideo.  Die  Kanten  werden  aus  dem  Mittel- 
punkt durch  die  Ebenen  Y,  =  0  projtcirt.  In  jedes  der  durch  die 
genannten  Ebenen  abgegrenzten  Fächer  ist  die  zugehörige  Bezeich- 
nung I,  llj  UI  oder  lY  eingetragen. 

Betrachten  wir  etwas  genauer  die  Abbildung  der  reellen  Drei- 
ecke auf  die  Punkte  in  den  unter  I  genannten  Rauoigebieten  [0], 
[1],  [2],  [3].  Wir  denken  uns  jedes  dieser  Gebiete  mit  vier  Blattern 
überdeckt,  die  den  Vorzeichen  der  Quadratwurzeln  aus  J^^i^a^a  "^d 
Y^Y^Y^Y^i  entsprechen,  und  uie  folgt  bezeichnet  werden  mögen: 

{B.-ü.):VIJJ^,>Q,    Vyj.y.y,  >0; 
[n.  b;)  :  VzXzJ,  >  0 '    yyXy,%  <  0 ; 

Man  erkennt  unmittelbar,  dass  diese  Unterscheidung  der  in  §  8 
des  ersten  Abschnitts  getroffenen  Unterscheidung  entspricht:  Jedes 
unserer  Baumgebiete,  deren  Zahl  nunmehr  auf  16  angewachsen  ist, 
enthalt  Dreiecke  einer  bestimmten  der  dort  auseinandergelialtcnen 
Gestalten.   (Vgl.  auch  11,  §  10,  S.  159.) 

Der  Zusammenhang  der  einzelnen  Blatter  wird  vemiitlelt  durch 
die  Grenz-Flächen ,  -Kanten  und  -Punkte  der  Tetraeder  [0],  [1],  [2], 
[3],  und  zwar  ist  die  Art  des  Zusammenhangs  dieselbe,  die  wir 
bereits  in  §  8  des  ersten  Abschnittes  kennen  gelernt  haben.  Die 
Punkte  der  Grenzfliichen  Yi  ^=  0,  deren  es  4.3.2  verschiedene 
gibt,  entsprechen  den  Grenzdreiecken  erster  Art;  die  Punkte  der  in 
der  unendlich  fernen  Etjene  gelegenen  Begrenzungsflcichen,  deren 
i  .  2  vorhanden  sind,  entsprechen  den  Grenzdreiecken  zweiter  Art, 
den  unendlich  kleinen  Dreiecken.  Die  Grenzdreiecke  dritter  Art,  die 
unendlich  grossen  Dreiecke,  haben  als  Aequivalent  einen  singtilüren 
Punkt  der  Abbildung,  den  Anfangspunkt  der  (Koordinaten:  Jeder  von 
diesem  Punkt  ausgehenden  Fortschreitungsnchtung,  die  sich  in  eines 
der  Gebiete  l  hineinerstreckt,  entspricht  ein  unendlich  grosses  Dreieck 
von  bestimmter  Gestalt;  oder  vielmehr,  es  entsprechen  ihr  zwei  solche 
Dreiecke ,  die  den  Uebergang  zwischen  je  zwei  BhUtern  unserer 
Raumüberderkung  nach  dem  Schema 
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{ß.  B,)  *—  (ß;  Bj ,  (ß.  b;)  <-^  (ß;  b;) 

vermitlelü.     Wie  man  sieht,  kann  man  von  den  Grenzdreiecken  erster 

Art  weitergehen  zu  den  Dreiecken  mit  reellen  Seiten  und  rein 
imaginären  Winkeln,  und  von  den  Grenzdreiecken  zweiler  und  dritter 
Art  zu  den  Dreiecken  mit  reellen  Winkeln  und  rein  imaginären 
Seilen.   (Ygl.  S.  MO.)  f 

Den  6  .  4  Schaaren  von  c»^  Uebergangsdreiecken  erster  Art  ent- 
sprechen die  sechs  Punkte  der  unendlich  fernen  Ebene,  in  denen  die 
vier  Gebiete  [0],  [1],  [2],  [3]  aneinanderstossen ;  den  6.4  Schaaren 
von  uebergangsdreiecken  zweiter  Art  dagegen  entsprechen  sechs 
Raumpunkle,  die  auf  den  Schoittlinien  der  Ebenen  y,=:  0  liegen 
und  dem  Anfangspunkt  der  Coordinaten  unendlich  benachbart  sind. 
Dieser  Punkt  ist  also  fär  unsere  Abbildung  eine  singuUire  Stelle 
höherer  Art.  ^H 

Ausser  den  bereits  genannten  sind  singulare  Stellen  unserer 
Abbildung  auch  die  übrigen  Punkte  der  Kanten  der  vier  Tetraeder 
[0],  [1],  l2],  [3].  Das  sind  erstens  die  Schnittlinien  der  Ebenen 
y,  =1^  0  mit  der  unendlich  fernen  Ebene  Z,^  :=:  0,  Diesen  oo*  Punk- 
ten entsprechen  nur  (xr  Dreiecke,  nämlich  solche,  deren  Ecken  ii 
denselben  Punkt  und  deren  Seiten  auf  dieselbe  Gerade  fallen.  Ii 
doppelteni  Sinne  singulär  sind  die  Punkte  auf  den  Schnittlinien  Y^  =  0 
y^  ^  0 .  Jedem  solchen  Punkt  entsprechen  oo^  Dreiecke j  die  gleich- 
zeitig Uebergangsdreiecke  erster  und  zweiter  Art  sind,  und  zwar 
allen  Punkten  auf  derselben  Kante  die  nämlichen  Dreiecke.  —         j 


) 


Fragen  wir  schliesslich  noch,  wie  sich  die  Parameter  Z,  ver- 
halten bei  den  Substitutionen  der  auf  Seite  122  deBnirten  erweile 
ten  Gruppe.  Sie  ändern  sich  nicht  bei  der  Substitution  I  (S.  H8 
und  ebensowenig  bei  gleichzeitigem  Vorzeichenwechsel  sämmtlicher 
Seiten,  Es  entsteht  daher  eine  Gruppe  von  nur  24  collinearei 
Transformationen,  bestehend  aus  den  Vertauschungen  der  Grössen  Zj , 
Zj,  Z;^,  und  den  Vorzeichenwcchseln  zweier  von  ihnen.  Dies  ist  eine 
wohlbekannte  Gruppe,  die  sogenannte  erweiierie  Tetraeder gruppe^). 
Versteht  man  unter  einer  »Umlegung«  eine  Transformation  des  Raumes, 
bei  der  jede  Figur   in  eine  syminetrisch-gleiche    übergeht,   so    kann 


r- 

I 


i]  h\  Klein,  Vorlesungen  über  das  Icosaeder  (Leipzig,  1884)  I,  §  4  <  (S.  23). 
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die  genannte  Gruppe  definirt  werden  als  der  Inbegriff  aller  Be- 
wegungen und  Umlegungeo,  die  ein  regelmässiges  Tetraeder  mll  sich 
selbst  zur  Deckung  bringen. 

Steiil  man  ein  ebenes  Dreieck  als  bestimmt  an,  wenn  seine 
Seiten  gegeben  sind,  und  betrachtet  man  überdies  solche  Dreiecke 
als  nicht  wesentlich  verschieden,  die  durch  einen  Vorzeichenwecbsel 
aller  Seiten  in  einander  übergehen  ^  so  entspricht  in  unserer  Ab- 
bildung jedem  Rauoipunkt  ein  bestimmtes  Di'eieck  und  umgekehi't 
(natürlich  nur  im  Allgemeinen;  s.  oben).  Den  6.i  Dreiecken,  die 
dieselben  Ecken  haben,  entsprechen  24  Raumpunkte,  die  durch  die 
erweiterte  Tetraedergruppe  unter  einander  vertauscht  werden.  — 

Alle  diese  Uebcrlegungen  gestallen  sich  viel  einfacher,  wenn 
man  ahnHche  Dreiecke  als  nicht  wesentlich  verschieden  ansieht.  Es 
kommen  dann  nicht  die  Raumpunkte  selbst,  sondern  nur  die  geraden 
Linien  durch  den  Anfangspunkt  in  Betracht. 

Es  ist  nicht  schwer,  die  geschilderten  Verhältnisse  zu  verstehen 
als  Grenzfölle  derer,  die  wir  in  §10  beschrieben  haben.  Die  ange- 
stellte Betrachtung  ist  indessen  doch  wohl  nicht  überflüssig,  da  die 
Abbildung  der  Mannigfaltigkeit  der  reellen  ebenen  Dreiecke  auf  den 
Punklraum  manches  Besondere  darbietet,  auch  zum  Theil  andere  und 
zwar  höhere  Singularitäten  besitzt,  als  die  entsprechende  Abbildung 
der  Mannigfaltigkeit  der  reellen  sphärischen  Dreiecke. 


IE-  Absclmitt, 


Darstellung  orthogonaler  Substitutionen  und  sphärischer 
Dreiecke  durch  elliptische  Functionen. 


Bekanntlich  hat  schon  Laghange   die  Bemerkung   gemacht,   dasüj 
die  alle  Additionsformel   (in   der  LEGENUBE-JAcoBi'schen  Bezcichaun 
cos  am  (t*  -j-  v)  =  cos  am  w,  cos  am  v 
—  sin  am  u,  sin  am  t  *  z/  am  (u  -|-  tj) 
die  grösste  Aehnlichkeit   hat   mit   dem    Cosinussaiz   der  sphärischen 
Trigonometrie.      Es   ging   daraus   die   Möglichkeit   hervor,  sphärische 
Dreiecke  durch  elliptische  Functionen  zweier  Argumente  darzustellen'). 

Auf  diesen  Zusammenhang  der  elliptischen  Functionen  mit  der 
sphärischen  Trigonometrie  wird  durch  die  im  zweiten  Abschnitt  mit- 
getheiUe  Untersuchung  ein  neues  Licht  geworfen;  zugleich  ergibt 
sich  eine  bedeutende  Erweiterung  der  bekannten  Formeln:  Es  i^ii 
ein  ähnhches  Theorem  vorhanden,  das  sphärische  Dreiecke  in  raannig- 
falliger  Weise  durcli  ellif»tische  Functionen  von  vier  unabhilngigen 
Argimienten  ausxudriicken  erlaubt,  und  das  den  erwähnten  Salz  als 
besonderen  Fall  enthält. 

Die  genannte  Verallgemeinerung  steht  in  einem  eigentlmmlichen 
Zusammenhang  mit  den  jAcoBf sehen  und  WEiERSTRAss'schen  Addilions- 
theoremeu  der  //-  oder  S-Functionen  ^  deren  Theorie  wir  daher  in 
einigen  Punkten  zu  ergänzen  haben  werden. 

Wir  bedienen  uns  bei  dieser  Untersuchung  des  Systems  von 
Bezeichnungen,  das  Herr  Weiebstrass  in  die  Wissenschaft  eingeführt 


* 


I 


0  S.  DtT»fe«E,  Theorie  der  clüpliseheo  FtincUorien  (3.  Aufl.  i878),  VIL  Ab- 
schnilt,  iind  Hie  Lileralurangabeo  bei  Eisp^epea  iBUipt.  Funct.,  t.  Auil*,  v,  F.  Müllkr^ 
18891  S.  559,  wozu  nocli  Greemhll,  ApplicuUons  of  Elliplic  functiüns  komml 
[London^  (892,  Ctiap,  IV),  —  Der  im  Texte  gebrayehle,  e!\v;is  unbeslinmile  Aus- 
druck wird  durch  die  folgende  UnterüuchuQg  erkliirt  werdea* 


4  05] 


Einleitung. 


189 


hat.  Dieses  empfiehlt  sich  dem  älteren  Bezeichnungssysteim  gegen- 
über für  uns  schon  dadurch,  dass  es  den  Dualismus  zwi^sehen  einem 
sphärischen  Dreieck  und  seinem  Pohutireieck  klar  zum  Ausdruck 
bringt;  es  ist  aber  auch  sonst,  im  Grossen  und  Ganzen,  für  unseren 
Gegenstand  voriretnich  geeignet.  Im  Einzelnen  werden  wir  uns 
allerdings  einige  Abweichungen  von  den  Festsetzungen  des  Herrn 
Wkiebstbass  erlauben  inilssen*). 

Nach  dem  im  II.  Abschnitt  Gesagten  kommt  es  in  der  Haupt- 
sache auf  Dasselbe  hinaus,  ob  wir  orthogonale  Substitulionen  oder 
sphürische  Dreiecke  durch  elliptische  Functionen  dari»tolleo*  Indessen 
hängt  das  sphärische  Dreieck  doch  in  einlacherer  Weise  von  der 
orthogonalen  Substitution  ab,  als  umgekehrt  die  Subslilution  vom 
Dreieck.  Wir  werden  daher  in  der  Folge  meistens  nur  von  ortho- 
gonalen Substitutionen  reden.   — 

Wir  stellen   zunächst   einige  Hulfssätze  zusanunen,  die  sieh  auf 

die  häulig  wiederkehrende  Aufgabe  beziehen,  die  S-Functionen  des 
um  eine  halbe  Peiiode  vermehrten  Argumentes  durch  die  ursprüng- 
lichen Functionen  S,  5^,  G^?  ^n  auszudrücken.  Die  zu  diesem  Zweck 
entwickelten  bekannten  Formeln"^)  sind  insofern  nicht  ganz  zweck- 
mässige als  sie  die  Symmetrie  zwischen  den  drei  Functionen  Sj,  S^,  G^ 


t)  t)eiD  Verfüsser  Ist  es  woIjI  bewusst,  wie  gewichtige  Redenken  einem 
solchen  Verfuhren  orifgegenstelien,  nani entlieh  in  einer  Theorie,  in  der  ohnehin  an 
den  verschiedenartigsleii  Bezeielinuni^en  kein  Mani^el  ist ;  indei»sen  erschien  die  Ali- 
Änderung  im  Interesse  der  Sache  dringend  geboten.  —  Bei  der  Wahl  der  im  Texte 
verwendeten  liexcichnungen  ist  der  leitende  Gedanke  der  gewesen ^  müglichst  viele 
gleichartige  Formeln  [solche  Körmelii,  die  eine  Gruppe  bilden)  in  einem  einzigen 
Ausdruck  zusammenzyfiiSÄen,  soivett  es  ohne  Zerstörung  der  Uebersichitichkdi  möglich 
schien.  Es  handelt  sich  dabei  übrigens  nur  nm  die  conseqnenle  Durch riilirnng  der 
Wbikr!>tr\  SS 'sehen  Bezeichnungs  weise,  Dass  Herr  Wüikustrass  selbst  den  foli^e- 
ri»chteu  Ausbau  seines  Bezeich nungssystenis  unierlassen  hat,  ist  nach  Ansicht  des 
Verfassers  sehr  zu  bedauern.  Der  Vorlheil,  den  die  Beibeliallung  der  historisch 
überlieferten  Bezeichnurii^en  bietet,  wiegt  die  dadurch  hervorgerufenen  Uebelstände 
schwerlich  auf, 

t)  H.  A,  ScirwAiiz ,  Formeln  und  Lehrsätze  zum  Gebrauche  der  elliptischen 
Functionen  (Berlin,  Reimer.  Erschienen  sind  z.  Z.  die  Bogen  \  — 12,  Art,  t — 60) 
Art.  14—43.  Halhien,  Traite  des  fonclions  elliptifiues  (Paris  IS86),  t.  I  f>.  (90— 
(95.     Auch    in    diesem!  Werke   ist   die   Symmetrie    der  Formeln   nicht   vollstjindig 
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aufheben   und  daher  eine  Unterscheidung  verschiedener  Falle  noth- 
wendig  machen,  die  man  vermeiden  kann. 

Wir  setzen,  um  zu  symmetrischen  Formeln  zu  gelangen, 

(1)  COi   =   (0,       (»2  =   —   w"  =    —   CO   —   Co',        0)3   =   Co',  *) 

worin  w^  co',  w"  die  bekannte  Bedeutung  haben,  so  dass 

(2)  Wi   +   ©2  +   ©3  =Z   0  . 

Aus  den  Gleichungen  Ypu  —  e^  =  ^  (A  =  1 ,  2,  3)  ergeben 
sich  dann  (vgl.  Schwarz,  S.  24)  eindeutig  bestimmte  Werthe  für  die 
Quadratwurzeln  aus  den  Differenzen  der  Grössen  Cj,  62,  63,  nämlich 

(3) 

Y    — — S2W1 e-ntcii  Seoa      y — — — 63  Wj e-'»»"»Sö>2 

*  ^        60)4  ScoiS£t;2   '     '^   *         ^        S©!  60/3 6©!     ' 

1/ — ^^^^ —  63^2 £21^5wi       Y S1W2 e— »»'»«Suis 

^^2  —  C3  —  0;;;^  —         ee^jSc;;;- '     »^^^  —  ^i  —  g^  —  —    Qa,,6ai^  ' 

w — — —  61  CO, g~'""«6ai2      1/ S2  ©3 e-''«*^Sö>i 

Hieraus  folgt 


(4)  I   V^a  —  «2  =  »  >^2  —  «3 1         T^ßi  —  ^3  =  »  Ke3  —  Ci  , 
f  ye2  —  Ci  =  i  Kßi  —  «2  • 

Versteht  man  daher  unter  A,  /i,  v  die  Zahlen  1,  2,  3  in  einer 
der  drei  Folgen  (1,  2,  3),  (2,  3,  1),  (3,  1,  2),  und  unter  V  —  i  die 
Grösse  —  e^i^»,  so  ergibt  sich 

(5)  6  a),  =   ./ 1''  (A=1,2,3). 


«A-  f^ 


e. 


>* 


Den  vierten  Wurzeln  dürfen  hier  nur  solche  Werthe  beigelegt 
werden,  deren  Quadrate  durch  die  Gleichungen  (3)  bereits  eindeutig 
bestimmt  sind;  auch  sind  durch  eine  dieser  Grössen  die  beiden  an- 
deren eindeutig  bestimmt. 

Jetzt  erhalten  wir  die  fraglichen  Transformationsformeln  in  der 
folgenden  Gestalt: 


i )  Besser  noch  wäre  vielleicht  die  Annahme  toj  =  ü>,  (02  =  w',  013  =  —<  w", 
da  dann  in  der  Zahlenebene  die  drei  Punkte  o/i ,  CO2 ,  CO3  im  positiven  Drehungs- 
sinn auf  einander  folgen.  Doch  bietet  eine  solche  Abänderung  keinen  besonderen 
Vortheil.  —  Der  Leser  beachte ,  dass  die  Grössen  Ye^  —  cj^  mit  den  in  der 
ScuwARz'schen  Formelsammlung  ebenso  bezeichneten  Grössen  nicht  identisch  sind. 


I»7j 
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(6) 


+  Swa  =  +  .7 


V-i 


;ei^i"i, 


S  (u  ±  tit))  

6^  (h  ±  wj)  _ 


'^''i*'6„ti" 


(7) 


/*«  *  y— *yt^Ä-"V 

Die  Ausdrücke  rechter  Haotl  sind,  wie  gesagt^  nur  unter  der 
Voraussetzung  gültig,  dnss  den  Zahlen  A,  //,  v  eines  der  Werthsy^^teme 
(i,  2,  3),  (2,  3,  4),  (3,  2,  1)  beigelegt  wird;  dagegen  sind  die  zuerst 
angegebenen  Ausdrücke  einer  solchen  Beschränkung  nicht  unterworfen. 
Auch  in  allen  weiterhin  zu  entwickelnden  Formeln  kann  man  den 
Grössen  X,  fi,  v  die  Zahlenwerthe  I,  2,  3  in  jeder  beliebigen  Anord- 
ouDg  beilegen. 

Manche  der  aufzustellenden  Ausdrücke  gewinnen  ein  etwas  ein- 
facheres Ansehen,  wenn  man  für  die  Producta  der  S-Funclioneu  mit 
gewissen  Irrationalitäten  besondere  Functionszeichen  einführt.  Wir 
setzen,  von  der  WEiERsTRAss'schen  Bezeichnung  abweichend, 

0«  =  Ve^  —  e,  fe^  —  e^  fei  —  e^.6u  =  YG,  Su , 
&f,u  =  fe^—e,.6j,u,  (9^u  =  fe^—ei.6^u,  &,u  =  fej,—  ef,.6,u, 

^,  /i,  f  bedeuten  hier  die  Zahlen  1 ,  2,  3  in  einer  beliebigen, 
aber  bestimmten  Anordnung,  Die  noch  nicht  erklärten  Wurzeln  sind 
delinirt  durch  die  Formeln 

(8)  fe^—e^  —  l/Tf'ej— ei ,  fey—e^=Vtfe^—ei,fe2—et  =  VtVei—e2, 

in  denen  der  Grösse  Vi  ein  und  derselbe  Werth  beizulegen  ist. 
Für  die  so  eiklärten  0-Functionen  gelten  die  Gleichungen 

(9)      0=M0,^t?  —  &^u&H  4-  &^'ue;'v  —  &,hw,;'v  =  o, 

0^(0)  =  0,(0)  0,(0)  0,(0), 
von  denen  die  beiden  ersten  (besondere  Fälle  der  später  zu  ent- 
wickelnilen  Jacobi  sehen  Formeln)  algebraische  Folgen  der  zwischen 
den  Quadraten  der  ©-Functionen  eines  Argumentes  bestehenden  Identi- 
täten sind  (die  selbst  wieder  aus  jenen  durch  Spccialisirung  hervor- 
gehenj.  —  Die  Formeln   (6)  nehmen  jetzt  die   folgende  Gestalt  an: 
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(10) 


0{u  +  0),)  =  -j-  {V^y    .  e*^^*"^  e^*^^", 
0^{u  ±  M,)  =       {V^)'  .  e**^^*^^  e^'^^r 


0,«, 

0W, 
0,M, 


Der  Werth  des  Exponenten  ^  =  -)-  1   hängt  vom  Vorzeichen  des 

Prodiicles  0^^  (0)  =  |/^  ab: 

^  _  fa  ~  ^*^  i^^  —  g^)  (^Jt  —  p^i)  ^ 

Im  Allgeraeinen  ist  es  bequemer,  mit  den  0-Functionen 
rechnen,  als  mit  den  S-Funcüonen,  wie  schon  die  Vergleichnng  der 
Formeln  (10)  mit  den  Formeln  (6)  zeigl.  Dazu  kommt  der  für  die 
Anwendungen   wichtige  Vorzug   der  ©-Functionen,    dass   sie  in  den 

Argumenten  w  :  m  :  u  gleichmässig  homogen  sind  (vom  Grade ^), 

wiihrend  die  S-Functionen  verschiedene  Grade  aufweisen  (U  0,  0,  0). 
Indessen  enthalten  die  0-Functionen  [rrationalituten ,  die  der  Mehr- 
zahl der  von  uns  zu  entwickebdeu  Formeln  fi-emd  sind,  und  daher 

aus  diesen  Formeln  thattsäclilich  wieder  herausfallen.  —  Wir  werden 
in  der  Folge  beide  Funclionszeichen  neben  einander  benuticen. 

Erwähnt  sei  noch,  dass  man  die  ©-Functionen  durch  ihre  Pro- 
diicle  mit  einer  Exponentialgrösse  der  Form  e****'**"*'  ersetzen  kann, 
ohne  den  Charakter  der  folgenden  Untersuchung  zu  Underu* 

Die  vier  Producte  &{i\)~^.6^u  =  ^f~^^.  0^u  sind  eindeutige 
homogene  Functionen  mdllen  f»rade$  der  Grossen  o> :  o/  :  u. 


§  1 


Die  (iroppiruiig  der  Weierstrass'schen  mul  JacoliFsehen  AMitioiisHieoreme* 

Das  Addilionstheorem  der  WEiEwsTRAss'schen  G-Function  lautet  be- 
kanntlich 

G  (M  -f   fii)    0   (f*   —   «,)    S  (%  +   fl;t)    S  («2  —    ih)    -\- 

(1)         +  S  (ff  +  fh)  S  {u  —  ii.,)  6  (if,  +  «0  S  («;,  —  «i)  -f 

-}»  S  Cfi  -f-  W;»)  6  (u  —  ff,)  S  (i/,  +  u^i)  6  (w,  —  %)  —  0 . 
Führt  man  hier  die  neuen  Bezeichnungen  ein  ') 


i 


I)  Vgl.  ScHWAiiz,   Art.  38.    Auch  hier  war   eine    kleine  AbweichuDg   in  der 
Bezeichnung  um  des  Folgenden  willen  noth wendig,   oder  doch  wii n. seh eos werth. 


lOSJ 


§    t.    AdDITION!<THKOREME. 


193 


(2) 


%h"  ^  —  a  ^  b  —  c  —  d, 
2c'  —  —  ü  —  b  -^^  c  —  d^ 
2  <f  =  —  a  —  6  —  c  +  d , 


11  -|-  Hj  =  Ä  ,  u  —  11^  =  —  c ,  «2  -|-  «3  ^  —  ^^ '  «^  —  Wj  ==  ö  » 
11  -J-  %  =  fc',  fi  —  «2  =  —  c\  tlj  +  Wi  —  —  (!',  tl:^  —  tt,  =r  a\ 
11  -j^  tij  =  6\  u  —  tia  =  —  c",  tii  -f  u-2  =  —  /,  M,  — 1^2  =  a\ 
so  bestehen  die  Gleichungen 

2  a'  r=  —  a  —  b  —  c  —  d^ 

2A'  1=        a  -\-  b  —  c  —  d, 

tc   ^        a  —  6  +  t!  —  d, 

2(/'  =        a  —  fe  —  i;  +  (/, 

und  ilje  analogen  Glt^iehnngcn,  die  aus  (2)  durch  cyclische  Ver- 
tauschung  der  Groisjsen  d,  a,  a  u»  s.  w.  hervorgehen.  Die  Gleiehimg 
(i)  niranil  dann  die  einfache  Form  an 

(3)     SflS6Se?Sd  +  6a'Sfc'Sr  Sf/'  -f  S/SÄ'St'Sir  =  0.  — 

Denkl  rnan  sich  nun  die  Grössen  a,  fc,  f,  li  um  Vielfache  von 
halben  Perioden  vermehrt,  in  der  Weise»  dass  auch  ö',  b\  c\  d  und 
a",  6*,  c^  d"  um  Vielfache  halber  Perioden  wachsen^  und  führt  man 
dann  mit  Hülfe  der  Formeln  (6)  S.  191  die  Functionen  Gji,  S^,  S,  ein, 
so  erhalten  alle  drei  Glieder  denselben  Exponentialfactor,  und  gleich- 
zeitig verschwinden  in  der  neuen  Formel  auch  die  Irrationalitäten. 
Es  soll  sich  nun  für  uns  darum  handeln,  eine  Üebersicht  über  die 
Gesammtheit  aller  so  entstehenden  Additionstheoreme  und  über  deren 
Gruppii'ung  zu  gewinnen.     Hierzu  führen  die  folgenden  Bemerkungen: 

\)  Die  Vermehrung  einer  der  Grössen  a,  6,  c,  d  um  eine  dop- 
pelte Periode  4o)i  ändert  die  Gestalt  der  Relation  (3)  liberliaupt  nicht, 
und  ebensowenig  die  Vermehrung  zweier  verschiedener  der  Grossen 
a,  6,  c,  d  um  dieselbe  einfache  Periode  äcu^*  Wir  können  also,  für 
unseren  Zweck,  alle  diese  Substitutionen  als  nicht  wesentlich  ver- 
schieden von  der  identischeo  Substitution  ansehen.   —    Aus  1)  folgt 

2)  Vermehrt  (oder  vermindert)  man  eine  der  Grössen  ö,  6,  c,  d 
nm  eine  einfache  Periode  Scü^,  so  ist  der  Erfolg  derselbe,  welche 
der  vier  Grössen  a,  6,  c,  d  man  auch  gewählt  haben  möge.  Auf 
diese  Art  gehen  also  aus  der  Relation  (3)  im  Ganzen  nur  drm  neue 
Formeln  hervor. 

3)  Jede  der  in  Rede  stehenden  Aenderungen  lässl  sich  zusam- 
mensetzen aus  den  unter  1)  und  2)  genannten  SubsHlutionen  und 
(tiner  Vermehruni^  iler  Grössen  ff,  6,  r,  rf  um  solche  Grössen  +''>;, 
deren  Summe  gkich  Null  ist.     Diese  aber  kann  man  leicht  aufzühlen. 
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Es  gibt,  wenn  man  die  identische  Sobstiiution  einschliesst,  und  nicht 
nur   die    unter  1),    sondern    für   den  Augenblick   auch   die  unter  2) 

besprochenen  Substitutionen  der  Ideniittit  zuordnet,  64  verschiedene 
SubstiLoLionen  der  genannten  Art,  als  deren  Vertreter  wir  die  folgen- 
den anführen  mögen: 

(0,  0,  0,  0)      (die  identische  Substitution) 
(©;i,  w;i,  — foi^  — m^      (3  verschiedene  Substitutionen) 

(0,  0,  o)x^  — iüx)     (3,6  ^  18  Substitutionen) 
(w^,  — cö^,  co^,  -^^k)      (3.6  ^  f8  Substitutioneo) 
(0,  töi,  w^,  o)^      (2i  Substitutionen). 

Der  in  Klammer  gesetzte  Ausdruck  gibt  in  jedem  Falle,  in  leicht 
verständlicher  Bezeichnung,  die  Zuwüchse  der  GrOssen  a,  t,  c,  d  an. 

Wir  gelangen  so  zu  4  .  6i  ^  256  Addiiionstheoremen^  die  durch 
eine  Gruppe  von  eben  so  vielen  involutorisehvn  (und  also  verlausch- 
baren)  Subsiilutionen  t«  einander  übergehen. 

Diese  256  Formeln  theilen  wir  nun  in  1 6  Faniilien  von  je  1 6, 
deren  jeder  dieselben^  alsbald  anzugebenden  Eigenschaften  zukommen. 

Eine  erste  Familie  möge  alle  die  Relationen  umfassen,  in  denen 
die   zu   einem  Product   verbundenen  S-Fnnctionen  alle  den  gleichen  I 
Index   haben.     Diese   Formeln    entstehen   aus   (3)  durch    Verbindung 
der  unter  2)   besprochenen  Substitutionen  mit  den  folgenden: 

(0,  0,  0,  0),     (eOjL,  cöi,  tox,  (^i),      (cö^,  w^,  w^,  cö^),     (w,,  ü)„  o,,  «aj, 
also  durch  eine  von   16  Substitutionen  gebildete  Untergruppe  g^j^^^  der 
erwiihnten  Gruppe  von  256  Substitutionen. 

Aus  dieser  Familie  von  16  Additioustheoremen  entsteht  sodann 
eine  neue,  wenn  man  c  um  ca^  vermehrt  und  d  um  w^  vermin- 
dert, und  demzufolge  dieselbe  Substitution  (0,  0,  o^i,  — toj  auch  auf 
c  und  d,  c  und  d"  anwendet.  Die  Ausübung  der  Substitutionen 
(cDjt,  oii,  0,  0)  oder  (w^,  oi^,  cw^,  o\)  auf  das  Grössensystem  (a,  &,  c,  rf) 
würde  zu  derselben  Formelfamilie  führen.  Es  entstehen  also  durch 
die  genannten  Substitutionen,  wenn  man  A  ^;  1,  2,  3  setzt,  und  dann 
die  Grössen  a,  b,  c,  d  beliebig  vertauscht,  im  Ganzen  nur  3.3^  9 
verschiedene  Familien  von  je  16  Formeln. 

Eine  weitere  Familie  entsteht  aus  der  ersten  durch  die  auf  die 
Grössen  a,  6,  c,  d  auszuführende  Substitution  (0,  roj^,  w^,  w^),  oder 
auch  durch  eine  der  Substitutionen  (o^,  0,  ci*^,  w^,  (w^,  w^,  0,  w^). 


I 


II«J 
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(w,  ,  <»^,  (»1, 0).  Es  gibt  denmadi  —  :=  6  verschiedeitt'  T'iiiuuia.  dteiK- 
ArC-  Die  zuerst  genanBle  Sobstitotian  (0,  0»^^  <iu«'  <<>'■,  iui;  äüstäiut-  är 
der  .Aendening  fiir  die  GfCsses  «',  &'.  r'.  i*  imd  a".  7'.  t'..  ^  zir  ?-m^ 
Fuhrt  mas  nun  dat  besprodieikeB  Snbstitiitiulieiii  m  oar  zumtz: 
an^^^^benen  ReSieBfolge  Jni&,  bestiniml  man  also  zmnsi  dit  ti>  }>iit- 
m^lxk  der  ersten  Famüie,  und  leitet  dann  ans  diesBD  dif^  FamMiii  der 
9 — I —  6  Obrigen FamSien  ber,  so ^lan^  man  zo  dem  fükrendeii  Theorem: 
Setzt  SMS  aOmeder 

1,=  (e^ — e,)  ie,  —  e-2j  'e-^ — f^  5«  SJ»  5f  S^=€>«  fi^i»  6»r  ^^- 
5,  =  («.—«.;  5^«  Syt  S^f  Sid  =  9ia  €fj>  9^  €f^. 

Ii  =  f«,— «*;  5««  5Jb  Sj:  5J  =  €tji  €fjb  Sjc  €tji. 

h  =  «i— «js^  s^  Svc  sy  =  e^  ej,  «^  e»/i. 


(6,    I> 


(ß,  II) 


Ji  =—(««— e.  5^«  %^  5c  5i/  = 
&  =  —  5^oS>5/S^  = 


1 


ogC. 


h  = 
emdUek 


5ja3jb3/:5ß  = 


<  

j 


Cö^ID) 


I,  =  S^S^tSiCSJ  = 


^(Op 


^^ejbeiesd. 


bezädmel  auw  sitl  i},,,^,,^,;^  ««m'  i»«  ii « ix-»  is  dieselbe»   Func- 
der  Gröt$em  a,  b\  e',  ^  umd  «',  fr\  e',  (T,  «o  (MfeA«s  die  linearen 


[a,  /?,  y  =   <,  2,  3  in  jeder 
beliebigen  Reibenfolge;  zu- 
sammen 16  Gleichungen] 


I.— >>.  +  i.=  0, 
i.— t  +1»-=  0, 

I.  +  ^;.  -f-  ir  =   «  ' 

***ier,  in  anderer  Anordmmg, 


\ 
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oder  endlich 


!0  +  Ja  = 
Jo     Jo  = 

J/»  +  !r  = 


—  ^0  +  ^« 
— 1^0  —  ^« 


Jo  » 

—  ir' 


(9) 


'So Jl  J2 $2  =  *  Jo  ' 

So  +  Ji  —  J2  —  h  ^^  2  Jl 

io  —  Jl  +  J2  —  Ja  =  2  J2 

Jo Jl     J2  "T  J3  ^^^  2  J3 

•  Jo Jl  J2 Js  =  2  tjo 

Jo  +  Jl  — J2  — J3  =  2^ 

Jo  — J1  +  J2  — j3  =  ^h 

Jo  —  Jl  —  J2  +  J3  =  2  1)3 


1^0  +  ^1  +  ^2  +  ^3  » 

^0  +  ^1  ^2 ^3  . 

^0  —  9l  +  ^2  —  ^3  . 
^0 ^1  —  ^2  +  ^3  » 


—  Jo  +  Jl  +  J2  +  js  1 
Jo  +  Jl    J2  —  js  » 

Jo Jl  +  $2  Js  » 

Jo    Jl  —  J2  H~  Js  ? 


—  ^0  —  ^1  —  ^2  —  ^3  =  2jo  =  —  J0  +  J1  +  J2  +  JS. 

^0  +  ^1  —  ^2 ^3  =  2  Jl  =  Jo  +  Jl  —  J2 Js  ^ 

^0  —  h  +  h  —  h  =  2j2  =  —  Jo  —  J1+J2  — J3, 

»)0  — »)l  —  »)2  +  »)3  =  2i3  =  —  Jo  —  Jl  — J2  +  J3- 

Der  in  den  Formeln  (6,  II)  und  (6,  III)  rechter  Hand  auftretende, 
allen  Grössen  ;^,  ^^,  }^  gemeinsame  Factor  fällt  aus  den  homogenen 
Gleichungen  (7),  (8),  (9)  heraus  und  kann  daher  weggelassen  werden. 

In  diesem  Satz  sind  die  WEiERSTRAss'schen  Additionstheoreme  mit 
denen  Jacobi's  zusammengefasst.  Die  WEiERSTRAss'schen  sind  enthalten 
in  den  Formeln  (7),  die  JACOBi'schen  gehen  aus  (8)  und  (9)  hervor, 
wenn  man  etwa  die  Grössen  ;^  weglässt  und  nur  auf  den  Zusammen- 
hang der   Grössen  t)^  und   j^  achtet^).     Es  liegt  auf  der  Hand,  wie 


\)  Diese  Formeln  sind  als  Fundament  der  Theorie  der  elliptischen  Fanctionen 
hingestellt  in  der  von  Borchardt  ausgearbeiteten  Vorlesung  Jacobi's  (Ges.  Werke, 
Bd.  I,  S.  449).  Dass  die  noch  elementarere  dreigliedrige  @-Formel  dem  Scharf- 
blick eines  Jacobi  entgehen  konnte,  lag  an  einem  Umstand,  den  man  zunächst  für 
sehr  geringfügig  halten  möchte.  Jacobi  hatte  nämlich  die  von  uns  a',  6',  .  .  .  und 
a"j  b'\  .  .  .  genannten  Grössen  etwas  anders  bezeichnet,  indem  er,  statt  einer  Trans- 
formation von  der  Periode  drei,  eine  involutorische  Abhängigkeit  zwischen  zwei 
Reihen  von  vier  Grössen  benutzte  (a.  a.  0.,  S.  505  Nr.  4  0).  Die  Einführung  der 
Grössen  a,  ö,  .  .  .,  die  ihn  sofort  zu  den  viel  später  erst  auf  anderem  Wege  von 
Weierstrass  gefundenen  Formeln  hätte   hinleiten    müssen,    bot    sich    daher  Jacobi 


§  1.   Adthtionstheoreme. 
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man  von  den  Formeln  Jacobi's,   die    hier   aus  den  WEiEnsTftAss'schen 
abgeleitet  sind,  wieder  zu  diesen  ziirOckgelangen  kann. 

Zu  berücksichtigen  ist,  wie  gesagl,  dass  der  Füll  1  eine  einzige, 
der  Fall  II  neun,  der  Fall  III  sechs  Formelfaniilien  vertritt.  In  jedem 
der  drei  Fälle  lassen  die  Gleichungen  (7)  vier  von  den  zwölf  Func- 
tionen j,,  |)|,  j^  linear-unabhängig.  Da  diese  vier  Functionen  aber 
nicht  nur  linear- unabhängig,  sondern  gUnztich  von  einander  unab- 
hängig sind,  so  umfassen  die  aufgestellten  Gleichungen  überhaupt 
alle  Relationen,  die  zwischen  den  zwölf  Functionen  j\,  l},,  j^  be- 
stehea  *} . 

Die  Uebereinstinmmng  der  Gleichungen  (7)  ,  . ,  (9)  mit  den  in 
§  5  des  zweiten  Abschnittes  entwickelten  Formeln  fällt  in  die  Augen, 
Man  braucht  zwischen  den  Grössensystemen  j,,  l),,  j^  und  X^,  Y,,  Z^ 
nur  etwa  folgenden  Zusammenhang  anzunehmen: 


Hichl  nottiweüdig  dor.  Wir  hoben  also  den  lehrreichen  FaU  vor  uns,  dass  eine 
Uleinc  Aenderung  in  der  Bezeichnung  einen  wesenlUclieo  Forlschntt  nach  steh 
zieht,  — 

üehrigens  siod  bei  Jacodi  die  Forraehi  nicht  in  äreiy  sondern  in  fünf  G nippen 
^usammengefasist j  indem  tlcr  hct  urts  mit  It  bezeichnete  Fall  in  drei  ünkTrälle 
verlegt  ist. 

l)  Wegen  des  Zusammenhangs  der  JAcoBi'scheD  nnd  WEiEnsTHAS9*schen 
^dditionstheorenie  (auf  den  übrigens  auch  Herr  Weiehstrass  selbst  gelegenlUch 
iiiogewieseo  hat)  vgL  Briot  et  BoitorET,  Functions  ellifttiqnes  (2™*  ^d.  Paris  i875. 
l^ivro  VII);  Fe.  Meyei*,  Amtl.  her,  der  Strassburger  Nalurfarscherversamnilyng,  1885, 
$.  364;  SciiEiBNEH,  Crelle's  Journal  ßd.  102  (1SS8),  S.  258;  KaoNEciBR,  ebenda 
S.  960  IL  iL 

Dem  im  Texte  hervorgehobenen  Theorem  sind  Briot  und  Boüqüet  nahe  ge- 
Icommen,  noch  mehr  KEOx^E€KER.  Doch  werden  von  diesen  Autoren  nur  einzelne 
Theile  des  Satzes  formuhrl.  Andrerseits  hat  Herr  Casp^rv  die  Beziehung  der 
JAt:oBi\^clien  Formeln  (in  die  nur  die  Grössen  Y  und  Z  eingehen)  zu  der  Figur 
zweier  in  desmischer  Lage  betindhcher  Tetraeder  hervorgehoben  (llatb.  Ann. 
Bd.  19y  S.  581  ;   vgl.   auch  Bd.  28,   S.  495). 

Derselbe  Verfussor  lial  atich  die  seil  Jacobi  hekannlen  Beziehungen  zwischen 
orthogonalen  Substitutionen  und  elliptischen  Functionen  genauer  zu  ergründen  versucht, 
ohne  jedoch  zu  einem  besonders  beinerkenswertben  Ergebniss  zu  konnneti  [Bulletin 
des  Sciences  Mathem.,  ser.  JI.,  vol.  <3  (18S9)|  p.  89,  Journal  de  Math<^ra*,  s*^r. 
IV,  l.  6  (1890)  p.  367;  vgL  J,\nPiEE,  Zeitschr.  L  Math.  u.  Phys.  Jahrg.  1891, 
S,  il%).  Grösseren  Werlb  dagegen  scheint  mir  die  auf  ^Functionen  von  sioei 
Argtimentcn  bezügliche  Abhandluni;  des  Herrn  C  vspary  zu  •  besitzen  (Crelle's  J. 
Bd.  94  {<883)  S,  74).  Leider  wird  die  Brauchbarkeit  aller  dieser  Arbeiten  da- 
durch sehr  beeinträchtigt)  dass  ihr  Verfasser  Bezeichnungen  benutzt,  die  dus 
eigentliche  Gesetz  seiner  Formeln  nur  schwer  erkennen  lassen. 
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um  beide  Gleichungssyslerae  vüllstlindig  in  eioaDder  überzuführen. 
Es  ergibt  sich  also,  bei  Auffassung  der  Grössen  jj  als  homogener 
Coordinaten  eines  Raum|junktes,  ganz  ungezwungen  eine  geometrische 
Auftassung  unserer  Formeln,  die  sie  in  die  innigste  Beziehung  setzt 
zu  de$i  desnmchen  Telmedern^  der  Hummer  Hchcn  Configuration ^  den 
orihoyonalen  Suhstäuüonen^  der  spfmriiichen  Trigonomelne.  Allerdings 
ist  diese  geometrische  Deutung  insofern  unvollstäudig,  als  sie  nur  die 
Verhältnisse  der  Grössen  j,,  t),,  j,  in  Betracht  zieht;  bei  den  An- 
wendungen kommt  es  indessen  meistens  gerade  auf  die  Yerhälttmse 
der  ©'Functionen  an. 

Will  man  die  Grössen  f.,  1)^,  j^  selbst  in  ahnlicher  Weise 
deuten,  so  wiid  man  einen  Raum  von  vier  Dimensioneu  zu  Hülfe 
nehmen;  man  kann  dann  die  Theorie  mit  den  Eigenschaften  eines 
regulUren  Körpers,  des  sogenannten  YierundzwanziffzeUs  in  Verbindung 


bringen. 


§  2- 


FortsetMng;  Das  Acquivaknt  der  ftruppc  G^^^ » 

[)as  Wesen  der  nachgewiesenen  Beziehung  zwischen  elliptischen 
Fünf  lionen  und  orthogonalen  Sustitutionen  liegt  natürlich  nicht  darin, 
dass  man  die  Substitutionscoefficienten  überhaupt  irgendwie  durch 
elliptische  Functionen  von  vier  Parametern  darstellen  kann  —  dies 
ist  eine  selbstverständliche  Folge  des  Ausdrucks  jener  Grössen  durch 
die  Parameter  X,  — ,  sondern  es  liegt  in  der  besonderen  Natur  der 
Darstellung,  nämlich  darin,  dass  die  coordinirten  Grössen  {,,  ^^,  j^ 
ganz  dieiielben  Functionen,  und  zwar  sehr  einfache  Functionen  werden 
von  Argumenten,  die  durch  lineare  Substitutionen  aus  einander  her- 
vorgehen. Besondere  Beachlung  verdient  dabei  der  umstand,  dass 
die  Gleichungen  zwischen  den  zwölf  Functionen  j,,  Ij^,  j,  die  näm- 
liche Form  haben,   wie  die  Gleichungen   zwischen  den  Argumenten. 

Die  Natur  des  ganzen  Zusammenhangs  wird  noch  deutlicher 
durch  folgenden 'Satz: 

Die  ifi  §  8  def{  zweiten  AbHchniUen  defhiirle  Gruppe  G„5  (die  Gruppe 
der  Kummer  srhen  (Imifujurüium)    wird    durch   die  Gtekhunyen   (6)   utul 
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(10)  de^  §  1  in  jedem  der  drei  Fälle  /,  //,  111  isomorph  bezogen  auf 
eine  gewisse  Gruppe  g^,e^  von  linearen  Substitutionen  der  Grössen  ö,  ä,  c,  d. 

Durch  dieselben  Formeln  wird  die  umfassendere  Gruppe  G576  (die 
Gmppe  der  desmischen  Tetraeder)  isomorph  bezogen  auf  eine  Gruppe 
9(57«)  ^on  linearen  Sabslitulionen  der  sämmtlichen  Argumente  a,  i,  f,  d^ 
cöj,  ^2,  (^s  der  Functionen  S,  S^,  S2,  63,  e^,  e^^  e^. 

Die  genaQülen  Gruppen  utü fassen  jedesmal  unendlich  viele 
Substitutionen,  woran  wir  hier  dadurch  erinnert  haben,  dass  der  den 
Grad  der  Gruppe  bezeichnende  Index  in  Klammer  eingeschlossen 
worden  ist.  In  demselbeo  Sinne  bezielien  sich  die  Bezeichnungen 
S(5»)>  i(m  ä"f  ^Jö  Untergruppen  G^,  G^^^  der  Gruppe  Gj^g.  (II,  §  8, 
S.  155.) 

Die  Definition  der  Gruppen  g^i^, ,  %^^^,  %mr^^  Sisie)  '^^  immer  eine 
andere  in  jedem  der  drei  Fülle  I,  11,  IIL 

Um  die  in  ihnen  enthaltenen  Subslitulionen  übersehen  zu  können, 
ordnen  wir  die  S,  193  besprochenen  Aendorungen  der  Grössen 
a^  b^  c^  d^  die  in  allen  drei  Fidlen  nur  das  Hinzulrelen  eines  ge- 
meinsamen Factors  zu  den  Grössen  i^,  l),,  j^  bewirken,  von  vorn 
herein  der  Identität  zu.  Es  sind  dies  die  Vermehrung  einer  der 
Grössen  a,  6,  c,  (/  um  eine  doppelte  Periode  +  ^w»  und  die  Ver- 
mehrung zweier  dieser  Grössen  um  dieselbe  einfaclre  Periode  +2w. 
Ausserdem  betrachten  wir  als  von  der  Identität  nicht  verschieden 
alle  linearen  Transformationen  der  Perioden  w,  lo  (von  der  Deter- 
minante  Eins),  die  die  Grössen  e^y  e^,  e^  einzeln  ungeändert  lassen. 
Die  Gruppe  aller  linearen  Periodentranslormationen  reducirt  sich  da- 
durch auf  eine  Gruppe  von  sechs  Transformationen  g^o^,  die  den 
Vertauschungen  von  e^,  e^f  ^j  oder  Sj ,  62»  S^  entsprechen  (Schwarz, 
Art,  33,  Halphen  p*  260).  Wir  behandeln  nun  der  Reihe  nach  die 
drei  Annahmen  I,  11^  HL 

l 

Der  Identität  sind  noch  weiter  zuzuordnen: 

{)  Die  sümmtUchen  Vertauschungen  der  Grössen  «,  6,  c,  d, 

2)   Die   gleichzeitige  Aenderung  des  Vorzeichens  zweier  dieser 

Grössen. 

Den    erzeugenden   Substitutionen    S, ,  Sj,  1S3,    v^^    v^^    v^  der 

Gruppe  G|fl  oder   i^^Q  (IL  Äbschn.,  §  11»   S.  167)  entsprechen   dann 
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die  folgenden  Aeoderungen  der  Grössen  a,  fc,  r,  d  um  halbe  Perio- 
den  +  0)  : 

S^:   {tox  ,  wx,   mx,  tö;i) ,      -5*1 :   (—  uh  ,   ü)^  ,  i^h  ,   %) , 
Sj:   (%,^^*i   %.  *'V)'      ^V   ( — f^?  %»  ^,.1»   f'V)  » 

Dabei  ist  es  im  Falle  der  Substitutionen  ^^  natürlich  gleichgültig, 
bei  welcher  der  Grössen  a,  6,  c,  d  wir  die  hinzugefügte  halbe  Periode 
mit  dem  negativen  Vorzeichen  versehen  wollen*),  ^M 

Aus  der  durch  (1)  definirten  Gruppe  g^^ß,  entsteht  sodann  di^^ 
Gruppe  9(i,^jj,  wenn  wir  die  sechs  Transformationen  der  Gruppe  g^«, 
hinzufügen,  die  Gruppe  %f^m\j  wenn  wir  ausserdem  den  Vorzeichen- 
Wechsel  einer  einzelnen  der  Grössen  a,  fc,  c,  d  zulassen,  endlich  die 
Gruppe  g{&76j,  wenn  wir  mit  den  bereits  genannten  Substitutionen 
noch  die  cyclische  Snbslitution  von  der  Periode  3  verbinden,  die 
durch  die  Gleichungen  (2)  S.  193  deßnirt  ist,  und  eine  cycliscb 
Vertauschung  der  drei  Grössenreihen  j^,  l),,  j,  bewirkt  (i  ^  0,1,2 

0. 

In  den  Füllen  II  und  III  treten  an  Stelle  der  unter  I  genan 
Substitutionen   zum   Theil  andere,   die   sich   aus  jenen  durch  Tians- 
formation  vermöge  der  Substitution    (0,0,  m^,  — ci>;i),  bez,  {0,   w^, 
cö^,,  io^)  ergeben.    (Vgl  S.  101  Anmerk.)    Im  Falle  II  hat  man  danach 
der  identischen  Substitution  zuzuordnen; 

1)  Die  Vertauschung  von  a  und  fc,  die  Veitauschung  von  c  und 
d,  und  die  Substitution 

«0  =   c  —  m^,  h,,  =  h  ,  v^^  =   a  +  m^ ,  (/,,  =   d 

(sowie   alle    21    wesentlich -versehietlenen   Verbindungen   dieser  Sul 
stitutionen). 


i]  Da  die  im  TiweileTi  AbÄclmitle  ilyrcliaus  nalürliilie  Auszeichnung  d 
A'-Tetraeders  im  gegenwärtigen  Ziisammenliang  niclit  mehr  {gerechtfertigt  ist,  so 
betrachtet  raan  »Is  erzeugende  Subslitutionen  der  Gruppe  G^^  besser  noch  die  in 
der  Anmerkung   mtf  S.    i68    defmirtcn.      Die   ontspretbenden    StibsUtutiooen   von 

u.  s.   f.,   mil  cyclisclier  Verlausrhung  von   (,  2,  3;  Ä,  fi,  V. 


1(7] 


§  2,     Die  Gruppe  G 


hU- 


201 


2)   Den  Vorzeichenwechsel    von   a   und  6,   den   von   c   und    d^ 
sowie  die  Substitution 

ö(»  =  — ö  ^  6^  ==  t ,  i\^  =  — c4-2tü^,  d^,  =  (i  (u.  s.  vv.). 
Die  erzeugenden  Substitutionen  von  gj,,,,  werden  dieselben,  wie  unter 
1  (Nr*  1);  an  Stelle  der  Subslilulionen  von  g^o^j  aber  treten  zum  Theil 
andere.  Man  hat  nämlich  jetzt  die  Substitutionen  von  0^^,  die  die 
nachfolgenden  Vertauschungen  von  e^,  e^,  e^  und  S^,  S^,  S^  be- 
wirken, mit  den  daneben  aufgofübrtcu  Aenderungen  der  Grössen 
a,  6,  c,  ei  zu  verbinden : 

(A,  ^4,  p):{0,   0,  0,         0  );      (A  ,  i^ ,  /i):{0,   0,   0,         0   ); 

(/i,  f^,  A):(0,   0,   w,,— fi),);      (i' ,   /fi,  A  )  :  (0 ,   0,   cj^,,  — ca^); 

(#» ,  A  ,  /i) :  (0,   0  ,   w^,  —  ojj  ;      (^,  A  ,   i' )  :  (0  ,   0  ,   nj, ,  —  w^)  . 

III. 

1)  An  Stelle  der  Veitauschungen  der  Grossen  ö,  6,  c,  d  treten 
jelzt  die  Substitutionen 

a^  —  b  —  ifi;, ,     fr,^  =   a  +  o>^ 

und  die  daraus  zusammenzusetzenden. 

2)  An   Stelle    der  Vorzeiclienwechsel  zweier  der  Grössen  a,  b^ 
c,  (i  treten  die  Substitutionen 

flg  =  —  a,  b^  =  —b-{-  ^(f}i,  c^  =        c  ,  t/o  -=       d  ; 

00  =  —  a ,  t«  =       i 


^  c 


0    =    ^-^-^^ 


c/(,    =z    ti 


ßg  =  —  0,^0=        b 


,  tJt^  =  —  c  +  2  w^ ,  (it,  =       (/  ; 

,   Co  —        c  ,   4  — ;  —  c/+  2a>,, 

u.   s.   f. 
Die    erzeugenden    Substitutionen   der  Gruppe   g^j^j  sind   wieder 
dieselben,   wie   unter   I  (Nr.   I);    man    kann    aber,   was  bemerkt  zu 
werden  verdient,  diese  Substitutionen  jetzt  auch  so  schreiben 


(2) 


Die  Substitutionen  endlich,  die  die  Vertauschungen  der  Grössen 
lit  J29  Ja  QS^c^i  sich  ziehen,  lauten  jetzt,  wenn  wir  uns  einer  ähn- 
lichen Schreibart,  wie  unter  II  bedienen: 


flo 

K 

Co 

d. 

Od 

K 

«0 

,   d. 

s, 

~fc~ 

a 

d 

c 

^\ 

—  b 

—  a 

d 

c 

s. 

c 

d 

a 

b 

^\ 

-  c\       d 

a 

b 

«3 

d 

c 

b 

a 

S. 

-d 

—  c 

b 

« 
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w 


>i 


0  ,       m^)  ; 
-o>..       0). 


(A,  ,1,  p):  (0,   0    ,     0,  0  };     (l  ,    i^,  /*)  :  (0, 
(/i,   1^  ,  ;,)  :  (0,   f.j, ,  ci)i,  w^);     (is  /i,  A)  :  (0,    — 
(^  ,  A  ,  //)  :  (0 ,  w^,  m, ,  (»;i) ;     (/i,  A  ,  i')  :  (0 , 

Specialisirt  man  die  Formeln  (6,  III)  des  §  I  dadurch,  dass  man 
e^  ^  e^  ^^  — i€i  setzt  (vgl  Schwarz,  Art.  iO,  20,  Halpheh  p.  289)^ 
so  komDit  man  zu  den  Ausdrücken  *) 


(6,  IV) 


jo  ^  2  sin  a  cos  b  ^  sin  {ü  -}-  b)  -\-  sin  (a  —  b)  , 

jj  :=!  2  cos  a  sin  fc  =:  sin  (a  -j-  fr)  —  sin  (a  —  fc)  , 

j^  ^  2  sin  c  cos  d  :^  sin  (c  -j-  '^)  +  sia  (c  —  d)  , 

|3  ^  2  cos  c  sin  d  =i  sin  (c  -^  d)  —  sin  (c  —  c()  , 


die  dadurch  bemerkeDSwerlh  sind,  dass  die  zu  einem  der  desmischen 
Tetraeder  der  zweiten  Reihe  (II,  §  8,  S.  153,  154)  gehörigen  Coordi- 
naten  in  die  Sinus  von  vier  iinabbiingigen  Argumenten  übergegangen 
sind;  im  Falle  e^  =  e^  i^  e,  =  0  endlich  folgt 


(6,  V) 


h  =  ^j  h   ^  b,  i2  =  c,  i^  —  d. 


Die  Gl^chungen  (7),  (8),  (9)  des  §  1  gehen  jetzt  ohne  irgend- 
wie ihre  Form  zu  ändern ^  in  die  linearen  Gieichtingen  zwischen  den 
Größsen  a,  b,  c,  d;  a\  b\  c\  d' ;  a\  t",  c\  d"  aber  (vgl.  Nr.  2, 
§1,  S.  193).  — 

Setzt  man  etwa  im  Falle  1  eine  der  Grössen  a,  fr,  c,  d  gleich 
Null  oder  gleich  einer  halben  Periode,  so  liegt  der  zugehörige  Raum- 
ponkt  auf  einer  Fläche  des  j-Tetraeders;  und  in  ähnlicher  Weise 
entstehen  die  FItiehen  des  tj-  und  des  j-Tetraeders  durch  Speciali- 
sirung  der  Parameter  a\  b\  c\  d-  und  a\  fr",  c\  d\  Halten  wir 
uns  an  die  Annahme  a  =  0,  und  führen  wir,  vor  dem  Ueber- 
gang  zu  dieser  Grenze,  eine  neue  Ordinate  jo  ßiti  durch  die  Sub- 
stitution  Jü  :=  %,  so  erfahren  die  zwischen  den  Grössen  -X^,  Y^,  Z,- 

(§  1,  Nr.  10,  S,  198)  bestehenden  Relationen  die  in  §  H  des  IL  Ab- 
schnittes angegebene  Aenderung.  Man  kann  also  mit  Hiilfe  dieses 
Grenzübergangs  auch  die  ebene  Trigonometrie  zu  den  elliptiseben 
Functionen  in  Beziehung  setzen. 


t)  Wir  fahren  hier  in  der  Nximmernbezeichouog  des  §   1   fort. 
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§3. 

Darstellimg  orthogonaler  Sabstitutionen  darch  5-Faiictioiien 
von  Tier  Argumenten. 

Die  durch  die  Formeln  Nr.  10  in  §  1  definirten  Ausdrücke  für 
die  Goefficienten  a^i,  einer  orthogonalen  Substitution  sind  ganze 
homogene  Functionen  zweiten  Grades   einer  jeden  der  Grössenreihen 

öa,  0^a,  e^a,  ö,a     (u.  s.  f.). 

Es  ist  nun  bemerkenswerth,  dass  sich  die  AusdrtLcke  der  zehn 
Coefficienten  aoov^u  •  .  •  ^339  nämlich 


0) 


0«»  =  -SV  =  2^?  =  ^'i^ 

«11  =  ^[±1^   =   2(lh^3-»Jo^i)   =  2{fei,  +  Joäl), 

0»  =  ■S'(±>)<^=     2(j2i3   —  80J1)     =  2fel3  +  IoIl), 

«M  =  -S'(±i<^)    =    2(j2j3  —   JoJl)    =  2(^2^3  +  Wl)     U.  S.W., 


durch  Einführung  neuer  Argumente  an  Stelle  der  Grössen  a,  a\  .  .  . 
so  umformen  lassen,  dass  sie  eine  noch  einfachere  Gestalt  annehmen, 
nämlich  ganze  homogene  Functionen  ersten  Grades  der  ^-Functionen 
der  transformirten  Argumente  werden. 

Die  gemeinte  Aenderung  der  Argumente   wird   bewirkt   durch 
die  Substitutionen 

a  =  c  —  d  =        c  —  d'=        c"  —  (T, 

ß  =  —c  —  d  =        o'+6'  =  — o"+6", 

Y  =  —  a+6  =  —  c' —  d  =        a  -\-  b\ 

d=  0+6  =  — ö  +  6'  =  — c"— (f. 


(2) 


a  =  d  —  6  =  d —  6'  =  d"  —  b  , 

^  =z  —d—h  =  dJ^c'  =  —a-\-c, 

/  =  —  a-{-  c  =.  —  (f  —  6'  =  a  -]-  c  y 

a  ■=.  a-\-  c  =.  —  ö'  +  c'  :=  —  £  —  6" , 

«==  0  —  c  ^=.  b  —  c=  0  —  c. 


/f  =  — 6  — c  = 
/  =  —  a  ■\-  d  = 
(T  =        a+d  = 


6'  -  <^  = 

c:-\-ii:  = 


-a+d\ 

C    . 
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Die  so  definirten  zwölf  Grössen  a  .  .  .  f!'  sind  unter  einander  durch 
genau  dieselben  Gleichungen  verbunden,  wie  die  ursprünglichen  Argu- 
mente a  .  .  .  d". 

Es  können  also  auch  hier  wieder  irgend  vier  derselben  Gruppe 
angehörige  unter  ihnen  als  unabhängige  Parameter  betrachtet  werden. 

Die  in  Rede  stehende  Umgestaltung  vollzieht  sich  jetzt  mit 
Hülfe  von  Formeln,  die  aus  den  Formeln  des  §  1  durch  Speciali- 
sirung  hervorgehen.  Setzen  wir  nämlich  dort  zwei  der  Ai^umente 
a,  fc,  c,  d  gleich  Null,  so  ergeben  sich  die  folgenden  speciellen 
Additionstheoreme :  • 


(3) 


—  («^  —  e,)6iU6xV  +  (e,  —  ex)6^u(5^v  +  («i—  eJS,«S,« 

=     —  2  (e^  —  e,)    S,2  -i—    Si'  —^ , 
+  («M  —  «,)SmS»         +         S^jttS^»         —         S,tt6,» 

+  (e^  —  e,)6M6i' 


+ 

+ 


=      —  2(e^  —  e,)    6'— 5--    S^* 


S^«6^» 


2     ' 
+         S,ttS,» 


w 


6u6iV   -}-    S;iMSr 

=         2S-^-  S.-g-  S^-g-  a,-^-  , 

a/  ^^U  +  V^U  +  V^U  —  V  ^  U V 


Um  die  mit  Hülfe  dieser  Identitäten  aus  (1)  abzuleitenden  Aus- 
drücke der  SubstitutionscoefQcienten  bequem  übersehen  zu  können, 
führen  wir  die  folgenden  Abkürzungen  ein: 
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(ö) 


n^         =         e^(o)*.  0«  ö/j  ©y  ö* 

=   {e^  —  e,)\e,  —  e.,Y{e,  ^  e,)^  S  c.  S  /?  S  y  S  d, 
=  =        {<?,i  —  ß.y  .  <5ia  Qifi  6^y  6i(), 

n^         =  0,(0)20,(0)^ .&a&fi  &,r  ö.^y 

=   (*^^  — e,)  {e,  —  ei)  [ex—e^   .See  6/^  6^?' S^ri, 

/?,,..        =  ©,(0)^0.(0)^ ,  e,n  &^,(i  e^Y  0.'> 

=  (e,  —  t*^)  (e^  —  e^)   .  6,r^  S,,/^  6,y  6/), 

u.  s.  w.  Die  Aufeinanderfolge  der  Indices ,  die  dem  Zeichen  // 
angehcingt  sind,  tieulet  in  jedem  Falle  die  Keihentolye  der  den 
Grössen  «,  /?,  y,  li  xuziiardnonden  G-Functionen  an:  Humn  ^^^  ^itimn 
endlich  sollen  die  Functionen  bedculen,  die  aus  /y^f««  durch  Sub- 
stitution der  Argumente  a\  /f,  y\  rf  und  f/,  //,  /,  d"  an  Stelle 
von  ftj  ß,  y,  d  hervorgehen. 

Am  übersichtlichsten  gestaltet  sich  das  Ergebniss  der  Rechnung 
im  Falle 

l 

Hier  ergibt  sieli  nämlich  der  Satz: 
Die  Atisdmcke 


(6>I) 


/y,.^„  +  /7, 


fiVfU 


/7, 


^irv^    "1       '-'t/ijuv   1         ^*lXfi^       l~   ^-^^fiXX   Ti 


«83 


durch 


iindj  in  dieser  Anordnumj^  gleich  den  Coefßcimiten  a^Q^  a^,  «i^,  ■ 
i/er  JtircA  rf»<?  Formeln  (1)  defmirien  orthogonalen   Substitution. 

Sie  ändern  ihre  Werthe  nichi,  wenn  man  die  Producte  flumH 
die  Ptoducle  /7y„„   oder  durch  die  Producte  Il'^i,^^    ersetzt. 

Die  zweite  Hälfte  dieses  Satzes  ist  natürlich  eine  Folge  der  in 
§  1  mitgelheitten  Formeln  Jacobi's,  —  Man  bemerke,  dass  die  Grössen 
01,  •  .  ,  033  (durch  eine  einfach-transitive  Gruppe)  in  einander  über- 
geführt werden,  wenn  man  einmal  die  Indices  A,  fi^  p,  sodann  die 
Argumente  /?,  y,  d  cyclisch  vertauscht. 


IL 

Es  würde  umständlich  sein,  wollten  wir  auch  in  den  FlUlen  II  und 
III  die  einzelnen  Substitutionscoefiicienten  auf  dem  angegebenen  Wege 
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unmittelbar  beslimmeti.  Wir  gelangen  schneller  zum  Ziel,  wenn  wir 
uns  erinnern,  dass  der  Fall  II  aus  I  hervorgeht  durch  die  auf  die 
Argumente  a,  fc,  <%  d  auszuübende  Suhstitulion  (0,  0,  o^x^  — &^, 
Diese  Subötitution  zieht  für  unsere  drei  neuen  Argunienlreilien  die 
folgenden  Substitutionen  nach  sich: 

Durcli  dieselben  Substitutionen  muss  auch  die  neu  zu  entwerfende 
Coefficiententafel  aus  (6,  1)  hervorgehen,  abgesehen  von  einem 
Exponentialfactor,  der  für  alle  Elemente  den  nämlichen  Werlb 
—  (e,  — ß,)(ca  — e^)e'^>^^""^"'^*  hat. 

Es  entsteht  also  jetzt  die  Coeflicienlenlarel 


(6,n): 


'H\  j 


1*31 1 


[-22  5 


*32  5 


Ö3:t 


{<f;i  —  e^)  [e;t  —  ^  J 


fFKK 


'»'VK 


^*  ^fJlVV 

+ 

*JrvfiH 

"Im^m 

+ 

^^flXfAk 

n.u. 

fJir,l 

— 

n' 

H- 

^^ 

— z?;^. 

+ 

K^ 

^= 

''fimtu 

+ 

'■^(iftfiü 

= 

n" 

+ 

= 

"Orör 

+ 

f'vüi^  1 

^= 

n-^. 

i^üfi^Q    1 

fhmi^ 

+ 

^ptkifi 

/7„a 

— 

//u« 

'^  '  fArf*v 

+ 

iJ^fir/ä 

=^ 

—  nl„ 

+ 

Km 

r^ 

f'ftßm 

+ 

"oOa;* 

r= 

+ 

fl' 

^= 

riL. 

+ 

*^V<W»lf   S 

^ 

'^ftfim 

/7' 

^ 

''fAvpr 

+ 

n,M 

/7a.ii. 

^^flfV^ 

+ 

^'v^jiir 

f^U^fä, 

+ 

n^^u 

^= 

^fiOftü 

+  /?O^*0m 

— 

Krr, 

H- 

FT 

^: 

-  /J'm» 

+ 

IT^ 

^ 

^fiÜfiO 

ff 

^ 

11" 

+ 

*^trfifiv  ? 

= 

ß«.. 

H- 

n;^. 

Den  Wertli  von  o«,  schreibt  man,  um  das  Bildungsgesetz  her- 
vortrelBD  zu  lasseD,  besser  ausfuhrlich: 

_    —  (e^  — eJ^6x6;t5AS;t  +  fa  — c„)'6^6,.6^6^  +  (g;t  — e^)^6^6^6.,6,. 

in  —  ^/Mn  —  "") 


} 
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Der  den  sämmtlichen  Grössen  a^  in  (6,  II)  gemeinsame  Nenner 
fällt  heraus,  oder  genauer,  er  geht  in  den  Factor  — 1  über,  wenn 
man  in  den  Definitionsgleichungen  der  Grössen  ;,  (6,  II,  S.  195) 
rechter  Hand  den  allen  gemeinsamen  Nenner  unterdrückt,  und  statt 
der  (5-Functionen  die  0-Functionen  benutzt. 


III. 

Die  auf  die  Grössen  a,  6,  c,  d  auszuübende  Substitution 
(0,  (O2,  0)^,  (0^)  zieht  für  die  neuen  Argumente  die  folgenden  Substitu- 
tionen nach  sich: 

Man  erhält  jetzt,   durch   eine   ähnliche  Rechnung  wie   vorhin,    die 
Coefficiententafel 


(6,111):  -{e,-e:){e-e,){e,-e,) 


*ii> 


«21! 


*319 


«001 

«12  5 

«13 

022, 

«23 

Ö32> 

«33 

_      -^0000  +  {«X  —  eiiVJlfiitftf,  —  («X  —  gJ''  liyyyy 
(«A  —  V'  (*»  ~  ^"J 

n'wm  +  (e^,  -  CyYH'^^^^  —  (e^  -  ej^j^ltxjxx 
(«M  —  «J  (V  —  «a) 


_  J%oo+  (e^-gA)^ii;ui-(g. 


(e.- 

-ex)(e^  —  e^] 

> 

"ttflfA                ^-^fifiVV 

"   ^QvOv  +  ^»0>0 

^fmfi  +  ^o/i/io 

= 

^aoxx  +  Äuoo 

= 

^»0>0  +  ^O»0y 

= 

^yi^Z             ^yiAy 

= 

-^^^lilOO  +  ^OOU  9 

= 

^M^/a ^XfLXfi  9 

zzi 

-"O/i/iO  "l      ^fiWfA^ 

^Oir»6    H"    ^^VOOV 

-'^/AAiOO  H"  ^00^/i 

^■^VfAVfA                ^-^fAtfiV 

z=z 

^i>Wh  +  -'^OrfO 

= 

ri;,„—n'„^ 

^= 

^OZOA    +  ^i020 

= 

''ftXfnl  ^  ^^Xfilfii 

=      — 

'  ^OOnfi  ^r  "fi/'OO  ' 

z:=. 

-''aoAO    +  ^OUA  1 

f^fiOftO  +  ^0^0/* 

^^VfifiV    ~~'    ^^fXYVfA 

—  /7«,„  +  n,^ 

=r 

^yAy    /^2r2 

=      — 

'  n^QXlQ    H"  ^^A 

=z 

Koo  +  ZT";« 

zz: 

"ofiOfA  "7"  •'vo/io  ? 

= 

^2002  +  nlxxa  9 

z= 

*'fifiXX         ^'xXfifA  • 

Hierzu   ist   Aehnliches  zu   bemerken,  wie  zu  den  Formeln  unter  IL 
Der  Coefficient  öoo  lautet  ausgeschrieben: 
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Ann       = 


-  j(^'.  -  ^.)'QSSS  +  S;5,6,6,  -  0,0,S,S,  \\ 


H 


Mit  den  aufgezähUcn  IG  Füllen  sind  die  verschiedenen  sich 
darhietenden  Möglichkeiten,  aus  linearen  Verbindungen  der  Grössen 
^Kimn  *^liß  Coefücienten  einer  orthogonalen  Sub^tiluiion  zusammen- 
zusetzen, noch  nicht  erschöpft.  Es  geht  ntUnlich  aus  den  Formelü 
(6,  i)  eine  ähnliche  Coefficiententafel  überhaupt  immer  dann  hervor, 
wenn  man  die  Grössen  a^  ()\  7,  ()  einer  Substitution  der  Gruppe  F 
unterwirft,  die  aus  der  in  §  \  (S.  193^  194)  deßnirteu  Gruppe  durch 
Vertauschung  der  Grössen  a,  6,  c,  d  mit  den  Grössen  u^  ß^  7,  d 
entspringt.  Die  Zahl  der  weseoilich  verschiedenen  Substitutiooen 
dieser  Gruppe  ist,  wie  gesagt,  256,  Es  gibt  ako  256  verschiedene 
Coefftciententafeln  der  angegebenen  Art. 

Eine  Uebersicht  über  die  Gesammtheit  dieser  Formeln  erhält 
man,  wenn  man  die  Gruppe  r  oder  I\2b^}  wieder  in  zwei  Unter- 
gruppen von  je  16  Substitutionen  zerlegt*  Der  Identität  sind  zuzu- 
ordnen die  Aenderung  einer  der  Grössen  a,  (>\  y,  d  um  4  w^  oder 
zweier  dieser  Grössen  um  dasselbe  Vielfache  von  2wjt.  Als  Erzeu- 
gende der  ersten  Untergruppe  können  dann  gelten  die  auf  a,  /?,  y,  rf 
auszufülirenden  Substitutionen  [äco^^,  0,  0,  0],  [w^,  oi^j  w^?  «'Ul  u,s,  w.; 
als  Erzeugende  der  zweiten  Untergruppe  die  Substitutionenj  bei  denen  H 
a  ungeändert  bleibt,  während  /?,  y,  d  um  solche  halbe  Perioden  ^ 
wachsen,  deren  Summe  gleich  Null  ist. 

Die  erste  Untergruppe  führt  zu  den  bereits  aufgestellten  Formeln; 
durch  die  zweite  gehen  aus  jeder  von  diesen  noch  iö  weitere 
Coefficiententafeln  hervor. 

In  jeder  der  16  Reihen  von  je  i6  orthogonalen  Substitutionen, 
die  auf  solche  Art  entstehen,  gruppiren  sich  die  einzelnen  GUeder 
wieder  nach  dem  Schema  1  +  9  +  6.  Das  erste,  für  sich  allein 
stehende,  unter  einer  der  Formen  I , , .  III  begrifTene  Glied  ist  in  dop- 
pelter Hinsicht  ausgezeichnet.     Erstens  algebraisch  dadurch,  dass  in 


4 


ihm    die   Differenzen    der    Grössen    ^^ 


e^  y   e^, 


TütiofHil    vorkommen, 
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I 


I 


I 


I 


I 
I 


während  die  übrigen  15  CoefficienteDlafeln  die  Quadratwurzeln  jener 
Differenzen  enthalten;  zweitens,  im  Zusammenhange  hiermit,  durch 
die  besonders  einfache  Vertheihmg  der  zehn  SubstitutionscoelficieDten 
auf  die  in  §  I  aufgestellten  ForraeUamilien  (in  denen  wir  uns  jetzt 
die  Grössen  a^  b,  c^  d  durch  die  Grossen  «,  /?j  y,  «J  ersetzt  denken 
wollen).  Es  ist  näniHch  in  den  Fällen  1...III,  nicht  aber  in  den 
übrigen  240  Fallen,  immer  der  erste  Coeflicienl  a^^  der  ersten  Familie 
(I)  entnommen,  und  die  übrigen  neun  Coefficienten  vertheilen  sich 
auf  die  neun  Familien  des  Typus  (II);  die  sechs  Familien  des 
Typus  (III)   kommen  in  diesen  Tafeln  überhaupt  nicht  vor'). 

Es  ist  nicht  unsere  Absicht,  diesen  Gegenstand,  der  mit  der 
Theorie  der  den  Periodenvierteln  entsprechenden  Functionen  S^  nahe 
zusammenhängt,  im  Einzelnen  zu  erörtern;  doch  werden  wir  später 
(in  §5)  wenigstens  in  einem  Specialfalle  die  16  orthogonalen  Sub- 
stitutionen wirklich  aufstellen,  die  aus  einem  Coeflicientensystem  des 
Typus  IH  entspringen.   — 

Wir  haben  die  in  diesem  Paragraphen  mitgetheilten  Sätze  aus 
den  Additionstheoremen  Jacobi's  hergeleitet.  Es  ist  daher  wohl  nicht 
überflüssig,  ausdrücklich  darauf  hinzuweisen,  dass  das  Ergebniss 
einen  ganz  anderen  Charakter  bat,  als  jene  Formeln,  Sieht  man 
nämlich  von  der  zweiten  Hälfte  etwa  des  unter  I  ausgesprochenen 
Theorems  ab,  die,  wie  gesagt,  den  iAcoui'schen  Sätzen  gegenüber 
nichts  Neues  bietet,  so  gehört  der  übrig  bleibende  Satz  eigentlich 
gar  nicht  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen,  sondern  der  Algebra 
an:   Die  Relationen   zwischen   den   Sübstitutionscoefücienlen  ö^^  sind 


i)  Für  den  mit  der  Theorie  der  hyperelliptisclien  Ftmclionen  bekrinnlen 
Leser  braucht  nur  kurz  aDgedcutet  zu  werden,  wie  miin  die  Grtippining  der  Süß 
Formelsysleme  durch  eine  doppelte  Cltaniklerislikeobezeichnung  darstellen  kann. 
Das  einzelne  i^yslem  wird  bezeichnet  durch  eine  Ilanpt-  und  eine  Nebencharak- 
taristik.  Die  Hauplcbanikleristikeii  unlerst^heiden  die  16  Reihen,  die  aus  den 
Tafeln  I  ...  HI  entspringen.  Die  erste  Reihe  erhUlt  die  Charakteristik  (135)  ^  (146), 
die  aus  l[  hervorgehenden  Reihen  werden  den  nenn  übrigen  geraden  Charakte- 
ristikoui  die  aus  III  ent^pringendi-n  Reihen  den  ungeraden  Charaklerisliken  (!)...  (6) 
zugeordnet.  In  jeder  Reihe  erhält  das  erste,  ausgezeichnete  Glied  die  Neben- 
cbarakteri^^tik  (4  35)  ^  {tif}),  u.  s,  w,  —  In  gleit  her  Weise  hatten  wir  auch  schon 
die  256  WEiERSTii4SS*schen  Additionslheoreme  biizeichncn  köunen.  — 

Dem  Umstände  entsprechend»  dass  eine  gerade  (iharaktcrislik  ausgezeichnet 
ist,  verwendet  man  übrigens  hier  besser  eine  Rezeichnung  durch  zweimal  zwei 
Indices   (Sacks.   Der.    IS9I,  S.  16t). 
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algeljraische   Folgeo    der  zwischen  tleo  Quadraten  der  S-FiiuctioneD 
besiehendeu  linearen  Gleichungen*  — 

In  den  beiden  folgenden  Paragraphen  beschärtigen  wir  uns  mit 
einem  Specialfall  der  ie  den  §§  1  ,,.  3  entwickelten  Tlieorie,  der  in 
mehrfacher  Hinsicht  ein  besonderes  Interesse  lieanspruchen  darL  Um 
eine  einfache  und  zusammenh^ingende  Darstellung  zu  erzielen,  werden 
wir  dabei  die  Ergebnisse  der  §§  2  und  3  nicht  voraussetzen,  sondern 
wir  wollen  unmittelbar  an  die  Formeln  des  §  1   anknüpfen. 


Die  desmisclie  Fläche  vierter  Ordnung. 

Halten  wir  in  den  Formeln  des  §  1  die  Perioden  2w  und  %m 
fest,  und  betracliten  wir  nur  die  Grossen  n,  6,  r,  */  als  veränderlich, 
so  können  wir  durch  diese  Formehi  jeden  Haumpunkt  darstellen,  und 
zwar  noch  auf  oq*  verschiedene  Weisen.  Dagegen  erhallen  wir  nur 
Punkte  einer  Flache^  wenn  wir  etwa  t,  e  und  d  einantler  gleich 
setzen.  Wir  werden  von  den  drei  wesentlich  verschiedenen  Flächen, 
die  aus  den  Annahmen  1,  II  und  III  hervorgehen,  hier  nui'  die  letzte 
und  einfachste  behandeln,  in  dem  Umfange,  wie  es  für  unseren 
augenblicklichen  Zweck  wtinschenswerth  ist;  erwähnt  mag  jedoch 
w^erden,  dass  die  in  den  Füllen  I  und  H  entstehenden  Flüchen  von 
der  zwölften  Ordnung  sind,  und  dass  die  Fliiche  I  dualistisch  ist  zu 
der  Fläche  III. 

Um  die  durch  die  genannte  Annahme  hervorgerufene  Spectal i- 
sirung  der  coordinirten  Parametersysleme  in  synimetrischer  Weise 
darzustellen,  führen  wir  sechs  neue  Zeichen  g^,  t^  ein*),  Grössen,  die 
durch  die  folgenden  Gleichungen  verbunden  sind: 


(<) 


Die   zwischen   den   Grössen  a,  lu  **  u,  s.  w.    bestehenden    Glei- 


chungen werden  nun  befriedigt  durch  die  Annahme 


4)  Es  wird  wohl  kern  MissvcrstliQdniss  dadurch  verorsachl  werden,  dass 
im  erslen  und  zweileü  Absclinitt  die  Bezeichmmgeji  s^  in  ciuem  aodereu  Sinne 
verwetidet  worden  sind. 
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(2) 


la  =  li,     1)   =  c  =d  =  s^,     a   —  Q,     ß  —  ß'  —  (f  =  —  %i^^ 

a    =^  t^i      b'  =:  C    ^z  ((  ^  8^^       «'  ::=  0  ,       y  z=-  /  =z  /  zzz  —  2^2 » 

n    ^  ft ,      b"  ^  r'  ^  d"  ^  If^ ,      r«*'  =  0  ,       f)  =:  f)'  =  fJ"  r=:  —  2«3 . 

Die  Gleichungen  (6,  III)  des  §  1  gehen  jetzt  über  io  die  folgenden: 


(3) 


2jo  =  6(2*,)|^,    21,., 


2i» 


2j,  =  S(2«0  5j^;;'   2t,  =  SM^;,   25,  =  6(2,.)  gl , 


2j,  =  S(2«.)|^,   2tj,  =  S(2«,)g, 


2fe  =  S(2.,)|A^. 
2ä:.  =  S(2,.)|^. 


Zwischen  diesen  Grössen  bestehen  nach  wie  vor  die  Gleichungen 

(7),  (8),  (9)  des  §  1,  Wir  wollen  sie,  abweiehend  imn  der  bisher 
featgehaUenen  Annahme,  dadurch  in  Beziehung  zu  den  Untersuchungen 
des  zweiten  Abschnittes  setzen,  dass  wir  sie  den  drei  Tetraedern 
der  zweiten  Reihe  zuordnen  (II,  §  8).  Die  zu  den  Tetraedern  der 
♦»ersten«  Reihe  gehörigen  (Koordinaten  mögen  mit  a\^  y,,  2,.  bezeichnet, 
und  so  gewählt  werden^  dass  zwischen  ihnen  wieder  dieselben  linearen 
Gleichungen  bestehen,  die  zwischen  den  Grössen  f.-,  1)^,  j^  stattfinden. 
Dies  erreichen  wir  durch  den  Ansatz   (vgl.  §  3,  Nr.  2): 

Tt»  ^^  '^2   " —  ^:\  ^  y'i   —    H'\  ^^^  ^2  —   ^3t 

~    —  X2  —  X:^  —  tfu  +  !/l   =   —   ^u  +  h  . 

=  —  i'o  +  *^i  =  —  y-i  —  ih  =      ^  +  -i  1 

=        X,,  +  07^  i^  —  J/n  +  1/1  =  —  ^  —  %, 


tJUt  *l^9     


ya  —  yi 

—  !h  —  th 

—  !/i>  +  ^2 


—         ^3 


Mt 


—   ^0  +   h, 


jj  —   —  Xt  —  %  =  J/t,  4-  1/3  =  —  Zo  +  Z3, 

ii  =  —  ^0  +  ^u  =  —  tfi  —  ya  =  ^0  +  ^3» 

—        Xt,  +  JC3  =  —  y,j  -j-  1/3  =  —  Zj  —  5:2. 

Die  so  definirten  Grössen  *r,,  y^,  z^  werden  nun  ebenfalls  ganz 
einfache  Producte  von  S-Functionen.  Mit  Hülfe  der  Formeln  (4)  jq 
§  3  (S,  204)   iindet  man  nach  kurzer  Rechnung: 
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%  =  —  (^^  ~  ^f)  S»t  6a«i.S^2  Sji%.S^:,  S^«;j, 


n?« 


«.»  =  —  (Cjl 


e^)  6$i  S^&i,S^2  5»,«2-S»;,  S,,*f;,, 


Zo    = 


Gz^i S,,«, .  S»2  S,^2 ^  ^ih^t^h , 

Aus  den  16  dieigliedrigen  linearen  Gleichungen,  die  zwischen 
diesen  12  Grössen  bestehen,  hebt  sich  jedesmal  das  Product  von 
drei  S-FunctiODen  heraus.  Man  gelaugt  so  zu  den  folgenden,  unter 
der  Voraussetzung  u  -{-  v  -]-  w  ^  0  beslehendon  Additionslheoreinen 

(7)  {e^—e^) Sä« &x ^ ^x^^  +  (^, — '^a) G^« G^t^ ^^^'  +  (ca^ ß^)G,tt 6^v 6,iv  =  0 , 

(8)  S^M  0^  t;  Q^w  —  G^tt  Gyt;  6^w  -\-  {e^ — e  J  Q^u  6v6w  ==  0 , 

(9)  G«  G^t^G,it^  +  6^,u6v  Q^w  +  6^11  Q^^  6  w  =z  0, 

von  denen  wiederum  das  erste  eine^  das  zweite  neun  und  das  dritte  sechs 
verschiedene  P'ormehi  unifasst.  Wir  haben  diese  Formeln  (7),  (8),  (9) 
hier  mit  abgetinderter  Bezeichnung  der  Argumente  angeführt,  weil 
w^ir  sie  später  gebrauchen  werden.  Uebrigens  können  sie  aus  den 
Additionstheoremen  des  §  1  aucli  unmittelbar  durch  geeignete  Speciali- 
sirungen  der  Parameter  a,  6,  c,  d  hergeleitet  werden* 

Die  Dai^tellung  der  Grössen  x^^  i/^,  z^  durch  die  Formeln  (6) 
liefert  ohne  Weiteres  die  Gkichnng  unserer  FlUche.  Setzen  wir  zur 
Abkürzung 

so  ergibt  sieb 


4 


=  ;  6  (2«,)  G  (2s,)  5(2*3), 


{M)  4^.0-,%  =1^,     iQ.x,,^ 


Die  nicht  hingeschriebenen  Ausdrücke  der  übrigen  Producle  jt^Tj^ 
gehen    hieraus   durch    cyclische   Vertausclmng    von   1,2,  3   hervor; 


§  4.  Dir  tiF-sMiscHK  Flache  vierter  Okdnong. 
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P^/>©oso   ergeben    sich    die   enlsprechenden   Producle   y/,;/^  \mil  z,s,, 
y%r4^mxi    man  A,  ft,  v  durcli   /».  y,  A   und  «',  Ä,  /*  ersetzt.     Aus  (11) 
tfot^^  nun 
'  -^^  '     '  Gp*  •  1/0^1  ViVi  =  —  {e.  —  «i) , 

,    1 6(»» .  zo  s,  2jz,  =  —  {e;i  —  e,.) , 
W-^.t  es  besteht  neben  der  Identität 


ei 


M^     Nr  5,  S.  141)  noch  die  idealische  Gleichung 

Je: eine  Folge  der  linearen  Gleichungen  (7),  (8),  (9)  des  §  1    ist,  und 

1^1  nge  die  Grösse  G  (S.  191,  Nr.  7)  nicht  verschwindet)  die  Punkte 

^M~     irreduciblen  Fl^lche   des  Raumes  deflnirt.     Es  ist   dies  die  aus 

■p'«:*         Untersuchungen   mehrerer   Geometer   bekannte   sogenannte  des- 

n^^i-^^^^B^  Fläche  vierter  Ordnung,   zwölfter  Classe^   die   Ueciproke  der 

IC«:*l-l.ti:iniungsmittelpunktsfl^che  einer  Fläche  zweiten  Grades*)   (der  zu 

^ßi«n^ang  des  §  erwähnten  Fläche  I). 

^"  Bs  ist  hier  nicht  der  geeignete  Ort  für  eine  eingehende  Unter- 

s^^c^ViiiBg  dieser  merkwtlrdigen  Fläche  i,  0,  Immerhin  wird  es  nütz- 
ViciVi  sein»  ihre  Darstellung  durch  die  Parameter  s^^  «j,  «3  noch  durch 
^^^^^ige  Worte  zu  erläutern. 

Die  Fläche  (1 4)  geliört  einem  ganzen  Büschel  von   desmischen 

P'^^^^lien  4.  0.  an,  einem  Flächeuhüschel,  dessen  Besonderheit  darin 

b^stöVit,  dass  es  drei  in  Ebenenquadrupcl  zerfallende  Flüchen  enthält. 

Die     Kjüche   enthält  daher  16  gerade  Linien,  die  Schnittlinien  von  je 

^**^i       Tetraederiläclien    (II.    Ab.>chn.  §  8).     Die    zwölf   Schnittpunkte 

oiescjn  Geraden,   die  Ecken   der  desmischen   Tetraeder   der   zweiten 

■*^>ho^  sind  Knölenpunklc  unserer  Fläche»     Zu   ihnen  gehören   unbe- 

^titorritß  Werthe    der   Parameter   Si^  82,  «3.     Es   werden   nämhch    die 


^1  Stahl,   Grelle  s  Journal  ßd,  (Oi,  S.  7s(l8R7);   Walsch,  Acta  Leopold irui 

-  ^*  HuMBEBT,    Journal    de    Malliematiques    1891     p*  353.       Von    dieüeu    selir 

iuiet*osi:i^üleii  AbüaadluQgen  entliäll  die  zuletzt  genunüle  die  Paramelerdarstellung : 

lUnrr    H^nng^i^  ii^j  allein  auf  dieso  Formel,  mit    grossem  geomelriscbeni  Gescbi€k, 
e\u<^    Umfa^ende  Theorie  der  Flüche  gegründet. 

^^k4iMi4t.  d*  K.  8.  a«gen^eh.  d,  Wl  Mens  eh.  XXXUI.  |S 
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Kcken   des  j -Tetraeders   erhalleo,    weiio    wir,    uuLer  ai   eine    halbe 
Periode  verstehend,  der  Reibe  nach 

«1  ^  2  c3  -|-  fu^, ,  ^1  ^  2  ci>  -|-  0), 
setzen,  bei  unbestimmt  gelassenen  Werthen  von  i^.  Im  ersten  Falle 
«1^2(3  z.  B.  entspricht  den  modd.  4w,  in)  verschiedenen,  in  der 
Form  +  ^j  -f-  2(ijl  entlialtenen  Werthsystemen  je  eine  (von  der  Wahl 
des  Vorzeichens  unabhängige)  Fortschreitungsrichtung  durch  den  Dop- 
pelpunkt ji  r:r:  y2  =  j3  ^  0;  den  vier  Geraden  durch  den  Doppel- 
punkt, längs  deren  die  FUiche  von  dem  Tangentialkegel  des  Do|)pel~ 
Punktes  berührt  wird,  entsprechen  insbesondere  die  Parametersysteme 
<i  =  2w\   2cn  4^  2co,,   %m  +  2(w^,,   2cü  +  2€D,  (modd,   Iw,   4«)').  ^ 

Den  oo*  Punkten  der  16  auf  der  Fläche  verlaufenden  geraden 
Linien  entsprechen  also  nui-  discrete  Werthsystenie  dei"  Pai'araeter 
^1,  «2,  8^:  Systeme  von  drei  halben  Perioden»  deren  Summe  gleicl 
Null  ist. 

Nimmt  mau  diesen  Fall  aus»  so  entspricht  jedem  System  voo^ 
drei  Grössen  s^^  «2,  fn  deren  Summe  den  Werth  Null  hat,  ein  be- 
stimmter FhVcheupunkt,  ^ 

Uuigckehrt  entspricht  vermöge   der  Formeln   (2)  und   (3)  einem 
gegebenen    Flächenpuukt    (abgesehen    von    den    Knotenpunkten)    eiisM 
»bestimmtes«   Parametersystem,   sofern   man   die    folgenden  Substitu- 
tionen als  von  der  Identität  nicht  verschieden  betrachtet: 

1)  Die  Vermehrung  von  6*j,ä2»^j  ^^^^  solche  Vielfache  2t3  ein-^ 
tacher  Peiioden,  deren  Summe  =:  0  ist, 

2)  Den    gleichzeitigen     Vorzeichenwechsel    aller    drei    Grössen 

^11   ^2>   ^3*   )  T 

Besondere  Aufmerksamkeit  zieht  das  Coordinatensystem  auf 
unserer  Fläche  auf  sich,  das  von  den  Curveu  s^  =  consl,,  /,  =  consU 
gebildet  vviid.    Wii*  würden  uns  indessen  zu  weit  von  unserem  eigent- 


in™ 


I 


4)  Definirt  man  die  desmische  Fläche  nicht  durch  die  Formeln  (3),  sondern 
etwa  durch  das  erste  der  drei  Formel  Systeme  (6j,  so  kann  man  an  Stelle  dei^d 
Gleichung  «j  -|-  «2  +  fi  ^  0  die  Coogmenz  s^  +  «2  +  53  ^  ^  (mod*  tu),  ttu') 
setzen.  Mau  hat  dann  eine  unifiissendere  Gruppe  von  Aenderungen  der  idenlischea 
Substitution  xuzuordnen.  Hierdurch  wird  aher  der  einfache  Zusammenbang  zwi- 
schen den  Grössen  j|,  Ij, ,  j^,  x^,  f/| ,  js^  zerstört.  Es  ist  daher  zweckmassiger, 
nur  solche  Systeme  von  drei  J\iramelern  zu  benutzen^  dcreu  Sumuie  ghich  Null  isU 
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liehen  Gegenstande  enlfei^nen,  wolllen  wir  den  oierkvMirdigen  Eigen- 
schaften dieser  Curven  eine  eingehende  Untersuchung  widmen.  Wir 
haben  dazu  um  so  weniger  Veranlassung,  als  Herr  Humbekt  beieits, 
auf  ähnlicher  Grundlage,  eine  solche  Untersuchung  geliefert  hat,  auf 
die  wir  hier  verweisen  können.  Bemerkt  sei  jedocli,  dass  die  von 
Herrn  Ulimuert  geführten  Bew^eise  sich  zum  Theil  belriichtlich  abkürzen 
lassen.  Herrn  Humbeet  ist  nlimhch  der  durch  den  JACOBi'schen  Fun- 
damentalsatz gegebene  Zusammenhang  zwischen  den  drei  Parameter- 
darslellungen  (3)  entgangen;  er  musste  daher  die  von  ihnj  gefun- 
denen schönen  S'ätze  auf  eine  ninstlindlichere  Weise  begründen,  als 
es  mil  den  uns  zu  Gebote  stehenden  Uülfsmiltebi  möglich  isU  — 

Geht  man   zur   Grenze  e^,  —  e^  =^  0  über,   so   verwandelt   sich 
das  Büschel  von  desmischen  FUlchen  4.  O*  in   das  FUichenbüschel 

(1 5)  ZoZiZ^Z.  -  i  c'  Yjj,%  =  0 , 

wobei    die    Grössen    Z„  Y,  die  in  §  1 4  des  II.  Abschnittes   (S.  1 80) 

erklärte    Bedeutung   haben«     Ersetzen   wir    im    Grenzfall    gleichzeitig 

*i»  hf  h  durch  ^,  ^,  -^  —  tt,  so    tritt   an    Stelle  der  entwickelten 

Z         jS         3! 

Formeln  das  Formelsystem  (vgl  II,  §  14): 


(16) 
07) 


,08) 


äi  +  «2  +  «a  ^  Stt,     ö,  ^  2r  sin  «,, 
Zq  ^  c^  sin  äi  sin  «2  sin  ä^,     /,-  ^  sin  ü^  (t  =  1,2,  3) , 

lo  =  2sm  ^  -sm  Y^  ^'^  ^  ' 
y,  =  2sin  ^cos^'Cos^^, 
y^  ^  2  cos  y-sin^cosY? 


y,  ==2cos^-cos^^sin^0. 


Der  Parameter  r  ist  für  die  einzelne  Fläche  4.  0,  nicht  wesent- 
lich im  Sinne  der  projectiven  Geometrie.  Jede  dieser  Flächen  hat 
im  Anfangspunkt  der  Coordinaten  Z^  ^  Z2  ^  Z,^  =  0  einen  drei- 
fachen (sogenannten  triplanaren)  Punkt;  ausserdem  hat  sie  sechs 
Doppelpunkte  Z^  =  0,   F.  =  0,   V^  —  0  im  Unendlichen.     (VgU  die 


i)  Die  Formdu  (17)   sind  sciiori  von   Herrn  HtMBEitT  angegeben  worden. 

15* 
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Fig.  16,  S.  184.) 
vier  Geraden  Z« 


Sie  enthält  noch  zehn  gerade  Linien,  nämlich  die 
=  0 ,  y^  =  0 ,  und  die  sechs  Geraden  Y^  =  0 , 
y^  =  0 ,  von  denen  jede  zwei  Geraden  der  allgemeinen  desmiscben 
Fläche  4.  0.  entspricht.  Die  Doppelpunktsparameter  sind  die  Viel- 
fachen von  tt;  der  dreifache  Punkt  entspricht  dem  Parameterwerth  oo. 
Die  Fläche  geht  durch  eine  (imaginäre)  dualistische  Transforma- 
tion über  in  die  KrümmungsmiUelpunktsfläche  eines  ParaboUnds.  (Vgl. 
Salmon-Fiedleb,  Geometrie  des  Raumes,  3.  Aufl.,  Bd.  11,  S.  345.) 


§5. 

Orthogonale  Substitutionen  und  sphärische  Dreieeke, 
die  mit  der  desmisehen  Fläche  vierter  Ordnung  verknflpft  sind. 

Wir  bringen  jetzt  die  Betrachtungen  des  §  4  mit  der  im  11.  Ab- 
schnitt durchgeführten  Untersuchung  in  engeren  Zusammenhang,  in- 
dem wir,  festhaltend  an  der  bereits  in  §  4  eingeführten  Vorstellungs- 
weise (also  abweichend  von  dem  in  §  3  beobachteten  Verfahren) 
die  Grössen  X,  Y,  Z  in  folgender  Weise  durch  die  Grössen  x^  y^  z 
ausdrucken : 

(1)   y,=  _}/^.t/o,   y,=       y^.J/n   Y,=       y^.y^,   Y,=       Y^.y,, 

Setzen  wir  nun   in  den  Formeln   (4)   des  §  3  t;  =  0,  so  folgt: 


(2) 


Führen  wir  diese  Werthe  in  die  Formeln  (6)  des  §  4  ein,  so 
gelangen  wir  zu  den  folgenden  Ausdrücken  der  Coefficienten  au... 033 
(vgl.  11,  §5,  S.  142): 


6^u6yu  _  S^(2m)  +  S^(2w) 

6u5xu                  S(2m) 

.-(«.- 

SmSx«         6^(2»*)  — S^  (2«) 
^'^  5uu5yH  —           5(2«) 

(3,1) 


«11 

0,2 

«13 

«21 

«22 

«23 

«31 

a.2 

«33 

6x{is,) 

S^(2«3) 

S.{2s2) 

S(2s.) 

6  (2s,) 

S(2«2) 

S.(2*3) 

Sa(2s2) 

5^(2«i) 

S(2«,) 

6(2sj) 

S(25i) 

5,A^h) 

S^{2s,) 

Sa(2*3) 

6(2*2^ 


5  (2s,! 


Q{is,) 
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Die  auf  der  rechten  Seile  siehenden  Q-Qtmtienlen  sind  also^  in 
dieser  Anordnung^  proportional  den  Coejjidenten  einer  orthogonalen  Sub- 
stitution. 

Man  kann  dies  natürlich  auch  sofort  durch  Ausrechnung 
bestätigen:  Die  Summen  der  Quadiale  von  je  drei  Gliedern  in 
einer  Horizontalreilie  haben  (unabhängig  von  uDserer  Voraussi*tzuog 
^1  +  *2  H"  ^3  =  f*)  den  nUmlichen  Wei  Lh  vermöge  der  Idenliillten 
zwischen  den  Quadraten  von  je  drei  6-Functioneu,  und  die  Summen 
der  Producte  enLs|>rechender  Glieder  in  parallelen  Keihen  verschwin- 
den zufolge  der  Identitäten  (9)   des  §  4. 

Für  den  zehnten  Coefßcieoten  öq^,  den  wir  als  Function  der 
Grössen  2«i,  2«a,  Säj  durch  ein  besonderes  Zeichen 

(4)  ö,,  =  0(2^1,  2«2.  2^3) 

darstellen  wollen,  ergibt  sich  eine  ganze  Reihe  verschiedener  Aus- 
drücke. Man  kann  ihn  zunächst  ebenfalls  aus  den  Formeln  (4)  des  §  3 
herleiten,  indem  man  wieder  die  obigen  Formeln  (2)  benutzt;  man  kann 
ihn  zweitens  beiechnen  mit  Hülfe  der  Formeln  (9)  in  11,  §  5  (S.  142); 
man  kann  ihn  endlich  finden,  indem  man  aus  der  Quadratsumme 
der  Glieder  in  irgend  einer  Vertical-  oder  Horizontalreihe  die  Wurzel 
zieht  und  das  Vorzeichen  gehörig  bestimmt.  Wenn  man  alle  diese 
Ausdrücke  mit  einander  vergleicht,  so  ergibt  sich: 

Die  durch  die  Formel  (4)  definirte  Function  Q  dreier  durch  die 
Gleichung  u  -{-  v  -j-  w  =  0  verbundener  Argumente  hat  den   Werth 

Q  («,  f ,  »t') 
,  (5u 


(5) 


^>  —  ^'^ 


V     Qw  Qu     Qv     Qwf 


Qu    iQ^v   Gj^w        Qju  QyU\ 
Qyti    \6r     Qw  Qu     Qu} 


i     p'u  —  f'v 


=     K^«  +  f?«^  +  p^f^' 

=  -  (f w  +  ^t/  +  i«^) 

%     pV  pw  2     pW  —  ^JU  2       pH  —  p V 

Von    diesen   Formeln    umfasst   die   erste   drei,   die  zweite  neun 

"verschiedene  Ausdrücke  der  Function  Q.  Die  Gleichheit  der  Aus- 
drücke in  den  beiden  ersten  Zeilen  ist  eine  Folge  der  Identitäten 
(7j  und  (8)  des  §  4 ;  die  Gleichheit  der  Ausdrücke  in  den  drei  letzten 
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Zeilen  bildet  das  bekannte  Additionstheorem  der  ^-Function.    S^  ist 

das  in  der  ScHWARz'schen   Formelsammlung  mit  g-  bezeichnete  Inte- 
gral 2.  Gattung. 

Die  Substitutionscoefficienten  a^  sind,  als  Functionen  von  zweien 
der  Argumente  s^  betrachtet,  in  ihrer  Veränderlichkeit  durch  eine 
Gleichung  beschränkt,  die  man  entweder  aus  der  Gleichung  (1 4)  des 
§  4,  oder  auch  aus  der  zwischen  den  Quadraten  der  Functionen 
Si,  62^  S3  bestehenden  Identität  ablesen  kann: 

{e^  —  e,)  au^  +  {e,  —  e,)  a^^  +  (c,  —  e^  a^^ 

(6)  j    =  [e^  —  e.)  0^  +  [e,  —  e^)  031^  +  (c,  —  e^)  a,»^ 

=  (c^  —  ßr)  (hz  +  [ey  —  ex)  a,^  +  [e^  —  e^)  a^i^  =  0  . 

Zu  der  nämlichen  Gleichung  gelangt  man  von  der  Formel  (7) 
des  §  4  aus,  da  die  linke  Seite  der  Gleichung 

(7)  {e^  —  e,)  a^ya^a^  +  {e,  —  e^)  a^(hv(in  +  (^i  —  O  «35Ö13Ö21  =  0 

in  das  Product  aus  a^  und  der  linken  Seite  von  (6)  zerfällt^). — 

Wir  schliessen  hier  die  linearen  Substitutionen  der  Argumente 
«1,  $2^  «3,  €ö,  cö'  an,  die  die  Transformationen  der  in  §  H  des  zweiten 
Abschnittes  besprochenen  Gruppen  G^ß,  Gge,  G^,yi,  G^^fi  hervorrufen. 

Zunächst  entsprechen  der  Gruppe  G^q  der  KcMMER'schen  Con- 
figuration  die  16  nach  der  Festsetzung  des  §  4  (S.  214)  noch  ver- 
schiedenen Aenderungen  der  Parameter  s^  um  halbe  Perioden  c3, 
deren  Summe  Null  ist.  Insbesondere  die  erzeugenden  Operationen 
S^,  ^i  (S.  167)  haben  als  Aequivalent  die  folgenden  linearen  Sub- 
stitutionen der  Parameter  s^: 


«2 


«1 


«3 


(8)     S, 


«2  +  W^ 
$2 — 2(0^ 

«2+W^ 


«3—2 


CO., 


s^ — 2ro, 
»1  +  «, 


«2  +  w» 

«j+O), 


»3+W» 

«j— 2c», 


I)  Die  drei  Ausdrücke  (6)  (und  ebenso  die  linlce  Seite  von  (7),  gelheilt 
durch  Ooo)  baben  denselben  Werth  für  jede  orthogonale  Substitution.  Bildet  man 
ihre  Summe,  und  setzt  man  diese  gleich  Null,  so  entsieht  die  vom  Verrasser  als 
Normalform  bezeichnete  Gleichungsform  der  desmischen  Fläche  4.  0.  (Sachs.  Ber. 
189«,   S.  t55). 
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Fügen  wir  hierzu  die  Vertauschungen  der  Grössen  s,,  s^,  Aj,  so 
erfahren  die  Grössen  x^  die  Vertausch oogen  der  Gruppe  G^^;  die 
Gruppen  Giy2  u^d  G^-j^  enlstehen  sodann,  wenn  wir  noch  Uneare 
Periodentransformationen  hinzufügen:  Die  Gruppe  Gi.,2  entsteht  durch 
ZufUguDg  der  Vertauschuag  von  //  und  v;  G^-^^  entsieht,  wenn  man 
sämmtüche  Verlauscimngen  von  A,  /n^  v  hinzuniramt. 

Die  Gruppe  G^  umfasst  im  Allgemeinen  alle  colUnearen  Trans- 
formalionen, die  die  desmische  Fli^che  4,  0*  in  sich  selbst  über- 
fuhren; ausgenommen  sind  nur  die  Fülle  g^  ^z  Q  und  g^^  {S;  im 
ersten  Fall  lässt  die  FUlche,  wenn  etwa  e^  ^  0  angenommen  wird, 
noch  die  Transformationen  von  (ij^^^  zu,  im  zweiten  288  Transforma- 
liouen,  die  eine  invariante  Untergruppe  von  G^^^  bilden.   — 

Die  genannten  linearen  Transformalionen  der  Parameter  b^  (Nr,  8) 
haben  nur  Vorzeichenwechsel  der  Suhstitutionscoeflicienlen  ö^^,  der 
unter  (3)  angegebenen  S-Quolienten  zur  Folge.  Dagegen  erhält  man 
wesentlich  neue  Gruppiiungen  von  S-Quolienten  zu  Coellicienten- 
Systemen  orthogonaler  Substitutionen,  wenn  man  die  Parameter  s^ 
um  Periöilenviertet  vei'mehrt,  deren  Summe  gleich  Null  ist.  Betrachtet 
man  der  Einfachheit  halber  jetzt  auch  noch  die  unter  (8)  angegebenen 
Aenderungen  als  nicht  wesentlich  verschieden  von  der  identischen 
Substitution,  so  bleiben  im  Ganzen  noch  16  Aenderungen  der  Grössen 
$,  um  Periodenviertel,  deren  jede  zu  einem  neuen  Coefficienteosystem 
führt.  Diese  4  6  Anonhiungen  der  S-Quotienten  lassen  sich,  ähnlich 
wie  die  Formeln  {6)  des  §  1,  in  drei  lypen  ordnen»  von  denen  der 
erste  einen,  der  zweite  neun,  der  drilto  sechs  verschiedene  Fülle 
umfasst.  Den  ersten  Fall  haben  wir  unter  (3,  1}  bereits  angeftihri. 
Als  Vertreter  des  zweiten  Typus  wählen  wir  die  durch  die  Sub- 
stitution 


«1   =  'h  —  f'h 


^•1       —     ^2     H  gT-t  h       %     H  ^ 


aus  (3,  I)   hervorgehende  Coefflcicntentafcl : 


-       6,(253) 


Ve,-e,  . 


6J%s^) 


S[%h)  ' 
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als  Vertreter  des  dritten   die  Tafel,   die  aus  (3,  1)  durch   die  Sub- 
stitution 


*i  —  *i  ~r  "5"  >    *2  —  *2  "1    - 


Cd» 


2 


2 


«3  —  *3  ~r  "s" 


2 


hervorgeht: 


-Cr 


Sj(2*,) 


(3,  III)  • 


—  fe,— Cil/c,— 


—  Ve^—e,  Ve 


""6,(2*3)'    ^  "       'S^(2««)'    ^^^      ''Si(2«,)' 
7  '^t^^»)      V2 7  ^A«(^^i)     T^ 7  gA»^^*») 


Bei  der  mit  unseren  Formeln  zusammenhängenden  Darstellung 
sphärischer  Dreiecke  durch  elliptische  Functionen  beschränken  wir 
uns  auf  den  einfachsten  und  interessantesten  Fall  (3,  I).  Wir  können 
uns  nunmehr  kurz  fassen.  Die  Formeln  (6)  des  §  4  liefern  uns, 
wenn  wir  die  Formeln  (2)  in  II,  §  6  (S.  143)  berücksichtigen,  und 
über  die  Vorzeichen  der  zunächst  nur  durch  die  Producte  i^i«,  A^A^ 
gegebenen  Grössen  2,  A  eine  geeignete  Entscheidung  treffen,  unmittel- 
bar den  Ansatz: 

K  =  ctg  -^  =  ^  ^^_^^^^  =  —  t'   ,,  ^,/  ^ 


(9) 


2  6x(o5s^6yS^ 


&s^  0«s, 


y^x 


5*X  »»•*« 


y^ft—ex 


l*'K 


K  =  ctg  ^ 


(x  =  i,2,  3) 


0«x®A.«x 


Qj(25^  +  S^2sJ  _     Ve,-e;tg(2*J 


>^e,— «iSt2sJ  6x[is^)  —  S^(25j 


y^y—ex 


Die  Functionen   f;iM,   f„tt,   f,M  sind   die   in  der   ScHWARz'schen 
Formelsammlung  (Art.  25)  mit  J^ ,   -ß~ ,    J-  bezeichneten  Integrale. 


2.  Gattung 


Durch  die  Formeln  (9)  sind  die  Cotangenten  der  halben  Seiten 
und  Winkel  eines  sphärischen  Dreiecks  als  eindeutige  homogene  Func- 
tionen 0'***  Grades  von  sechs   Verhällnissgrössen 
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[  dargcsielit.,  ztvUchen  denen  zwei  lineare  Gleichungen  stattfmden : 

f'Ji  +  ^%i  +  f'^  =  0 .     ^i  +  **^2  +  h  =  0  •   — 
Für  die  Cosiiius  und  Sinus  der  Seilen  und  Winkel  ergeben  sich 
die  Ausdrucke: 


(10) 
m  wora 


cos  o,  = 


cos  «,  ^ 


S;i( 


äio 


SIQ 


a,  —  Ve^—e^  ■ 


«,  =  1/« 


woraus  uuiniltelbar  die  bei  gegebenen  Werlhcn  von  w  und  to  zwi- 
schen den  Seiton  und  Winkeln  stattfindende  RelalioD  abgelesen  wer- 
den kann: 


I 


(11) 


P:  11  =  Ve 


Vff,—ei 


I 


Diese  Proportion  ist  wieder  nichts  Anderes,  als  die  Gleichunf) 
der  desmisehen  Fläche  4.  0.,  bezogen  auf  das  System  Iranscendenler 
Coordinaten,  das  von  den  sechs  Wiokelgrössen  a^,  a^  gebildet  wird, 
(Vgl  Nr.  6.)  - 

Unsere  Entwickelung  setzt  uns  nicht  nur  in  den  Stand,  die 
Cotangenten  J^,  A^  der  halben  Seilen  und  Winkel  eines  sphärischen 
Dreiecks  als  eindeutige  Funclionen  von  drei  unabhilugigen  Veränder- 
lichen auszudrücken,  sondern  auch  umgekehrt  zu  gegebenen  Werthen 
der  /^,  Xjt  die  Argumente  in  allgemeinster  Weise  zu  bestimmen. 

Dem  Beweise  schicken  wir  den  folgenden  Satz  voraus: 

Durch  die  Formeln  (9)  oder  (10)  mrd  die  in  §  4  des  L  Ab- 
schnitles  deßnirie  Gruppe  ®f^  isomorph  bezogen  auf  eine  gewisse  Gruppe 
von  linearen  Subsiiiulionen  der  Argumente  ca^^  cn^,  w,,  «n  »a»  «3. 

Wie  man  durch  geeignete  Aenderungen  der  Argumente  s^  allein 
die  Gruppe  ®ie,  oder  vielmehr  die  durch  diese  Gruppe  hervor- 
gerufenen Aenderungen  der  Grössen  /^,  X^  eizeugen  kann,  haben  wir 
soeben  schon  gesehen  (Nr.  8);  es  handelt  sich  also  nur  noch  um 
die  Hervorbriogung  der  Substitulionen  T  und  T,  die  einfache  Vor- 
zeichenwechsel der  Grössen  4,  A^  im  Gefolge  haben.  (Vgl.  S,  102, 
Jir.  3.)  Wir  bemerken  nun ,  dass  die  linearen  Periodeiitransforma- 
tioDen,  die  e^^  e^,,  e,  ungeündert  lassen,  die  Vorzeichen  der  Quadrat- 
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Wurzeln  ]/e?,, — e^^,  Ve, — e^  thalsächlicli  noch  beeinflussen.  Die  fraj 
liehen  Traosforinaiionen  haben,  wenn  ce,  /*, ;',  ä  ganze  Zahlen  bedeute 
die  der  Bedingung 

(«  +  'if  =  ^(fy 

genügen,  die  Gestall 

('*)       { :? 


=  <o^  +  2«w^+  2/?«»,, 
=  w,  +2yr.,^-|-  2A«,.') 

Wir  finden  nun,  niil  Hülfe  der  Formeln  (6),  S.  75 

Gw„'  ^        '  Gw„ 


Die  PeriodentraDsformationen  (12)  zerfallen  demnach  in  viei 
Schaaren,  die  in  folgender  Weise  den  Substitutionen  von  p^  (S.  10:2) 
zugeordnet  sind: 


(13) 


T  :   a  +  ß=i      y  +  (V  =  0 

T   :   u  -^  ß=0     ;.  +  f)  =  1 
TT:   a  -{^  ß=  i      y  +  fy=1 


(mod.  2), 


Diese  Substitutionen  also  rufen,  verbunden  mit  den  Substilu- 
tionea  (8),  dieselben  Aenderungen  der  Grössen  i^,  X^  hervor,  wie  die 
Substitutionen  der  Gruppe  ©04, 

Zu  bemerken  ist  jedoch,  dass  die  Substitution  TT  auch  durch 
gleichzeitigen  Vorzeichenwechsel  aller  Gi-Össen  ä\  hervorgebracht  wer- 
den kann.  Es  entsteht  also  eine  möglichst  umfassende  mit  @,t4  holo- 
edrisch isomorphe  Gruppe,  wenn  wir  die  folgenden  Substitutionen 
der  Identität  zuordnen: 

i)  Die  Aendei'ungen  der  Grössen  s^  um  Vielfache  ganzer  Perioden, 

2)  die  Substitution  sj  ^  —  5^,  verbunden  mit  den  Perioden- 
Iransformalionen  (12),  die  der  Bedingung  ß  -{-  y  ^  0  mod.  2  (d.  h, 
/?  ^  y  ^  0  mod-  2,  a  -\-  d  ^  0  mod.  4)  genügen. 


{]  Herr  P.  Kletn  bezcichnel  diese  Gruppe  als  (homogene)  «HaiiptcoügrueM- 
gruppe  der  zweilea  Slufe«  kmerhalb  der  Gryppe  der  ModulsubsÜtulionen,  Uirc 
Untergruppe  /J  -f-  y  ^  0  mod,  t  gehört,  nach  der  TcriDinologie  des  Herrn  Kleii«^ 
zur  vierten  Stufe.  S,  F.  Klein,  Vorlesungen  über  die  Theorie  der  elliptischen 
ModuiruQcHoneu,  ausgearbeitel  und  vervoUätändigt  von  R.  FmcäB  (Leipzig,  Teubaer, 
iSUÜ— 03!}   Üd.  1,   S,  388  u.  ff. 


I 
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Die  Aendermujeu  I)  und  2)  umfassen  bereits  die  ganze  Yieideulig- 
keil  der  Arfjumenie  (co  :  s)^  die  zu  gegebenen    Werlhen  /^,  X^  gehören. 

Sind  nämlich  die  Grössen  /^,  k^  bekannt,  so  können  wir  mit 
Hülfe  der  Gleichung  (H)  in  §  4  (S.äl3)  die  Verhältnisse  der  Grössen  e^,, 
e^,  e^  rational  darstellen,  Haben  wir  sodann  über  den  Werlh  einer 
dieser  Grössen,  und  damit  auch  über  die  Werthe  der  tibrigeu  ent- 
schieden,  so   ergeben   sich  2ct>,  im   als  ein  Paar  solcher  primitiver 


Perioden  des  Integrals 


M  seh 

I  Per 

U  für  die  der  reelle  Theil   des  Quotienten  —.  poätiv   ist').     Die  ihnen 

innewohnende  Vieldeutigkeit  ist  zun&chst  noch  gegeben  durch  die 
Formeln  (12),  ohne  hinzutretende  Beschriinkung,  Jetzt  können  wir, 
auf  Grund  der  Formeln  (3,  l)  die  Grössen  s^  linden,  abgesehen  vom 
Vorzeichen^  und  abgesehen  von  Vielfachen  ganzer  Perioden,  die  noch 
zu  ihnen  hinzutreten  können.    Tragen  wir  nun  die  gefundenen  Werthe 

^iQ  (9)  auf  der  rechten  Seile  ein,  so  sind  die  Gleichungen  (9)  mög- 
lieber  Weise  noch  nicht  erfüllt,  da  die  Vorzeichen  links  und  rechts 
noch  verschieden  sein  können.  Diesen  Mangel  haben  wir  noch  zu 
beseitigen    durch    eine    geeignete   Periodentransfornialion,    nach   An- 


>' 


10^ 


I 


Weisung   der  Formeln  (13),     Die  den  Grössen  s^,  s^,  »a,  w^,  fi>j 
jetzt  noch  anhaftende  Vieldeutigkeit  ist  dieselbe,  die  wir  oben  unter 
1)   und  2)  angegeben  haben.   — 

Die  Formeln  (10)  gehen  im  Falle  A  =^  3,  /*  ^=  1,  i'  —  2  in  die 
von  Lagrange  entdeckten  bekannten  Formeln  über.  Man  kann  sie 
natürlich  auch  im  Kahmen  der  WEiERsiRAss'schen  Theorie  unmittelbar 
begründen,  indem  man  das  in  der  Form 


^m  ij     Da     die     in     die    Dcfioitioa    der  6-Ftinclion    aufgenommeDß    BcdioguDg 

Sil — :!>  0  auf  cioer  wdlkürlichcQ  Entscheidung  zwischen  zwei  an  und  für  sich 

^igleichwerlhigeii  Mügiichkeilen  beruht,  so  können  die  zwischen  den  Grössen  l^,  l^ 
bestehenden  Gleichungen  noch  auf  eine  zweite  Art  durch  ganz  ähnhch  gebildete 
Functionen  befriedigt  werden.  Diese  beiden  Parainelerdarslellungen  der  Mannig- 
fitltigkeit  if^**  (S.  136,  Anmerkung)    sind  natLirhch    als  verschieden   anzusehen,    da 

^ks  nicbl  mdgtich  ist,  die  eine  durch  anuSytische  Fortsetzung  in  die  andere  über- 
zuführen. 


224 


E.  Study,  Trigo?*ometbik.    Arschwitt  IH. 

—          '              —  ic       c ) 

6)^V        6xW            ^"^'        "^^   S;U       S;^M?       6;^** 

6^M 

6xu 

geschriebene  specieüe  Äddilionstheoreni  (8)  des  §  4  mit  dea  beiden 
Cosinussätzen  der  ^iphärischen  Trigooomeli  ie  vergleicht.  Der  von  uns 
eingeschiagene  längere  Weg  hat  aber  den  Vorzug,  dass  er  tiefer  ia 
das  Wesen  der  Sache  hineinführt,  und  insbesondere  die  Bezieliung 
der  Formeln  (1 0)  zu  der  in  §  3  nachgewiesenen  Darstellung  ortho- 
gonaler Substitutionen  durch  elhptische  Functionen  von  vier  Argu- 
menten aiifdeckL  In  der  That  erhielt  man  das  Cocfficientensystem 
(3,  I)  und  (4),  wenn  man  in  die  Formeln  (6,  III)  des  §  3  die  durch  die 
Formeln  (1),  (2)  des  §  4  (S.  211)  gegebene  besondere  Annahme  ein- 
führt, mit  der  unvv^esentlichen  Aenderang,  dass  die  Grössen  aa...!»», 
das  Vorzeichen  gewechselt  haben,  und  dass  gleichzeitig  die  beiden 
letzten  Verticalreihen  vertauscht  i^ind.  —  Auch  wenn  man  die  Sub- 
stitutionscoefßcienten  in  dieser  letzten  Anordnung,  ohne  sie  vorher 
vertauscht  zu  haben,  zur  Darstellung  eines  sphärischen  Dreiecks  be- 
nutzt, ergibt  sich  ein  bemerkenswerther  specieller  Satz; 

Man  kann  die  Cosinus  der  Seiten  und  Winkel  eines  sphärischen 
Dreiecks  auch  mii  Hülfe  der  folgenden  Formeln  durch  elliptische  Funcr- 
tioneti  von  zwei  Argnmenien  ausdriicken: 


I 

1 

i 


(u) 


cos  üi 


cos  «2  ^^ 


cos  %  =  — 


6(f  -h  w')5;Lt' 
Si4^' +  u>)6v^ 


cos  a,  := 


COS  «2  =  


cos  «a  =:  


6^(v-\-w)Gw  ' 
6{v+w)6^w 

6(v+w)6yW 


In  diesem  Falle  werden  jedoch  nicht,  wie  in  dem  eben  betrach- 
teten, gleichzeitig  auch  die  Sinus  der  Seiten  und  Winkel  durch  ein-     . 
deutige  Functionen  dargestellt*  ^M 

Die  Gestalt  der  in  den  letzten  Paragraphen  entwickelten  Formeln 
kann  noch  in  mannigfacher  Weise  abgeändert  werden,  insbesondere 
dadurch,  dass  man  statt  der  S-Quotrenten  die  Functionen  pu  und 
pu  benutzt.  Wir  stellen  hier  einige  (bekannte)  Relationen  zusammen, 
deren  man  sich  bei  solclien  Umformungen  bedienen  kann: 
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f   S,(2ti)  =  S/«  —  {e,  —  e,){e,  —  e,)&u  = 


(15) 


618«)   ~ 


=:    —  2 


(jpu  —  C„)(pM — «^) 


«)— Ci    — 


==     {<**  —  e«)  (^i  —  ^r)    •   i      >/     _il~  "y"    H r  t 

„    _  (p M  —  e>i ^—{ex  —  eft]{ex  —  e..) 

4p'w 
(Vgl.  auch  Nr.  (2)  §  5  (S.  2  t  6).  — 


Die  Wellenfläche,  —  ScMusswart. 


Dass  die  Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie  mit  gewissen 
Formeln  der  Theorie  der  elliptischen  Funclionen  durch  ein  so  enges 
Band  verknüpft;  sind,  wie  wir  soeben  gesehen  haben ,  dies  beruht 
zum  Tbeil  auf  dem  Umstand,  dass  die  aus  der  Trigonoraetrre  ab- 
geleiteten Gruppen  @i«  u,  s.  w.  isoraoiph  sind  zu  gewissen  Gruppen 
linearer  Substitutionen  der  Argumente  0,  w',  u^  v^  ,  .  elliptischer 
Functionen.  Ein  solcher  Isomorpliismus  wird  aber  noch  auf  mannig- 
fache andere  Arten  heigesLellt  werden  können.  Es  wird  nützlich 
sein,  noch  mit  wenigen  Worten  eines  Beispiels  zu  gedenken,  das 
einiges  Interesse  beanspruchen  darf,  wenn  sich  auch  nicht  so  be- 
merkenswerthe  S^tze  ergeben,  wie  in  den  bereits  behandelten  FJiUen, 

Betrachten  wir  die  6-  oder  ©-Functionen,  die  zu  zwei  von 
einander  imabhäjifßgm  Perioden-Paaren  2 tu,  2cü'  und  2m ^  im  ge- 
hören, und  daher  durch  die  Bezeichnungen  0^,  &^  unterschieden 
werden  mögen,  und  setzen  wir 

0^u0^v,     x^  =   O^uÖyV, 
so   erkennen    wir  sofort,    dass    wir   auch    bei    dieser  Annahme   die 
Gruppe  Gj6  durch  eine  Gruppe  von  linearen  Transformationen  der  Argu- 
menle  u,  ü,  nämlich  von  Aenderungen  um  geeignete  Vielfache  halber 


(<) 


I    «0  = 
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Perioden  hervorbringen  können;  ja  wir  können,  wenn  wir  noch 
Periodentransformationen  zu  Hülfe  nehmen,  auch  noch  die  Gruppen 
Gm  und  6^92  i"  ähnlicher  Weise  erzeugen.  Es  ergeben  sich  also 
auch  jetzt  wieder  einfache  Ausdrücke  für  die  Cosinus  der  Seiten 
und  Winkel  eines  sphärischen  Dreiecks  und  seiner  sämmtlichen 
Nachbardreiecke.  Lassen  wir  u  und  t;  allein  sich  ändern,  so  er- 
halten wir  wieder  eine  Mannigfaltigkeit  von  00^  Dreiecken,  denen 
im  Räume  die  Punkte  einer  Fläche  entsprechen.  Auch  hier  gelangen 
wir  zu  einer  bekannten  Fläche,  dem  sogenannten  Tetraedroid,  oder 
zu  der  davon  nicht  wesentlich  verschiedenen  FremeVschen  Wellen- 
fläche^). 

Aus  der  Parameterdarstellung  (1)  folgt,  dass  die  fragliche  Fläche 
nicht  allein  durch  die  Substitutionen  der  Gruppe  Gi^,  sondern  ausser- 
dem noch  durch  die  Substitution  x^  =  — Xq^  x,'  =  x^  in  sich  selbst 
übergeführt  wird.  Ihre  Gleichung  enthält  daher  nur  die  Quadrate 
der  Grössen  Xf,  und  sie  ist  in  diesen  Quadraten  von  der  zweiten 
Ordnung,  da  man  0,,^  und  0y^  linear  durch  ©^  und  G^  ausdrücken 
kann,  die  Grössen  x^^  also  ganze  lineare  Functionen  von  zwei 
Parametern  werden.  Man  schliesst  nun  leicht,  dass  die  gesuchte 
Gleichung  die  Form 

haben  muss.  Die  Elimination  der  Grössen  0^,  0i\  0\  Öi  lässt 
sich  leicht  ausfuhren.     Setzt  man 


(2)  fl  :  6  :  c  = 

also 


0aMO)        V(0)         &v^)_ 


e^  —  e^:  e^  —  ej,:  e^  —  e^,  =  li^  —  (?  :  c^  —  a^  :   a^  —  6^^ 

^  *      ß     ö     •    ß     /J,    •    ß^  ß       • •     

SO  folgt 

(V  +  ^/  +  T,*  +  X/)  +  (^  +  |)(a-,^x/  +  X,W)    + 

(4)     J  ^"^        "' 

+    (7.   +   7)(^»'-''''  +   ''"''')    +    iji   +    ^)(^''^-^'  +  ^«'^3^)   =    0. 


I)   Vgl.  H.  Wereb  in  Grelles  Journal  Bd.  8i  (1878)   S.  353. 
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Dies  ist  die  Gleichung  des  Tetra eclroids,  eines  speciellen  Falles 
der  KüMMEft'schen  FUiche  4.  O.  Sie  gelil  in  die  bekannte  Gleichung 
der  FBüSNKL'scheii  Wellen fl^iclie 


x^ 


+ 


I 


a;i  +  fß  +  3^  —  a^     '     x^  +  tß  -\- 
über  durch  die  SubstiUUioD 


^i  _  yi  "l~ 


=   /^^Ic.^,   y  =  V- 


Xq 


ca 


x^ 

(€^ 


X'^  +  tß  +  ^2  —  C» 


1 


Die  Gleiclinngen  (3)  zeigen  deutlich  die  Abhängigkeit  der  Fläche 
von  einer  Gleichung  6.  Grades,  deren  Wurzeln  paarweise  reciproke 
Werllie  haben. 


I 


I 
I 


I 


»«8 


Indem  wir  unsere  Betrachtungen  hiermit  beschliessen,  wollen 
wir  nicht  unterlassen,  darauf  hinzuweisen,  wie  das  Begonnene  nach 
mancherlei  Richtungen  hin  fortgesetzt  weiden  kann*  Die  Trigonometrie 
bietet  in  der  That  einen  reichhalligen  Stoff  dar,  dem  sich  noch 
manche  neue  Seiten  abgewinnen  lassen  werden* 

ZunSlchst  weist  unsere  Darstellung  selbst,  ebenso  wie  alle  früheren, 
noch  eine  wesentliche  Lücke  auf:  Sie  gibt  uns  keinen  Einblick  in 
lolktändige  Systeme  von  Formeln  der  Trigonometrie.  Wir  meinen 
hiermit  Folgendes.  Man  setze  einen  bestimmten  sogenannten  hte- 
griiäisbereich  fest,  d.  h.  man  betrachte  den  Inbegriff  aller  ganzen 
rationalen  Functionen  F,  die  sich  z.  B.  aus  den  Grössen  1^,  A,  oder 
etwa  aus  den  Grössen  cos  a^,  sin  a^^  cos  a^^  sin  a^  mit  numerischen 
Coefficienten  bilden  lassen.  Welches  ist  nun  die  Gesammtheit  der 
Functionen  F,  die  identisch  verschwinden?  Welches  sind  die  zwi- 
schen diesen  Functionen  bestehenden  Relationen  (sogenannte  Syzygien 
erster  und  liöherer  Ordnung)?  Es  ist  klar,  dass  man  erst  dann, 
wenn  diese  Fragen  für  die  gebräuchlichsten  goniometrischen  Func- 
tionen der  Seiten  und  Winkel  erledigt  sind,  mit  Sicherheit  wird 
sagen  können,  dass  man  auch  nur  die  gewöhnlichen  trigonometrischen 
Formeln  vollständig  beherrscht. 

Ein  anderer  Kreis  von  Fragestellungen  bezieht  sich  darauf,  wie 
n  die  Relationen  F  ^  0  befriedigen  kann,  dadurcli  dass  man  die 
in  ihnen  vorkommenden  goniometrischen  Functionen  der  Seiten  und 
Winkel,  sei  es  durch  eindeutige  Funclionen  von  drei  unabhängigen 
Grössen  daistellt,  sei  es  überhaupt  durch  Functionen  eines  geeigneten, 
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von  vorn  herein  gegebeuen  FuiicttoDenbereichs.  Wir  haben  zwar 
gesehen,     dass    die   Goisinua    der    Seilen    und   Winkel    sich    rational 

durch  drei  GröSi^en  darstellen  lassen,  dass  die  Grössen  Ig-^,  tg^ 
einer  iUinliehen  Darstellung  dorch  eindeulige  transcendente  Functionen 
rahig  sind,  dass  endlich  die  Grössen  tg^S  Igv  eindeutig  durch  vier 
Grössen  ausgedrückt  werden  können,  zwischen  denen  eine  Gleichung 
l>esteht;  aber  dies  sind  nur  gelegentliche  Ergebnisse.  Eine  syste- 
matische Theorie  solcher  Parameterdarstellungen,  die  ja  freilich  zu 
den  schwierigsten  Gegenständen  der  1  uDctionentheürie  gehören  würde, 
fehlt  noch  durchaus. 

Ferner  haben  wir  nicht  behandelt  die  sogenannten  Invarianten 
der  betrachtelen  projectiven  Gruppen,  d,  h.  die  ganzen  homogenen 
Functionen  der  Veründerlichen,  die  sich  bei  den  Transformationen  der 
Gruppe  bis  auf  einen  Factor  reproduciren,  und  ebensowenig  haben 
wir  die  mit  unseren  Gruppen  verknüpften  algebraischen  Hleichungen 
betrachtet.  Es  sei  z.  B.  ein  sphärisches  Dreieck  nicht  unmittelbar 
vorgelegt,  sondern  durch  das  Dreikant  bestimmt,  das  seine  Ecken 
aus  dem  Mittelpunkt  der  Kugel  projicirt,  und  dieses  Dreikant  selbst 
sei  nicht  durch  seine  einzelnen  Kanten  oder  Flächen,  sondern  nur 
durch  sein  Polarsystem  gegeben*  Dann  wird  die  Theorie  eine  andere 
Gestalt  annehmen,  indem  die  bis  jetzt  rational  bekannten  Grössen 
nunmehr  als  Wurzeln  algebraischer  Gleichungen  definirt  sind.  Die 
Durchführung  dieses  Gedankens,  der  die  Trigonometrie  mit  gewissen 
ternären  Formen  in  Zusammenhang  bringt,  wird,  in  den  einfachsten 
Fällen  wenigstens,  keine  Schwierigkeiten  bieten.  ~  Noch  in  anderer 
Weise  kann  man  einen  Zusammenhang  zwischen  der  Trigonometrie 
und  der  Forme ntheorie  herstellen  durch  das  bekannte  Hesse' sehe 
Ueberlragungsprincip ^  indem  man  jeden  Strahl  durch  den  ^littelpunkt 
der  Kugel  darstellt  durch  ein  Punktepaar^  das  dem  sogenannten  un- 
endlich fernen  Kugelkreis  angehört.  Nicht  nur  die  Trigonometrie, 
sondein  überhaupt  die  Polygonometrie  auf  der  Kugel  wird  so  in  eine 
keineswegs  unfruchtbare  Beziehung  gesetzt  zur  Theorie  der  binären 
quadratischen  Formen.  Wieder  in  anderer  Weise  könnte  man,  eben- 
falls durch  Hessk's  Uebeitragungsprincip,  die  ebene  Trigonometrie  mit 
der  Theorie  gewisser  binarer  Formen  verbinden.  Ein  jedes  ebene 
Dreieck  ist  nümlich  Poldreieck  eines   einzigen   Kreises.     Nimmt  man 
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diesen  als  Träger  des  binUreo  Gebietes,  so  entspricht  dem  Dreieck 
eine  Form  6,  Ordnung,  deren  vierte  Ueberschiebung  (/",  f\  identisch 
verschwindet,  und  der  unendlich  fernen  Geraden  entspricht  eine 
quadratische  Form  (f.  Die  goniometrischen  Functionen  der  Winkel 
des  Dreiecks  werden  irrationale  absohite  Invarianten  im  System  der 
Formen  f  und  if\ 

Die  Betrachtung  des  unendlich  fernen  Kugelkreises  erinnert  uns 
daran,  dass  man  auch  auf  die  Gruppe  der  collinearen  Transforma- 
tionen eines  reellen  Kegelschnittes  eine  Geometrie  der  Ebene  grün- 
den kann,  die  mit  der  von  Lobatschewski  und  Bolyai  entworfenen 
absoluten  Geometrie  übereinstimmt,  durch  die  sogenannte  projective 
!klaassbestimmung.  Den  Untersuchungen  des  L  und  IL  Abschnittes 
werden  sich  in  diesem  Falle  ähnliche  Ueberlegungen  an  die  Seite 
stellen  lassen,  die  andere,  und  zwar  verwickellere  Realitätsverhtiltnisse 
darbieten.  In  ähnlicher  Weise  wird  dann  auch  der  IIL  Abschnitt  zu 
ergänzen  sein,  in  dem  wir  der  Einfachheit  halber  von  den  Realitats- 
verhsltnissen  gänzlich  abgesehen  haben,  — 

Wir  haben  gelegentlich  schon  ervvUhnt,  dass  die  Functionen- 
iheorie  neuerdings  zur  Bildung  eines  Dreiecksbegriffs  geftihrt  hat,  bei 
dem  vom  Dreieck  eine  zusammenhängende  Fläche  gefordert  wird. 
Wir  haben  diesen  Dreiecksbegriff,  der  sehr  wohl  eine  genauere  Unter- 
suchung verdienL  gänzlich  bei  Seile  gelassen.  Andrerseils  hat  Herr 
Schilling  kürzlich  gefunden,  dass  die  Formeln  der  sphärischen  Tri- 
gonometrie auch  dann  noch  einer  einfachen  geometrischen  Auffassung 
ßlhig  sind,  wenn  man  den  Seiten  und  Winkeln  eomplexe  Werthe  bei- 
legt (Götl.  Nachr.  1891,  Nr.  5).  Dieser  schöne  Satz  ist  aber  (was 
Herrn  SciiiLLtN(i  entgangen  ist)  nur  einer  von  drei  ähnlich  lautenden 
Sätzen,  die  den  drei  Hauptarten  der  Raumgeometrie  angehiiren,  und 
den  drei  Systemen  complexer  Zahlen  entsprechen,  die  man  aus  zwei 
Einheiten  bilden  kann.  Das  Dreieck  wird  so  zur  Figur  eines  räum- 
lichen Sechsecks  erweitert,  bei  dem  je  zwei  auf  einander  folgende 
Seiten  sich  rechtwinklig  schneiden  —  einer  Figur,  die  von  der  gröss- 
len  Wichtigkeil  ist  für  die  Geometrie  dei'  Bewegung,  und  deren 
Theorie  eine  grosse  Zahl  von  interessanten  Sätzen  in  sich  vereinigt, 
die  man  dem  grossen  französischen  tie.ometer  Cijasles  verdankt. 

Nicht  geringeres  Interesse  bietet  die  Frage  nach  einer  cmderen 
Verallgemeinerung:  Wird  es  möglich  sein  (wie  es  durch  verschiedene 

ilbhftodl.  4  K  S.  Geetilläcb.  *l  Wisäenscb.  XIXIU.  1  6 
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Umstände  wahrscheinlich  gemacht  wird),  die  Theorie  der  Tetraeders, 
zunächst  im  Nicht-Euclidischen  Räume,  in  ähnlicher  Weise  zu  be- 
handeln wie  die  des  Dreiecks? 

Auch  die  Untersucimngen  des  III.  Abschnittes  endlich  verlangen 
eine  Fortsetzung.  Von  noch  weitergehenden  Verallgemeinerungen 
absehend,  gedenken  wir  nur  der  Ausdehnung  unserer  Betrachtung 
auf  d^-Functionen  mit  zwei  Veränderlichen,  wie  sie  durch  die  Theorie 
der  KuMMER'schen  Fläche  und  durch  die  RosENUAiN'scbeu  ^Formeln 
nahe  gelegt  wird  Auch  in  diesen  Formeln,  die  acht  Argumente 
enthalten,  tritt  das  System  von  linearen  Gleichungen  auf,  das  wir 
wiederholt  zu  betrachten  hatten.  Aber  auch  schon  in  der  Theorie 
der  elliptischen  Functionen  kann  man,  wie  hier  nachträglich  bemerkt 
werden  mag,  ähnliche  Formeln  mit  acht  und  mehr  Argumenten  bil- 
den, zum  Beispiel  auf  Grund  des  folgenden  algebraischen  Satzes: 

»Sind  j,,  t),,  j,  und  j/,  1)/,  j/  {i  =  0,  1,  2,  3)  zwei  Systeme  von 
zwölf  Grössen,  die  in  der  auf  S.  196  Nr.  7 ...  9  angegebenen  Beziehung 
stehen,  so  definiren  die  Gleichungen 

fü       Jü  Jl      "I        II  Ju   9 

Jl      ^^  JüJu     "1      Jlfl  ' 

h  =  —  hh  —  hh^ 

h   =  —  hh  —  ?3l/  (u-  s.  w.) 

ein  drittes  System  von  zwölf  Grössen  f,',  X)-\  j,"  von  derselben 
Eigenschaft. « 

Wir  erwähnen  nur  eine  Folgerung  dieses  Satzes. 

Bezeichnen  wir  mit  a^...d\  ä,...d"  zwei  Systeme  von  zwölf 
Grössen,  die  in  der  mehrfach  besprochenen  Beziehung  stehen,  so 
ändert  die  Summe  aoo  = 

worin  zur  Abkürzung 

(^Kir)  =  eaäe^le,-c0,d 

gesetzt  ist,  ihren  Werth  nicht,  wenn  man  die  Grössen  a.,.ä,  ä,..d 
durch  a...d',  a,..d'  oder   a...d'\  a...d"  ersetzt. 
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Wir  erseheD  hieraus,  ddss  die  zweite  Haltk*  des  h\  §  3  uuler 
I  (S.  205)  fonnulirten  Satzes  uocb  erhalten  bleibt,  wenn  mau  die  dort 
besprochenen  zehn  Grössen  ö^^^,  0^,  a^j,  a,jj  u,  s.  w.  durch  die  allge- 
meineren Ausdrücke  ao,,  (s.  oben), 

^2J    =     (Ö^Mir    +     0.1**1«)  (Ö'iM.M    +    6^1  Ml«)    ^ 

a^i  =  {Ö,,,,  +  6^.M,i.)(Ö.,.,  +  &,,,J  u.  s.  vv. 

ersetzt,  (^oefücienlen  einer  orlhogüoalen  Substitution  sind  diese 
■CröSisen  a^^  im  Allgemeinen  olJenbiir  nicht;  immerhin  sind  sie  uns 
erwühnenswerth  erschienen,  weil  sie  vermöge  ilirer  grosseren  Allge- 
meinheit das  Bildungsgesetz  jener  Subslilutionscoenicienlen  deutlicher 
hervortreten  lassen  als  die  auf  S.  2U5  (Nn  GA)  augegebenen  Ausdrücke 

Ider  Grossen  a^f,  sclbsL 
f         Von  dem  ganzen  Kreis  unter  einandej-  zusammenliUngender  Pro- 
bleme, die  soeben  erwähnt  wurden  sind,  und  von  denen  einige  vielleicht 
eine  genauere  Betrachtung  verdienen,  konnte  von  uns  nur  ein  kleiner 
K Ausschnitt  behandelt  werden.     Immerhin  wird  das  Mitgellieille  wohl 
"zeigen,  dass  die  Forme  In  der  Trigonomelrie  doch  noch  nicht  so  gejiau 
bekannt  sind,    wie  man  wohl    hier   und  da  geglaubt  haben  mag,  ja 
fdass  das  Beste  vielleicht  noch  zu  thun  bleibt.     Aehnliches  aber  gilt 
von  der  elementaren  Geometrie  überliaupt. 

So  kommen  wir  am  Ende  unseres  Weges  zu  dein  im  Vorwort 
ausgesprochenen  Gedanken  zurück,  ilüchten  Andere  das  Begonnene 
weiterbilden  und  vervollstündigen;  müchte  man  sich  wieder  gewohnen, 
in  der  elementaren  Göomelrie  ein  dankbaies  und  wichtiges  Forschungs- 
gebiet zu  erblicken ! 
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L   Einleitung. 


Wachslhiini  uml  Bewegung  erfordern  nalurgeniäsy  einen  ent- 
sprechenden  Aufwand  von  Energie  zur  Ueberwindung  innerer  und 
äusserer  Widerstünde.  Der  numerische  Wertit  dieser  letzleren  ist 
nicht  nur  im  Experiment,  sondern  auch  in  den  nalürhchen  Vege- 
lationsbedingungen  in  weiten  Grenzen  veranderhcli.  Während  z.  B. 
eine  Wurzel  eine  anselmlichc  Aussenarbeit  vollbringt,  wenn  sie  in 
einem  züheo  Lehmboden  fortwächst  oder  einen  Stein  auseinander- 
treibt, geht  diese  Aussenarbeit  beim  Wachsen  in  Luft  oder  in  Wasser 
auf  einen  sehr  geringen  Betrag  zurück. 

Diese  und  andere  hohe  Aussenleistungen  durch  Wurzeln,  Stumme 
u.  s.  w,  vollziehen  sich  so  otfenkundig,  dass  sie  den  Beobachtern 
ältester  Zeit  auffallen  mussten.  Messende  Versuche  sind  dagegen 
spüriich  und  diejenigen  Experimente,  welche  sich  mit  einer  einfachen 
Constatirung  eines  hohen  Gesammtdrnckes  zufrieden  gaben,  ohne 
mindestens  eine  Reduction  auf  vergleichbare  Einheiten  zu  versuchen, 
bringen  nur  eine  Bestiiligung  dessen ,  was  schon  die  oberflächliche 
Nalurbeobachtung  lehrt,  dass  nämlich  eine  sehr  hohe  Energiesumme 
gegen  eine  Widerlage  durch  die  wachsende  Pflanze  entwickelt  werden 
kann.  Ein  Eindringen  in  die  Causalität  dieser  Aussenleislungen 
wurde  aber  nicht  versucht,  und  wenn  etwa  für  letzlere  die  Wachs- 
ihumskraft  verantwortlich  gemacht  wird,  so  ist  damit  natürlich  in 
keiner  Weise  eine  nähere  Erklärung  gegeben,  so  lange  nicht  diese 
Wachslhumskrafl  in  die  massgebenden  und  wirkenden  Facloren  zer- 
gliedert wird. 

Eine  allgemeine  Betrachtung  über  die  Mittel  und  Wege  für  die 
Leistungen  der  Pflanze,  sowie  tlber  die  Beziehungen  zwischen  Innen- 
und  Aussenleistungen,    wurde    wohl    zuerst    in    meiner    Physiologie 
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versucht').     In  jüngster  Zeit  imterzog  ich  dann   dieses  Thema   einer^ 
kritischen  SLodie^),  aus  welcher  genugsam  zu  ersehen  ist,  wie  unzu- 
reichend unsere   Kenolnisse  in  Bezug  auf  die  Aussenlcistiingen  durch 
wachsenile    Pllanzen   sind,    wie    aber    ein    lieferer    Einblick    in    die  — 
Genesis  derselben  ein  weitgehendes  physiologisches  Interesse  hat.      " 

Es  ist  ja  schon  von  hoher  Wichtigkeit  autzukl^ren,  wie  und 
wodurch  die  Pllanze  eine  je  nach  den  gebotenen  Verhliltoissen^ 
grössere  oder  geringere  Energie  gegen  Widerstünde  aufzuwenden, 
also  in  zweckentsprechender  Weise  regulatoriseh  zu  arbeiten  vermag.^ 
Solche  Fähigkeit  und  Thütigkeit  sind  aber  ihr  Auslluss  von  Func- 
tionen der  lebensthiUigen  Pllanze.  Demgeniciss  führt  die  causale 
Aufhellung  der  Aussen leistungen  direcL  in  das  innengetriebe  der 
Pflanze,  deren  Reactions-  und  Arbeitsvermögen  es  ja  zu  verdanken 
ist,  dass,  je  nach  Umständen,  ein  grösserer  oder  kleinerer  Theil  der 
ihr  zur  Verfügung  stehenden  Energie-  und  Beti  iebswittet  für  Aussen-« 
leistungen  nutzbar  gemacht  wird. 

In  Er-wögung  dieser  genetischen  Verkettung  gewinnen  aber  die 
Aussenleistungen  um  so  mehr  ein  höheres  Interesse,  als  in  ihnen 
IntensitUt  und  QiuinliUU  der  Energie  nach  Älaass  und  Zahl  bestimm- 
bar sind,  wUhrend  eine  derartige  Messung  der  im  Wachsen  aufge- 
wandten Innenarbeit  wenigstens  zur  Zeit  nicht  möglich  ist.  Auf 
gewisse  Factoren  dieser  Innenarbeit  können  aber  in  der  That  Klick- 
Schlüsse  aus  der  bemessenen  Aussenleistung  gezogen  werden,  die 
ja  thatsächlicli  durch  die  im  Wachstlium  thätigen  und  mitwirkenden 
Energiemittel  betrieben  wird.  Eine  auch  nur  annähernde  Kenntoiss 
der  activen  Energie  kann  aber  zuweilen  geslatten'^),  die  mögliche j 
llealisjrung  innerer  Vorgänge  zu  priuisiren  oder  mindestens  einzu- 
engen, da  natürlich  eine  jede  Deutung  ausgeschlossen  ist,  welche 
dem  Postulate  zureichender  Energie  nicht  Gentige  leistet. 

Aussen-  und  Innenarbeit  sind  ilbrigons  nicht  immer  scharf  aus 
einander  zu  halten"^).     Denn  für  eine  Zelle,   für  ein  Gewebe  kommt 
das   umgebende  Gewebe   durch  seine  passiven   oder   activen   Kräfte 
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\)  PrtanzeDphysiobgie   1881,   Bd.  IL    p.  i. 
t)  Studien  zur  Energetik  der  Pflanze   189t. 
3)  Siehe  z.  Ö.  PriSFFER,    Zur  Kenntniss    der  PUismahaul    und    der    Vacuoleia 
f89Ö,  p.  329. 

I)  Vgl,   PFBiTEft,  Energetik   189i,  p,  M>0. 


in  analogem  Sinne  in  Betiaclit,  wie  ein  von  aussen  wirksamer  mecha- 
ischor  Widerstand  oder  Zug  und  die  rein  mechanische  Bedeutung 
(Von  Wirkung  und  Gegenwirkung  föllt  natürlich  stels  ins  Gewicht, 
(d  welcher  Weise  iinraerlrin  die  correlativen  Beeinflussungen  der 
lebendigen  Gew^ebe  das  Ausmaass  dieser  mechanischen  Grössen  regu- 
liren  mögen.  Solche  mechanische  Wirkungen  von  tlieil weise  hoher 
Energie  sind  z.  B.  in  Gewebespannungen,  im  Durchbruch  endogener 
ßprossungen  geboten.  Aber  aucli  das  Auseinandertreiben  der  Knospen- 
fcchuppen  durcli  den  wachsenden  Spross,  und  die  Hebung  der  Last 
jdes  Fflanzenkorpers  durcli  Wachsthums-  und  KrOmmungsvorgiinge 
;ehören  hierher. 

Unter  den  angedeuteten  Gesichtspunkten  wurden  bereits  in  den 
Studien  zur  Energetik«  die  Aussenleistungen  wachsender  IMlanzen 
betrachtet*  Docli  nmsste  ich  mich  auf  allgemeine  Erwägungen  schon 
deshalb  beschränken,  weil  specielte  Studien  über  dieses  Thema  in 
«der  Literatui-  nicht  vorlagen  und  damals  nur  ein  Theil  derjenigen 
Untersuchungen  ausgeführt  war,  welche  den  Gegenstand  dieser  Ab- 
bandluug  bilden.  In  den  allgeineinen  Enlwickehmgen  in  der  Ener- 
getik ist  übrigens  der  allgemeine  Rahmen  richtig  gekennzeichnet, 
innerhalb  dessen  allerdings  diese  Arbeit  zahlreiche  Erweiterungen 
und  Präcisirungen  bringt. 

Uebrigens  ist  auch  hier  nur  eine  Studie  über  die  allgemeinen 
tPrincipien  und  nächsten  Uisachen  der  Aussenleistungen,  nicht  aber 
ßinc  ausgedehnte  Schilderung  der  damit  verkniipflen  biologischen 
Eigenthümlichkeiten  beabsichtigt.  In  Rücksicht  auf  dieses  Ziel  waren 
kritische  Untersuchungen  an  richtig  gewählten  Versuchsobjecten 
^'iclitiger,  als  eine  Anhäufung  von  Beobachtungen  über  eine  Summe 
biologischer  Besonderheiten. 

In  erster  Linie  wurden  Wurzeln  studirt,  welche  vermöge  ihrer 
lebensweise  vielfach  gegen  veränderliche  äussere  Widerstände  zu 
arbeiten  haben.  Im  Anschluss  an  diese  wurden  ferner  Keimstengel 
find  einige  Algen  in  den  Kreis  der  Untersuchungen  gezogen.  Ausser- 
dem fanden  die  geolropischen  Wachsthumskrümraungen  der  Knoten 
im   Halme  der  Gräser  besondere  Berücksichtigung. 

Zu  Reactionen  gegen  mechanische  Widerstände  sind  vermöge 
lind  während  des  Wachsthums  alle  Pflanzen  befähigt,  während  nach 
dem  Auswachsen  auffällige    vitale  Bewegungen   nicht   allen   Pflanzen 


238 


W,  Pfeffer, 


zukommen*  Die  Leistungen  durch  solche  Variaüonsbewegungen,  wie  sie 
die  Staubfäden  der  Cynareen  und  die  Pflanzen  mit  nyctitropischen  Be- 
wegimgen  ii,  s.  vv*  ausführen,  sind  übrigens  in  den  «Studien  zur  Ener- 
getik« genogsaiii  berücksichtigt,  um,  soweit  es  nötbig  erscheint,  auf 
letztere  Bezug  nehmen  zu  können.  Hiei'  halten  wir  uns  zunäctist  nur 
an  die  durch  w^achsende  Pflanzen  erzielten  und  vermittelten  Vorgänge, 
und  da  wir  diese  Pflanzen  stets  in  einem  turgescenten  Zustand  vor- 
aussetzen, haben  wir  nicht  die  Eflecte  zu  berücksichtigen,  welche 
bei  Zufuhr  und  Abfuhr  von  Wasser  durch  Turgorvariaüon  und 
Quellung  erreichbar  sind*)*  Ebenso  fordern  die  mit  dem  Absterben 
erzielten  Reactionen  gegen  die  Aussenwelt  keine  Beachtung.  m 

Abgesehen  von  den  schon  genannten  Arbeiten  gibt  es  eine  auf^ 
das  allgemeine  Wesen  und  das  Zustandekommen  der  Aussenleistungea  ^ 
bezügliche  Literatur  nicht.     Die  einzelnen    auf   unser  Thema   bezUg-^V 
liehen  oder  mit  ihm  zusammenhängenden  Beobachtungen,  so  die  von 
Duhamel,    Darwin,    Clark ^    N.  J,  C,  Müller,    Krabre  u,  s.  w*  ,   werden 
besser  an  der  entsprechenden  Stelle  berücksichtigt,  ^^ 

Hier  aber  habe  ich  dankend  der  Unterstittzung  zu  gedenken, 
w-elche  mir,  insbesondere  in  tler  wiederholten  Controle  der  plasmo- 
lytischen Studien  und  in  der  Ausdehnung  dieser  auf  verschiedene 
Objecte,  durch  meine  Assistenten  Herrn  Dr.  Kleihm  und  Herrn. 
Dr.  Benegke,  zu  Theil  wurde. 


n.   Metliodisches. 

In  diesem  Kapitel  sollen  nur  die  Mittel  und  Wege  geschilde 
werden,  welche  zur  Gewinnung  einer  festen  Widerlage  und  zur 
Messung  der  Druckwirkungen  benutzt  wurden,  während  die  auf 
andere  Ziele  berechneten  Methoden  besser  an  der  zugehörigen  Stella 

behandelt  werden. 


A,  hm  Eingipsen. 

Zur  Herstellung  einer  festen  Wideilage   hat  sich   bis  dahin 
besten  ein  Gipsverband  bewährt,  der  im  hiesigen  Institut  schon  seit 


i)    Vgl.   PFKti''Kfi,  Siudieii   zm    Energelik    1892,   p.  137. 
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einigen  Jahren  za  verscliiedenen  Zwecken  erfolgreich  angewandt 
wurde').  Einen  solchen  Verband  gewinnt  man  dorch  Anrühren  von 
gebranntem  Gips  mit  Wasser  und  Einbettung  der  Objecle  in  diesen 
Gipsbrei,  welcher  bekannthch  bald  erstarrt  und  nun  eine  harte,  sich 
atlseilig  anschmiegende  Masse  bildet.  In  der  näheren  Ausführung 
der  Operationen  muss  nalilrlich  den  Objecten  und  den  erstrebten 
Zielen  gebührende  Rechnung  getragen  werden,  doch  dürften  die 
nachfolgenden  Erörterungen  und  Beispiele  genügen,  um  die  der 
mannigfachsten  Anwendung  fclhige  Methode  Jedermann  zugünglich 
zu  machen. 

Die  Herstellung  einer  äusseren  Form  für  Aufnahme  des  Gips- 
breies ist  im  Allgemeinen  ohne  Schwierigkeit  zu  erreichen.  Handelt 
es  sich  z,  B.  um  Wurzeln  u.  s,  w.,  so  benutze  ich  einen  unten  ge- 
schlossenen, mit  arabischem  Gummi  verklebten  (ly linder  aus  Schreib- 
papier. Nach  Eingiessen  des  Gipsbreies  stecke  ich  in  diesen  die 
Wurzel,  lege  die  ganze  Masse,  sobald  der  Gips  genügend  fest  ge- 
worden ist,  in  Wasser  und  entferne  späterhin  die  nun  leicht  abzu- 
lösende Papierhülle. 

Soll  z.  B,  der  Stengel  einer  im  Topfe  verbleibenden  Keimpflanze 
tunblUt  werden,  so  ptlege  ich  den  übergestülpten  offenen  Papier- 
cylinder  unten  mit  plastischem  Thone  zu  schliessen.  Auf  diese 
Weise  oder  auch  unter  Verwendung  von  gespaltenen  Korken,  Papp- 
scheiben (nöthigenfalls  unter  gleichzeitiger  Verwendung  von  Thon) 
ist  es  auch  mOglich  geeignete  Gussformen  an  beliebigen  Stellen  von 
Stengeln,  Blättern  u.  s.  w.  anzubringen  und  somit  einen  localisirten 
Gipsverband  herzustellen.  Wie  noch  fernerhin  gezeigt  werden  soll, 
können  in  einem  solchen  Gipsverband  Fensterchen  ausgespart,  also 
gewisse  Partien  der  Pflanzenorgane  frei  gehalten  werden. 

In  anderen  Fallen  emiifielilt  es  sich  die  Objecte  in  etwas  Gips- 
brei zwischen  zwei  Glasplatten  zu  bringen  und  diese  je  nach  Be- 
dtlrfniss,  nur  wenig,  oder  auch  so  weit  durch  Druck  gegenseitig  zu 
nähern,  dass  die  Pflanzenthcile  an  die  Glaswand  stossen  oder  wenigstens 
durchscheinen.      Solche   Gussplatten    können    sowohl   isolirt   werden, 


I)  Eioe  voHautige  Millheilung  iiber  die  MeÜioJe  machte  ich  in  i^  Bericiue 
d.  SUchs,  Ges.  d.  Wissenschaften *f  1892,  p.  539.  Hinweise  auf  die  Verwendung 
eines  Gipsverbandes  finden  sieb  ebenda  1891,  p.  641  und  in  meinen  »»Studien 
zur  Energelik«   i89S,   p.  78, 
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als  auch  vermittelst  Gurnmirin^'en,  Bindfaden,  Klemmscli rauben  ü.  s.w, 
zwischen  den  GlasplaLlen   gehallen    werden.     Zur  Veranschaulichung 

mag  die  nebenstehende  Fig*  \  dienen. 
Sie  stellt  eine  Keimpflanze  von  Yicia  faba 
vor,  deren  Wurzel  durch  ihr  Waclisthuin 
bereits  eine  Sprengung  der  Gipsplalte 
erzielte  (diese  Sprengung  wird  in  Kap. 
YUI  behandelt).  M 

Durch  dünne  Gipslagen  dringt  ge- 
nügend Lieht,  um  in  grünen  Pflanzen  die 
nolhige  Productionsllitltigkeit  zu  unter- — 
hatten.  In  der  That  erhielten  sich  lüV 
solcher  Zwangslage  Algenfaden,  Nitella, 
(^hara  u.  s.  w.  durch  Wochen  und  Monate 
lebend,  als  die  Präparate  bei  müssiger 
Beleuchtung  in  verdünnter  Nührldsung 
oder  in  Wasser  gehalten  wurden,  das 
mit  ausgefauher  Erde  in  Berührung  stand. 
In  solchem  Gifisverband  liisst  sich  bei  Ni- 
tella  und  Chara,  an  geeigneten  Stellen,  die 
Fortdauer  dei'  normalen  Plasmasttömung^ 
direct  beobachten  und  bei  Spirogyra 
u.  s.  w.  kann  man  wenigstens  direct  das 
gesunde  Aussehen  der  Zellen  controliren.  Uebrigens  empfiehlt  es 
sich  bei  derartigen  Experimenten  der  zwischen  Glas  eingeschlossenen 
Gi[)splaite  Ihunlichst  geringe  Dicke  und  auch  massige  Breite  zu  geben. 
In  den  Versuchen  mit  Chara  und  Nitella  kamen  zumeist  nur  die 
jlingpren  Internodien  in  den  Gipsverband,  wcihrend  die  übrige  Pflanze 
sich  normal  in  Wasser  befand. 

Während  eingegipste  submers   lebende  Pflanzen   naturgemSiss  ii 
Wasser  gehalten  wurden,  brachte  ich  den  Gipscylinder,  welcher  eine' 
Wurzel  einschloss,  in  feuchte  Sägespane   oder  in  leuchte  Erde,     Die 
frei  gelassenen  Tbeite  entwickeln  sich  unter  diesen  IJmstiinden  ganz 
kr^tftig,  und  selbst  dann,    wenn  allein   die   im  Gips   sitzende  Wurzel 
die  Wasserzufulir  vermittelt^  welken  die  ansehnlich  entwickelten 
blätterten  Sprosse  von  Keimpflanzen  nicht,  sofern  für  eine  nur  m^ssi^ 
TranspirationsthUtigkeit  gesorgt  ist. 


Fig,  1.     Naliirh  Grosse, 


ze 
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War  ein   in  Luft  befindlicher  Gipsverband  nass  zu  erhallen  — 

Svie  z,  B.  bei  Messungen   des   von  Wurzeln   ausgeübten    Druckes  — 

—SO  wurde  die  Gipsmasse  mit  Fliesspapier  umbülll,    das  durch  Saug- 

Bstreiren  fortwährend  tlie  nöthige  Wassermenge  zugeführt  erhielt.    In 

diesen,  wie  io  allen  Fällen,  kam  gesälligtes  Gipswasser  in  Anwendung, 

um  eine  Wegnahme  des  übrigens   nur   sehr  schwer  loslichen  Gipses 

rus  dem  Verbände  ganz  zu  vermeiden. 
Die  Gipshüllen  um  oberirdische  Pflanzentheile  wurden,  je  nach 
riedürfniss,    schw'ach    feucht   erhalten    oder   auch   dem    Austrocknen 

überlassen,      üebrigens   können    derartige    Versuche    ebensowohl   an 

Topfculluren  als  an  Freilandpllanzen  ausgeführl  werden. 
t         Zumeist  ist  es  nicht  besonders  schwierig,  die  eingegipste  Pflanze 

ohne  Beschädigung  von  der  GipshUlle  zu  befreien.     Handelt   es  sich 

z.  B,  um  einen    beiderseitig   aus   dem   Gips   her  vorsehenden   Stengel, 
Ajso  schneidet   man   parallel  mit  dem  letzteren 

den   Gips   zweiseitig   so   hinweg,    dass    eine 

Gipsptatte  entsteht.     Durch  Zerbrechen  dieser 

Platte  W4rd  dann  der  Stengel  befreit.  Notlügen- 

falls   wird,   um    das  Brechen   zu   erleichtern, 

beiderseitig  eine   Lcingsrinne   derartig    einge- 
kerbt, dass   über   dem  Stengel  die  deckende 

GipsscliJcht  auf  geringere  Dicke  gebracht  ist. 
n  Kommt   aber  der  Spitzentheil,  wie  z.  B. 

beim    gänzlichen    Eiusctiliessen   der   Wurzeln, 

in  Gips  zu  liegen,  so  empliehlt  sich  folgendes 

Verfahren.  Zunilclisl  bettet  man  die  Wurzel 
B^^  der  schon  beschriebenen  Weise  (vgl.  Fig.  1) 

in  eine  Gipsplatte  ein,  die  sich  nach  dem 
A  Erstarren  und  Einlegen  in  Wasser  sehr  leicht 
■  von  den  Glasplatten  lösen  lässt.     Diese  Gips* 

platte    wird    dann   in    die   gewünschte   Breite 

und  Form   gebracht   und    mit  weiterer   Gips- 

masse  umhüllt,  die  ich  mit  etwas  Frankfurter 

Schwarz  grau   zu   färben  pllege.     Die  Figur  2,  ein  medianer  Lüngs^ 
f  schnitt   durch    ein    derartiges   Präparat,   veranschaulicht   die    so    ge- 
wonnene   Zusammenstellung.      Wenn     man    dann    späterhin    diesen 
dunklen  Hüllgips,    von  der  Basis   [Iß]  des  Cylinders  beginnend,  weg- 


Vig.  2.  Medianer  Längascbültt 

durdi  die  Gipsbüllen  um  eine 

Wurzel  von  Vicia  fnha. 

NatürL  Grösse. 
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schneidet,  so  slüsst  man  zunJichst  auf  die  gut  markirte  weisse 
Gipsplatte,  Legt  man  nun  die  beiden  Schmalseiten  dieser  Platte 
frei»  so  gelingt  es  nach  zuvoiigem  Einlegen  in  Wasser  unschwer, 
die  in  zwei  Hälften  zerlegte  Masse  des  Htillgipses  zu  entfernen.  Die 
Befreiung  der  Pflanze  durch  Zerbrechen  der  Gipsplatte  geschieht 
darauf  in  der  schon  beschriebenen  Weise.  lo  welcher  Art  an  der 
in  der  Gipshülle  betindlichen  Wurzel  Messungen  an  aufgesetzten 
Marken  ausführbar  sind,  wird  späterhin  dargethan  werden. 

Auch  Chara,  sowie  dünne  Algen fuden  konnte  ich  aus  ihrer  Gips- 
hülle  betVeien,  indem  ich  die  dünne  Gipsplatte  durch  Stechen  und 
Drücken  vermittelst  einer  Nadel  zertrümmerte  und  die  Gipsstücke  mit 
Hilfe  von  Pinsel  und  Nadel  entfernte. 

Die  Härte  und  Widerstandsfähigkeit  des  Gipsgusses  fällt  je  nach 
der  angewandten  Wassermasse  sehr  verschieden  aus.     Während  der 
mit  viel  Wasser  angerührte  Gips  so  weich  bleibt,  dass  sich  wachsende 
Wurzeln  in  ihn  einbohren,  macht  der  härtere  Gips  jedes  Vordringen 
von    Pflanzen    in    ihm    unmöglich ,    bildet    also    eine    unverrückbare 
Widerlage,  vorausgesetzt  dass  keine  Sprengung  der  Gipshülle  eintritt. 
Genügt  zur  Erreichung  dieses  Zieles  bei  kleinen  Objecten  schon  eine 
geringe  Dicke  der  Gipsmasse,  so  hilft  dieses  nicbt  mehr  bei  grösseren 
Pflanzen tiieilen  zu.     Schon  die  wenig  mächtige  Wurzel  von  Vicia  faba 
muss,  bei  Anwendung  einer  festen  Gipsmasse,    mit   einem  Cylinder- 
mante!  von   1  bis  t,5  cm  Durchmesser  umkleidet  werden,  um  gegen 
eine  Sprengung  vollslündig  gesichert  sein   (vgl   Fig.  2).     Bei   dicken 
Stengeln  oder  Baumstümmehen   ist  die  Gipshülle  allein  unzureichend, 
doch  gewinnt  man  genügende  Widerstandskraft  indem  man  die  Gips- 
hülle mit   Bindfaden  oder  mit   einer  Anzahl   überzinnler   Eiseuringe 
umgibt  und  das  Ganze  mit  einem  weiteren  Gi]>sguss  umkleidet.    Hier- 
durch, oder  indem  man  den  Gips   als  Füllmasse  einer  soliden   oder 
durchbrochenen  Eisenform  benutzt,  ist  stets  eine  ausreichende  Wider- 
standskraft zu  erzielen.      Denn   wenn    es   sich  nicht    um  Zerbrechen 
und  Zerreissen,   sondern    nur   um  Compression  handelt,   besitzt  eine 
harte  Gipsmasse  eine  ausreichende  Resistenz.    So  wurde  z.  B.  keine 
Deformation  merklich,  als  auf  eine  8  mm  dicke  Gipsplalle  zwischen 
zwei  ebenen  Metallplatten  von   12,8  qram  Obernäche   ein  Druck  von 
250  kg,  d.  h,   von   19,5  kg  auf  das  qmm  wirkte* 


mm 
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^  Eine  noch  resistentere  Gussmasse^  deren  man  übrigens  in  physio- 
logischen Eipeiinienten  zumeist  nicht  bedürfen  wird,  erhält  man 
durch  Verwendung  eines  Gemisches  von  I  Theil  gebranntem  Gips 
und  3  Theilen  Portlandcement»  Mit  Wasser  angerührt  erstarrt  diese 
Hasse  durch  den  Gips  ziemlich  schnell,  erreicht  aber  in  Folge  der 
nur  langsamen  Reaction  des  Cements  erst  nach  einigen  Tagen  die 
volle  Härte.  Da  ausserdem  die  Objecle  aus  diesem  Gusse  schlechter 
zu  befreien  sind,  so  ist  seine  Anwendung  nur  da  zu  empfehlen,  wo 

^die  Festigkeit  des  Gipses  nicht  ausreicht. 

■  Da  der  gebrannte  Gips  je  nach  Reinheit  und  Darstellung  nicht 
ganz  gleich werthig  ist^  lässt  sich  die  zweckmässig  anzuwendende 
Wassermenge  nicht  allgemein  angeben.  Der  von  mir  benutzte  käuf- 
liche gebrannte  Gips  lieferte  den  gewünschten  Härtegrad,  wenn  er 
mit  soviel  Wasser  angerülirt  wuide,  dass  der  zunächst  llüssigere  Brei 
nach  2  bis  3  Minuten  dicklliissiger  wurde  und  nach  6  bis  10  Minuten 
zu  einer  schon  recht  harten  Masse  erstarrt  war.  Es  ergab  sich, 
dass  zu  diesem  Ziele  annähernd  gleiche  Gewichtstheile  von  Gips  und 
Wasser  zu  mischen  waren.  10  Theile  Gips  und  15  Theile  Wasser 
lieferten  eine  Gipsmasse,  welche  für  die  meisten  Versuche  schon 
zu  weich  war.  Aber  wenn  auch  durch  eine  geringere  Wassermenge 
ein  härterer  Gips  erzielt  wird,  so  wird  doch  immer  eine  poröse, 
von  überschüssigem  Wasser  durchzogene  Masse  gewonnen,  da  der 
gebrannte  Gips  zur  Wiedergewinnung  der  verlorenen  2  Moleküle 
Wasser   ungefähr   nur    ^   seines    Gewichts    an   Wasser   bedarf.      Ein 

^iolcher  Wasserüberschuss  ist  übrigens  nothwendig,  damit  die  Gips- 
masse  die  umschlossenen  Pllanzen  mit  Wasser  vollständig  versorgen 
kann,  resp.  nicht  Wasser  entziehend  wirkt. 

K  In  dem  Processe  der  Wasseraufnahme  werden  die  Körnchen 
des  gebrannten  Gipses  —  wie  mikroskopisch  leicht  zu  ersehen  ist  — 
durch  Auflösen  und  Aoskrystalüsiren  allmähhch  in  kleine  Nadeln 
verwandelt.  Dieserhalb  hat  das  Korn  des  gebrannten  Gipses  woht 
auf  den  zeillichen  Verlauf  der  Reaction,  nicht  aber  auf  die  endliche 

^Gestaltung  des  Productes  einen  wesentlichen  Einiluss»  Doch  ist  es, 
schon  der  Reinheit  halber,  vorlheilhaft  für  Einbettung  von  Algenfäden 
s.  w.  den  feinsten  Stuckgips  anzuw  enden ,  während  für  grössere 
"Objecte  zumeist  eine  gute  Qualität  des  grobkörnigeren,  in  der  Technik 
gebräuchlichen  Gipses  den  Vorzug  verdient.    Der  Umwandlungsprocess 
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(dessen  zeitlicher  Verlauf  natürlicli  ein  Maximum  besitzt)  ist  bei 
solchem  Gipse  erst  nach  16  bis  24  Stunden  annähernd  vollendet, 
{].  h.  dieser  Process  schreitet  noch  fort,  naclidem  der  Gips  längü^t  zu 
fester  Masse  ersLarrt  ist.  Erst  naclidem  dieses  eiTeichl  ist  tiitt  das 
Maxinium  der  Erwärmung  ein,  die  übrigens  im  Allgemeinen  nicht 
auf  eine  schEldlich  wirkende  Hohe  ansteigt  und  stets  auf  ein  geringes 
Maass  gebracht  werden  kann,  indem  man  die  eben  erstarrte  Gips- 
masse zur  Abkühlung  in  viel  Wasser  l>ringt.  Wie  und  warum  durch 
ihre  Umwandlung  die  Gipsmasse  einen  Druck  gegen  äussere  Wider- 
lagen und  gegen  umschlossene  Korper  entwickelt,  soll  erst  späterhio 
kurz  mitgetheüt  werden. 

Der  nur  in  geringer  Menge  in  Wasser  lösliche  Gips  wirkt  im 
Allgemeinen  nicht  naehlheilig  auf  Pllaozen,  doch  darf  natürlicli  das 
angewandte  Material  kein  Schwefelcalcium  oder  andere  schädliche 
Stoffe  enthalten.  Thalsächlich  gedeihen  die  Fllanzen  vorlretnicb, 
wenn  ihre  Wurzeln  sich  in  einem  Gemisch  aus  viel  Gipspulver  mil 
wenig  Gartenerde  befinden  und  in  diesem  IVIedium  ergeben  die 
Wurzeln  von  Yicia  faba  dieselbe  Zuwachsschnelligkeit  wie  in  Garteo- 
erde.  Ebenso  wurde  für  diese  Wurzeln  bei  Vergleich  von  nahezu 
gipsfreiem  imd  mit  Gi[>s  gesiittigiem  Leitungswasser  dieselbe  WacUs- 
thomsschnelligkeit  gefunden.  Auch  Ohara  und  viele  Algen  gedeihen 
normal  in  gipsgesöltigtem  Wasser* 

Da  eine  gesütligte  Gipslusung  ungefähr  mit  einer  0,1  procentigen 
Salpeterlüsung  (also  annähernd  mit  einer  verdünnten  Wassercultur- 
Idsung)  isotonisch  ist,  so  ist  verslündhcli,  dass  die  gesültigte  Gtps- 
lösung  durch  ihre  osmotische  Leistung  nicht  hemmend  auf  das 
Wachsthutti  wirkL  Wasser  lost  nUralich  bei  gewöhnlicher  Tempe- 
ratur ungefähr  0,21  Proc.  wasserfreies  Caiciumsulfat'}  und  unter  der 
sicher  annrihernd  zutreffenden  Voraussetzung,  dass  im  Vergleich  zu 
Kalisalpeter  (Molekulargewicht  101)  in  äquimolekidarer  Lösung  fUr 
Caiciumsulfat  (Molekulargew  iclit  136)  eine  ähnliche  Relation  besteht 
wie  für  Magnesiasulfat,  dass  also  die  osmotische  Leistung  f  von  der 
des  Salpeters  beträgt^),  ergibt  sich,  dass  20 i  Gewichtstheile  Caicium- 
sulfat mit  101   Gewichlstheilen  Kalisalpeter  isosmotisch  sind. 


i)  Vgl  1.  B.   KfiLLiSR,    Praktisrlie   üersleliung  von   Lösimgen    <888.   p.  (05, 
tj   DE  VniBHj  Jatirb*   f.  wis.   Bot.  \%%i,   Bd.  XIV,   p.  tJ37 
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HiDsichÜLch  der  Wasser versorgti Dg  sind  die  von  der  wasserdoieh- 
Iriinkten  Gipsniasse  umgebenen  Pflanzentlieile  vvolil  ebeot^o  gut  situirL 
wie  im  Boden  oder  wie  die  in  Gelaline  eingebetteten  Pllanzenthoile. 
^  Eine  zureichende  Versorgung  mit  SauerstoU*  in  den  gegebenen 
^Versuchsbedingungen  ergibt  sich  unmitlelbar  aus  der  Fortdauer  der 
Lebeiisthütigkeit  und  aus  den  diese  anzeigenden  Waelisthumsbestre- 
bungen.  Bezüglich  dei*  SauerstoHVersorgung  mag  sich  die  Pllanze 
io  der  Gipsmasse  etwa  in  ühnhcher  Lage  betioden,  wie  in  einer 
gleich  geformten  Gelati neniasse  oder  in  einer  ruhenden  oder  doch 
Dur  sehr  wenig  beweglen  Wassermasse.  Und  wenn  die  Difl'usion 
allein   durch   diese  Medien  nicht  immer  ausreichen  wird,    um    einen 

»ausgiebigeren  Sauerstotrconsum  zu  decken,  so  wird  doch  eiimial  mit 
der  Wasseraurnahme  eine  Bewegung  gescliaireu,  welche  die  Zufuhr 
gelöster  Stoße  beschleunigt  und  rernei*  wird  durch  die  in  LüTl  be- 
lindlichen  Organe  auch  eine  Zufuhr  von  Sauerstotl"  zu  den    im  Gips 

»steckenden  Pflanzentheileii  vermittelL     Auf  solche  Weise  wird  auch 
(die  SauerstoÜVersorgung  der   im  Schlamm    steckenden   Wurzeln    ven 
Wasserpllanzen  erreichl  und  UunkelrUben,   KartotTeln  u.  s.  w.  lehren, 
dass  bis  ins  Innere  von  Pdanzentheileii ,   also   auf  weitere  Strecken, 
der  Sauerstofl'  auch  dann  in  ausreicliender  QuantitlH  befordert  wird, 
^wenn  das  Gewebe  nur  von  engeren  Intercellulanliumen  durchsetzt  ist. 
W         Auch    ergaben    diiecte    Versuche,    dass    die    uoigipsle    Wurzel 
von  Faba   genügend   mit   Sauerstoff  versorgt   wurde,   wenn   nur   die 
von   der   Schale    umhüllten   Samenlappeo    und    ein    am   Schluss   des 
Versuches  25  mm   langer  Spross   sicli   in  Luft  befanden.     Zu  diesen 
^Versuchen  diente  ein  Gipscylinder  mit  einem  längeren  cylindrisclien 
Canal    von    'i  mm    Durchmesser ,    dessen   eine   Seite    mit  einer  Glas- 
scheibe   luftdicht    geschlossen    wai'.      Nach    Einführung   der   zu   Be- 
ginn   iO  mm    langen    Wurzel    wurde    der    basale   Theil    dieser    bis 
■an    die  Samenschale  umgipst  und  so  der  Canal  geschlossen.     Darauf 
Kwurde  vermittelst  zweier  eingegipster  Glasrührchen  durch  den  Canal 
Hein  Strom  luft freien  Wassers  geleitet  und  nach  Abschluss  der  Röhr- 
chen der  Gipscylinder  in  lufthaltiges  Leitungswasser  gestellt.    In  zwei 
derartigen  Versuchen    ergab   die   durch  die    Glasscheibe   ermöglichte 
Messung,  dass  eine  solche  Wurzel  in  den  ersten   und  den  folgenden 
24  Stunden  denselben  Zuwachs  wie  eine  in  Wasser  betindliche  Con- 
Irolwurzel    erreichte,      Uebrigeus    würde    unzureichende    Sauerstoff- 
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Versorgung  durch  Verlangsamung  der  Wachsthumsthätigkeit  immer 
our  zu  einer  Depression  der  Druckleistung  führen  können. 

Bei  den  in  Gips  eingebelteten  Algen  ITällt  natürlich  die  Saoer- 
stoffproduction  während  der  Beleuchtungszeit  ins  Gewicht,  Doch 
auch  ohne  solche  gelangt  genügend  Sauerstoff  zu  Sprossstücken  von 
Nilella,  welche  in  der  beschriebenen  Weise  zwischen  Glasplatten 
allseitig  von  Gips  umschlossen  waren.  Denn  in  solchen  Objeeten 
erhielt  sich  die  Plasmaslrömuug  ungeschwächt  während  sechstägigem 
Autenlhalt  im  Dunkeln. 

In  allen  Experinaenlen  mit  lichtbedilrftigen  Pflanzenorganen  ist 
es  ein  Nachtheil,  dass  durch  dickere  Gypsbiillen  nur  wenig  oder  kein 
Licht  dfingi  und  dieserhalb  sind  die  Wurzeln,  deren  Leben  sich 
normal  im  Dunklen  abspielt,  besonders  werthvolle  Versuchsobjecte. 
Eine  geeignete  Masse  für  Herstellung  eines  durchsichtigen  und  aus- 
reichend resistenten  Verbandes  ist  zur  Zeit  nicht  bekannt.  Gelatine 
und  Agar  bieten  nicht  den  genügenden  Widersland.  Mit  wasser- 
durchlränkler  Celloidinmasse*),  die  noch  gelegentlich  Erwähnung  finden 
wirdj  ist  ein  Umgiessen  der  Pflanzen  ebensowenig  möglich,  wie  mit 
Glas  oder  Glimmer,  die  beide  den  Austausch  mit  der  Umgebung  ab- 
sperren würden. 

Immerhin  ist  der  Gipsverband  zu  vielseitiger  Verwendung  in 
allen  den  Fällen  geeignet^  in  welchen  es  sich  um  mechanische  Hem- 
mungen des  normalen  Wachsens  und  um  die  dadurch  veranlassten 
Wachstliums-  und  Gestaltungsvorgänge  handelt,  oder  auch  um  das 
Studium  derjenigen  Vorgünge  des  Stoff-  und  Kraflwechsels,  die  im 
Verband  mit  jenen  Thätigkeiten  fortlaufen  oder  raodificirt  werden. 
Die  Permeabilitüt  des  Gipses  gestattet  zugleich  lösliclie  Stoffe  zuzu- 
führen oder  abzuführen  und  auch  in  dieser  Hinsicht  hat  die  Gips- 
methode bereits  im  hiesigen  Institute  erfolgreiche  Anvvendimg  gefunden. 
Ebenso  habe  ich  das  locale  Umgipsen  vielfach  zum  Festhalten  von 
Pflanzentheilen  benutzt. 


<)  Kine  solclie  Masse  erhliü  man  bekanntlich,  wenn  man  die  in  eine  Form 
gebrachte  Celloiciinlösnng  mit  Mßa  Alkohol  hiirlel  und  diiun  den  Alkübol  durch 
Wasser  verdrlingL  Scheiben  aus  solcher  Masse  dürften  nach  Durchirankuiig  mit 
Nährlösung  auch  als  fester  durchsichtiger  Culturboden  Tür  ßaclerien  verwend- 
bar sein. 
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B*  Das  Eingipsen  fttr  Dmckyersuclie. 

Kommt  die  Pflanze  in  einen  aus  zwei  aneinander  schliessenden 
Theilstücken  zusammengesetzten  Gipsverband  und  wird  die  zur  Hem- 
mung des  Auseinanderti'cibens  nfithige  Gegenwirkung  ermiHelt^  so 
ist  damit  ein  Maass  für  die  mechanische  Leistung  der  Pflanze  gegeben. 
Ehe  wir  näher  auf  diese  Messmethode  eingehen  können,  muss  die 
Herstellung  des  geeigneten  Gipsverbandes  geschildert  werden,  doch 
genügt  es,  an  einige  concrete  Fälle  anzuknüpfen» 

Für  Ermittelung  des  Druckes,  welchen  in  Richtung  der  Längs- 
achse eine  Wurzel  ausübt,  bringe  ich  eine  Keimpflanze  derartig  in 
einen  mit  feuchten  Sägespänen  oder  mit  Erde  gefülUen  Blumentopf, 
dass  die  Wurzel  eine  genügende  Strecke  (etwa  15  bis  30  mm)  aus 
dem  Loche  des  Topfes  hervorsieht,  wie  des  näheren  aus  Fig.  3  (p.  251) 
zu  entnehmen  ist,  Nuomehr  wird  der  Topf,  nach  Auflegen  eines 
Deckels,  umgekehrt  und  der  hervorstehende  Wurzeltheil  mit  Gipsbrei 
umgössen.  Sogleich  darauf  schiebe  ich  über  die  Wurzelspitze  ,ein 
(mit  Hilfe  einer  heissen  Nadel)  ilurchluchtes  Stückchen  Wachspapier 
und  drücke  dieses  mittelst  einer  durchlochlen  Platte  (aus  GeHuloid 
odei'  Glas)  derart  gegen  den  Brei,  dass  die  gewünschte  Strecke  der 
Wurzelspilze  frei  von  dem  mit  dem  Topfe  verbundenen  Gipsguss 
bleibt,  dass  also  das  Gipsstück  a  (Fig,  3)  gewonnen  ist.  Sobald  der 
Gips  genügend  erhärtet  ist,  wird  das  Wachspapier  entfernt,  an  dessen 
Stelle  dünnes,  nasses  Seidenpapier  der  Gipsfläche  angeschmiegt  und 
nun  die  Gipskappe  6  gebildet. 

Die  Druckmessung  wiid  darauf  in  der  durch  Fig.  3  versinn* 
lichten  Weise  ausgefülirt.  Da  das  nass  zu  haltende  Seidenpapier 
eine  nur  geringe  Adhäsion  der  kleinen  Gipskappe  bedingt,  so  ist 
dessen  Anwesenheit  kein  Hinderniss,  jedoch  wurde  diese  Papier- 
zwischenlage öfters  zuvor  entfernt*  Es  gelingt  dieses  leicht,  da  die 
erhärtete  Gipska|>pe  nach  Aufenthalt  in  Wasser  leicht  und  ohne  eine 
Beschädigung  des  Wurzel  abgezogen  werden  kann.  Nunmehr  hat 
man  auch  Gelegenheit  vor  dem  Wiederaufsetzen  das  Loch  in  der 
Gipskappe  mitlelst  einer  Nadel  zu  vertiefen  oder  in  gewünschter 
Weise  zu  formen,  so  dass  die  Wurzel  erst  nach  entsprechendem 
Wachsthum  dem  Gipse  angepresst  wird.  Bei  völliger  Durchbohrung 
wird  also  die  Wurzel  aus  dem  Gipse  bervorwachsenj  resp.  vermittelst 
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ihrer  Spitze  direct  gegen  die  Glasplatte  c  der  Fig.  3  wirken.  Um 
allein  diesen  Spilzendruck  zu  messen,  rauss  aber  die  Kappe  b  (Fig.  3) 
mit  dem  Gipsklotz  a  durch  Umgiessen  mit  Gips  imverrUckbar  ver- 
bunden werden. 

Dem  Gipsguss  a  pilege  ich  mit  Hülfe  eines  Ringes  aus  Papier 
(oder  plastischem  Thon)  die  gewünschte  Form  zu  geben,  ebenso  dem 
Gipsdeckel  6,  welchen  man  nach  dem  Abheben  auch  noch  entspre- 
chend zurecht  schneiden  kann,  um  die  Contactnäche  gegen  a  zu 
vermindern» 

Indem  man  den  Gipsguss  »,  wie  auch  in  der  Zeichnung  ange- 
deutet ist,  ein  wenig  in  das  Innere  des  Topfes  übergreifen  hisst,  ist 
für  gentlgende  Fixirung  an  den  Topf  gesorgt.  Durch  Anbringung 
einiger  weiteren  Löcher  im  Umkreise  der  centralen  Durchbohrung 
des  Topfes  und  durch  entsprechende  Ausbreitung  des  Gipsgusses  auf 
der  BodenlUiche  wurde  (lir  noch  weitergehende  ßefestigimg  des  Gipses 
an  den  To|>f  in  denjenigen  Versuchen  gesorgt,  in  welchem  die  Gips- 
masse die  Last  des  zur  Messung  des  Querdruckes  dienenden  Apparates 
zu  tragen  hatle.  Eine  Unterlage  von  Papier,  die  für  die  Durch- 
lührnng  des  Wurzel  durchbohrt  ist»  genügt,  um  eine  Ausbreitung  des 
Gipsbreies  in  den  Sägesi>aneu  zu  verhindern. 

Aus  der  Fig.  4  (p.  253)»  in  welcher  der  Gipsguss  im  L'ängs- 
schnitt  dargestellt  ist,  ist  die  Gestaltung  des  Gipsgusses  zur  Messung 
des  Querdruckes  am  besten  zu  erkennen.  Die  eine  Längshülfte  des 
Spitzentheils  tier  Wurzel  i  uht  in  einer  Rille  der  Gipsmasse  a,  welche 
den  übrigen  Wnrzelliieil  ganz  umschliesst.  Die  andere  Längshulfte 
der  Wurzel  wird  vom  Deckel  b  umschlossen,  welcher  also  der  Wurzel 
und  auch  der  Gipsniasse  a  eng  angeschmiegt  ist. 

Zur  Darstellung  dieses  Verbandes  bringe  ich  zunächst  den  Basal- 
theil  der  Wurzel  bis  zum  Deckel  in  der  schon  beschriebenen  Weise 
in  einen  Gipsverband.  Auf  die  ebene  EndlUiche  dieses  wird  dann 
der  zunächst  aus  Plastilina  hergestellte  Deckel  in  der  durch  die  Figur 
repräsentirten  Lage  fixirt  und  dann  die  weitere  Gipsmasse  a  ange- 
gossen. Nach  Erhärtung  des  Gipses  und  nach  Entlernung  der  Plasti- 
lina dient  das  so  ausgesparte  Fenslerchen  zum  Angiessen  des  Gips- 
deckels k  Zuvor  breite  ich  in  diese  Oefl'nung  nasses  Seidenpapier 
so  aus,  dass  die  Gipsfläche  zunächst  (etwa  2  bis  3  mm)  um  die 
Wurzel    herum   frei    bleibt.      Nach    dem    Erhärten    und    nach    dem 
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"Verweilen  der  Gipsmasse  in  Wasser  gelingt  es  leichl  den  Gipsdeckel 
abzuheben,  der  nacli  entsprechendem  Ziirechtschneiden  und  nach 
Entfernen  des  Seidenpapiers  in  seine  alte  I.age  gebracht  wird.  Der 
Gi|)sdecket  ist  also  frei  beweglich  und  setzt  (bei  massiger  (^ontarl- 
Häclie)  dem  Abheben  nur  geringen  Widerstand  entgegen. 

Um  nun  den  Druckap[)arat  zu  befestigen  (Fig.  i),  wird  der 
Gipsguss  geeignet  zurecht  geschnitten,  der  Deckel  b  durch  zwei 
(später  zu  durchschneidende)  Fädchen  befestigt  und  dann  durch 
Umgiessen  mit  Gips  der  Sclienkel  c  in  die  Gipsmasse  fixirt»  (Der  in 
der  Figur,  einem  Schnitt  durch  den  Gipsguss,  hervorstehende  Theil 
des  Apparates  befand  sich  auch  in  Gi[*s.)  Sehr  zu  beachten  ist,  dass 
überall,  wo  der  nun  anzugiessende  Gips  an  der  schon  erstarrten  Masse 
iiaften   soll,   diese  zuvor  uneben  und  grubig  gemacht  werden  nmss. 

Aus  den  entwickelten  Piincipien  ist  leicht  zu  ersehen,  wie  mau 
den  Gipsverband  auch  anderen  Objecteu  und  anderen  Zielen  anpassen 
kann.  So  wirkte  z,  B.  in  gewissen  Versuchen  ein  hinter  der  Spitze 
liegender  Wurzeltheil  drückend  gegen  den  GipsdeckeL  während  die 
Wurzelspitze  selbst  entweder  in  der  Gipsmasse  a  üxiri  oder  frei- 
gelassen war  und  ungehemmt  fortwuchs. 

In  analoger  Weise  lassen  sich  auch  Stengel  und  andere  Organe 
behandeln.  Bei  Messungen  des  von  Keimstengeln  in  Richtung  d(T 
Längsachse  entwickelten  Druckes  pflege  ich  zwei  dicke  und  breite 
Glasstreifen  mit  Gips  so  auf  den  Topfrand  zu  befestigen,  dass  der 
Keimstengel  aus  dem  Spalte  zwischen  beiden  hervorsicht.  Diese 
Glasstreifen  dienen  als  Träger  des  Gipsgusses,  auf  welchen  der  (hier 
nicht  abnehmbare)   Deckel  in  beschriebener  Weise   angebracht  wird. 

Der  gut  ausgeführte  Gipsguss  ist  den  Pflaozentheilen  eng  ange* 
:hmiegt  und  das  Wachstimmsstrehen  dieser  sorgt  noch  für  weitere 
Anpressung.  Um  aber  ein  Gleiten  zu  vermeiden  bedarf  es  gewisser 
Unebenheiten.  Denn  so  wie  der  auf  eine  Glasplatte  aufgegossene 
Gips  nach  dem  Erstarren  und  nach  dem  Einlegen  in  Wasser  sehr 
leichl  von  der  Glasplatte  abzuschieben  ist,  haftet  die  Gipsmasse  anch 
nicht  an  feuchten  Pflanzentheilen,  Deshalb  ist  auch  der  an  sich 
schlüpfrige  Spitzentheil  einer  Wurzel  leicht  aus  dem  Gipse  heraus- 
zuzieheo^  während  einige  Millimeter  rückwärts  durch  leichtes  Hervor- 
wölben  der  Epidermiszellen  eine  Unebenheit  geschaffen  wird,  welche 
ausreicht,  um  gegenüber  den  in  der  Pflanze  entwickelten  Schubkräften 
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eine   ausreichende   Adhdsion    zu    erzielen,    eine   Adhlision,    die    mit 
Produclion  der  Wurzelhaare  erheblich  gesteigert  wird. 

Die  Ausnutzung  von  Unebenheiten  kann  in  anderen  Fällen  be- 
nutzt werden,  um  ein  Gleiten  im  Gipsverbande  zu  verhindern.  Bei 
glatten  Stengeln  ii5t  z.  B,  die  Ausdehnung  der  Umgipsung  auf  die 
Basis  zweier  dislanter  Blätter  mit  Vortheil  anwendbar.  Wo  durch 
plaßüsches  Wachsen  eine  Ausfülking  von  Unebenheiten  im  Gipsver- 
bande erreicht  wird,  lösst  sich  auch  auf  diesem  Wege  eine  Befesti- 
gung herstellen.  Eine  für  alle  Fiille  anzuwendende  Melhode  gibt  es 
natiirhch  nicht,  doch  wird  es  einem  geschickten  Experimenlator  wohl 
stets  gelingen,  da  wo  es  erforderlich  ist,  deui  Gleiten  im  Gipsver- 
bande vorzubeugen« 


C-  Die  DruckmesBimg, 

Erforderniss  für  die  Bestimraung  des  von  der  Pflanze  entwickelten 
Druckes  ist,  dass  der  messende  Gegendruck  schnell  ansteigt,  damit 
die  Aequilibrirung  bei  nur  geringfügigem  Auseinanderweichen  der 
Gipsfltichen  erreicht  wird.  Dieser  Fordeiung  kann  ebensowohl  durch 
Fedein  ,  als  auch  durch  ein  nach  dem  Piincip  der  Briefvvage  ge- 
bautes Dynamometer  genügt  werden  und  wenn  ein  nach  letzterem 
Princip  construirter  Apparat,  den  ich  bei  früherer  Gelegenheit*)  für 
Energiemessungen  anwandte,  in  gewissen  Fällen  Vortheil  gewährt, 
so  ist  doch  für  unsere  Zwecke  ein  Federdynamometer  vorzuziehen. 
In  der  That  haben  sich  die  in  Fig.  3,  4  und  5  abgebildeten,  aus 
breiteren  Stahlstreilen  geformten  elliptischen  Federn  trefflicli  bewährt. 
Der  Compressionsgrad  dieser  Federn  wurde  durch  mikrometrische 
Bestimmung  des  Abstands  der  in  den  Figuren  kenntlichen  Natlelspitzen 
ermittelt. 

Der  Apparat,  Fig.  3,  welcher  zur  Ermittelung  des  Längs-  oder 
Spitzendruckes  diente  —  so  mag  der  in  Richtung  der  Längsachse 
wirkende  Druck  bezeichnet  werden  —  soll  Apparat  A  oder  Druck- 
feder  genannt  w^erden,  Zur  Messung  des  Badialdruckes  (Querdruckes) 
dienten  zwei  Apparate.  Den  in  Fig.  4  abgebildeten  nenne  ich 
Apparat  B  oder  Schraul)klemme  (resp.  Schraubzwinge),  den  in  Fig,  6 


i)  PrEFFBB,   Periodiscbe  ßewegungeQ   1876,  p.  9. 
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dargeslellten  Apparat  C  oder  Zangenapparat*).  Für  Grayhalrae  kam 
auch  das  schon  erwähnte  Hebeldynamorneler  in  Verwendung,  das  in 
den  »Periodischen    Bewegungen«    K  c.  p.  9    abgebildet   ist.     Ander- 


Pig.  8.     Druckfeder.     Ungefähr  \  der  natürl  Grösse, 

weitige  Construclionen  die  versucht  wurden  übergehe  ich  und  nur 
diejenigen  Experimente,  in  welchen  ein  GunimiscliUiuch  zur  Aequi- 
librirung  diente,  sollen  noch  Erwähnung  ßntlen. 

a)   Die  Druckfeder.  —  Die  obenstehende  Figur  3  zeigt  die  Druck- 

1)   Die  Apparate  wurden   von  dem  Mechaniker  Petzold   in  Leipzig  (Bayerische 
Strasse)  aoge fertigt. 
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feder  (Apparat  A)  und  deren  VerweoduDg  speciol!  zur  Messung  des 
Spitzend  ruck  es  einer  Wurzel 

Die   Driickreder    wird    von   einem   1 4  mm    dicken    Eisenstab    d 
getragen,  der  an  jede  der  beiden  Säulen  des  Stativs  mittelst  Doppel- _ 
mufie   (e)  unverrückbar  fixirt  ist-     Die  Messfeder  /"  seU>sl  kann  aus-B 
gewechselt  werden,  da  üire  Tiagplattc  l  durch  die  Schraubchen  k  auf 
die  massive  Messing|*latte  g  befestigt  ist.     tJurch  Hebung  oder  Sen- 
kung dieser  Platte  kann  die  Druckfeder  gegen  den  Gipsverband  bewegt,  Ä 
resi*.  von  diesem  entfernt  werden.     Zum  Zwecke  solcher  Bewegung 
rulit  die  Platte  g  auf  den   drei  Schrauben  A,  deren  Muttern  in  dem 
abgeflachlen  und  verbreiteilen  Tlieilc  des  Tragstabes  d  liegen.     Den 
Metallplättchen   auf  der    entgegengesetzten    (der    oberen)    Seite    der 
Druckfeder  ist  die  Glasplatte  €  mit  Hilfe  von  etwas  Gips  aufgesetzt..] 
Die  obere  der  zur  Ablesung  dienenden  Nadeln  ist  mittelst  Schellack 
t)efestigt,    während   die    untere  Nadel   durch   die  Schraube  t  in  den 
gewünschten   Abstand  gebracht  wird.  M 

Der  Topf  n  mit  der  in  der  beschriebenen  Weise  eingegipsten 
Wurzel  wird  in  den  massiven,  mit  2  Schrauben  am  StaHv  befesh'gten 
Ring  m  gepresst,  nachdem  die  Gipskappe  b  durch  ein  Fädchen  fixirt 
ist,  das  nach  vollendeter  Zusammenstellung  durchschnitten  wird.  Mit 
Hilfe  von  etwas  Gipsbrei  wird  dann  der  Gi|)sdeckel  b  so  auf  derj 
Glasplatte  c  befestigt,  dass  die  Spitze  der  Wurzel  über  die  Mitte 
der  Feder  zu  stehen  kommt.  fl 

Nach  dem  Erstarren  des  Befestigungsgipses  kann  mit  Hilfe  der 
Schrauben  h  der  gewünschte  Druck  gegen  den  Gipsdeckel  hergestellt 
werden.  Dieses  gelingt  mittelst  der  3  Schrauben,  wenn  man  für  gleich- 
starke Forlbewegung  jeder  einzelnen  sorgt,  leicht  und  ohne  eine 
beachtenswerthe  Verschiebung  der  Centriiung  der  beiden  Nadelspitzen^ 
doch  dürfte  in  Zukunft  die  Anbringung  des  in  Fig»  4  verwandten 
Bewegungsmechanismus  vorzuziehen  sein. 

Die  Sögespäne  im  Topf  werden   in  üblicher  Weise   feucht,   der 
Gips  aber  wird  ziemlich  nass  erhalten,     Dieses  wird  in  schon  ange 
deuteter  Weise   durch  Umhüllen   mit    Fliesspapier   und  Wasserzufuhr 
durch  einen  Saugstreifen  erreicht,     Damit  das  Wasser  bei  zu  reicb-^_ 
lieber  Zufuhr  an  einer  bestimmten  Stelle  abtropft,   bringe  ich  längs ■ 
der  Kanten  der  Glasplatte  c  einen  schwach  erhöhten  Rand  von  Siegel- 
lack oder  ParaCfiu  an.   der  nur   an   einer  Stelle   eine  Unterbrechung 
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bietet,  durch  welche  mittelst  eines  Streifchens  Fliesspapier  das  Ab- 
leiten  des  Wassers  besorgt  wird.  (Diese  EiDrichliingen  sind  in  der 
Figur  nicht  gezeichnet.) 

Bei  der  sehr  massiven  Construction  van  Stativ  und  Messapparal 
sind  die  Aiisbieguogen  durch  die  in  Belracht  kommenden  Drucke 
verschwindend  gering.  Auch  erreicht  man  für  gevvubnlich  durch 
einfaches  Einpressen  in  den  Ring  eine  ausreichende  und  tadellose 
Befestigung  des  Topfes.  Doch  kann  diesem  eine  weitere  Widerlage 
durch  Aufpressen  des  Querstabes  o  gegeben  werden,  der  übrigens 
stets  zur  festeren  Vereinigung  der  beiden  Stativsäulen  eingespannt  ist. 


Fig.  4.    Scbraubklerome,     Ungefähr  |  d,  nnlürL  Grüsse, 


Die  Anpassung  des  Apparates   für  Messung   des  Spilxendruckes 
^on  Stengeln  u  s.  w.  bedarf  keiner  besonderen  Erurlerungen.    Wer- 
den   z,  B,  die    in    schon   erwähnter  Weise   eingegipsten    Keimstengel 
I  verwandt,  so  wird  der  Topf  in  einen  genügend  grossen  King  gebracht 
oder  auch  mittelst  Gips  auf  der  Stalivplatte  zitierfrei  befestigt.     Die 
Druckfeder   wird   dann   von   oben,    also   in    umgekehrter  Lage,   dem 

I  Gipsdeckel  geniihert  und  an  diesen  angeschlossen, 
b)  Die  Schraubklemme,   ~    Die   oben   beschriebene  Druck feder 
würde  zwar   durch   geeignetes  Einspannen   auch  für  Messungen  des 
Querdruckes  verwandt  werden  können,  doch  ist  zu  solchem  Zwecke 
der  folgende  Apparat  viel  vürtheilhalter.    Dieser  Apparat,  Fig.  i,  stellt 
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im  weseDlIichen  eine  starke  Schraubzwinge  vor,  deren  Messingarme  e 
II  mm  dick  und  16  mm  breit  sind.  Die  Feder  d,  deren  grösste  Achse 
in  diesem  Falle  nichl  zu  ansehnlich  sein  darf,  ist,  wie  bei  dem 
Appaiat  A,  auf  den  Tisch  /'  durch  die  Schrauben  g  befestigt.  Durch 
die  Fiihrslangen  i  und  die  massive  Schraube  h  ist  füi'  Vorwärts-  und 
Buckwürtsbewegung  dieses  Tisches  gesorgl.  Die  eine  Nadelspitze  ist 
fest,  die  andere  e  dagegen  in  einem  durch  Schraube  bevvegüchea 
Sautchcn  befestigt.  Um  die  Nadeln  für  Ablesungszwecke  zu  beleuchten 
ist  hinter  denselben,  im  Hauptschenkel  der  Klemme,  ein  Spalt  aa- 
gebraclit. 

Die  Schraubklemme  wird  in  der  schon  (p.  249)  angegebenen  Weise 
in  den  Gipsguss  lixiri,  der  in  der  Figur  4  durchschnitten  gezeichnet 
ist.    Wenn  die  Messingtheilc  vor  jedem  Versuche  neu   laekir  t  werden. 
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fig*  5.     ZungeDapparal.     Ungefähr  |  d.  nalürl.  Grflsse, 

SO  ist  eine  Schätligung  der  Pllanzen  durch  Metallsalze  ausgeschlossen. 
Die  Befestigung  des  Deckels  und  die  nachherige  Herstellung  von  Druck 
gegen  diesen  Deckel  vviril  nach  den  in  ai  angegebenen  Principien 
ansgefuhrl.  Der  in  beschriebener  Weise  an  den  Topf  befestigte  Gips- 
gtiss  vernuig  eine  noch  höhere  Belastung  als  die  320  g  des  Apparates 
zu  Iragen,  Um  aber  nöihigenfalls  den  /Apparat  durch  eine  Klammer 
halten  zu  können,  kann  an  den  Sclienkellheil  c  eine  Handhabe  an- 
geschraubt  werden.  fl 

Dieser  Apparat  ist  nalürlich  auch  für  Stengel  anwendbar  und 
bei  ausreichender  Grösse  und  genügend  solider  Construction  würde 
er  auch  zu  Druckraessungen  an  Bäumen  verwendbar  sein.  fl 

c)     ZangenapparaL   —    Dieser  Apparat  wurde  benutzt  bevor  die      ' 
Schraubklemme  B  conslruirt  war,  welche  im  Allgemeinen  entschieden 
vorzuziehen  ist* 

Der  Apparat  (Fig,  5)  ist  eine  ungleicharmige  Zange.    Die  Druck- 
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feder  b  kann  iiiitlelsL  der  Schrauben  c  zwischen  den  beiden  langen 
Schenkeln  in  verschiedenem  Abstand  vom  Drehpunkt  angebracht  wer- 
den. Zur  mikromolrischen  Ablesung  dienen  die  duich  Schrauben 
verstellbaren  Nadets|jitzeD  t/. 

Zur  Druekoiessung  wird  diese  Zange   analog   wie  die  Schraub- 
klemme (Fig.  4)  geliandhabi,  indem  die  Platte  e  und  der  sie  Iragende 
Schenkel    (Fig.  5)   in  den  Gipsgnss  tixirt  wird,   während  die  l^lalte  /' 
gegen  den  Gipsdeckel  zu  wirken  hat»     Wird  diese  Platte   durch  die 
Schraube  g  gegen  den  Gips  bewegt,  so  kommt  also  durch  Compres- 
jsioti  der  Feder  b  ein  Druck   zu  stände,    der   aus   dem  Abstand   der 
durch  Schranbe  beweglichen  Nadelspitzen  d  controlirt  wird.     Da  die 
^usbiegungen  in  (ten  Versuchen  nur  gering  sind,  so  wird  der  Parallelis- 
»nus  der  Zangenschenkol  nur  wenig  gehindert.     Damit  aber  die  Platte 
^  stets  gleiehmüssig  angepresst  bleibt,  sind  die  Fühi'stäbe  h  so  einge- 
richtet,   dass   die    auf  der  Spitze   der   Schraube  g   ruhende  Platte  /' 
Avohl  ihre  Winkelslellung  gegen  die  Achse   der  Schiaube  verändern, 
^ine  Drehung  aber  um  diese  Achse  nicht  ausführen  kann. 

I  Behufs  guter  oiikromotrischer  Alilesung  muss  man  filr  geeignete 

Beleuchtung  der  Nadelspitzen  durch  Spiegel-  oder  Lampenlicht  sorgen. 
Die  Spannung  der  Feder  dient  als  Maass  für  die  entwickelte 
Druckkraft,  tÜe  also  dui'cli  das  für  gleiche  (Kompression  nöthige  Ge- 
wicht bestimmt  wird.  Ist  die  Zusanuoendrückung  nur  gering,  wie 
in  der  überwiegenden  Zahl  der  Versuche,  so  w^ird  Proportionalität 
zwischen  spannendem  Gewicht  uud  Annäherung  der  Nadelspitzen 
gefunden,  bei  weitergehender  (Kompression  aber  wird  diese  AnoUlie- 
rung  allmählich  etwas  verlangsamt.  Aber  selbst  dann  erreichten, 
nach  Aufhebung  der  Spannung,  die  Nadelspitzen  in  den  aus  gutem 
Stahl  gefertigten  Federn  sofort  wieder  den  ursprünglichen  Abstand, 
sobald  die  Compression  aufgehoben  wurde. 

Bei  der  Präcision  der  mikronietrischen  Ablesung  wird  schon  bei 
geringer  Compressionsgrösse  eine  für  unsere  Zwecke  genügende  tie- 
nauigkeit  ei  reicht,  ich  benutzte  eine  verbesserte  Form  des  in  meiner 
Physiologie  Bd.  II,  |).  85  abgebildeten  Horizontalmikroskopes,  das  viel- 
fach auch  in  physikalischen  Instituten  Eingang  gefunden  hat').    In  den 

f)   Da»  instruTuent  wird   von  dem  Mettianiker  Albrecht  in  Tübiiigeii  aiigeferligt. 
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meisten  Versuchen  entsprach  ein  Theilslrich  0,0169  oder  0,0182  ram 
und  bei  guten  Nadelspitzen  betrögt  der  Ablesungsfehler  weniger  als 
die  Hälfte  eines  Theilstrichs.  Dieses  Instrument  ist  auch  bei  hori- 
zontaler Stellung  der  zu  beobachtenden  Nadeln  so  gut  anwendbar, 
dass  ich  die  Beschreibung  einer  Hiltseinrichlung  unterlassen  darf, 
welche  unter  solchen  Umstanden  tbeilweise  in  Anwendung  kam. 

Diese  Methode  bietet  den  grossen  Vortheil,  dass  Uebertragungen 
und  Reibungen  im  Messapparat  vermiedea  sind  und  dass  eine  etwaige 
seitliche  Ausbiegung  an  der  Nadelspilze  direct  wahrgenommen  wird. 
Solche  Ausbiegungen  sind  übrigens  bei  geschickter  Versuchsanstellung 
und  bei  Anwendung  von  genügend  slarken  und  breiten  Federn  so 
gering,  dass  aus  denselben  ein  zu  beaehlender  Fehler  nicht  ent- 
springt. In  dieser  Hinsicht  sind  diese  elliptischen  Federn  den  Spiral- 
federn weit  tiberlegen. 

Auch  ist  die  Schraubklcmme  Fig.  4  dem  Zangenapparat  Fig.  5 
ganz  wesentlicli  deslialb  vorzuziehen,  weil  das  Achsenlager  (a)  im 
Apparat  Fig.  5  Reibung  veranlasst.  Die  hierdurch  veranlasste  Hem- 
mung kann,  bei  höherer  Druckwirkung  im  Apparat,  20  bis  40  g 
entsprechen,  ein  Fehler  der  freilich  bei  richtigem  Gange  der  Ab- 
lesungen im  wesentlichen  eliminirt  wird.  Dass  in  diesem  Zangen- 
apparale  die  Nadelspitzen  das  Auseinanderweiclien  des  Gipses  ungeföhr 
doppelt  vergrössert  anzeigen,  hat  keine  Bedeutung,  da  die  mikro- 
metrische Ablesung  ohnehin  genügend  genau  ist.  Dieser  und  noch  | 
anderer  Gründe  halber  verdient  in  der  That  die  Schraubklemme  derart 
den  Vorzug,  dass  ich  den  Zangenapparat  nicht  mehr  construirea  würde. 

Während  eine  Messung  des  Spitzen draekes  wachsender  Pflanzen  ■ 
bisher  nicht  versucht  wurde,  benutzte  Ca.  Darwin*)  einen  Zangen- 
appaiat  in  roher  Form,  eine  Holzklammer,  um  Wurzeln  auf  ihren 
Querdi'uck  zu  prüfen,  indem  diese  einfacli  in  ein  in  den  Holzschenkeln 
befind hehes  Loch  gesteckt  wurden.  Da  in  diesen  Versuchen  die 
Klammer  ziemlich  weit  auseinander  getrieben  wurde  und  die  Wurzel-  f 
spitze  frei  weiter  wuchs,  kam  die  mögliche  maximale  Druckleistung 
nicht  zu  Stande.  Die  Veinacldilssigung  der  Grösse  der  wirksamen 
Fläche  lässt  zudem  nicht  ersehen,  welcher  Druck  durch  die  Flächen- 
einheit  entwickelt    wurde.     Uebrigens   kann    man   aus   einer   photo- 


I 


f)    BewegUQgsvermögeti  d.   rilaozcü    1881,    p,  f.  3. 
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mit  Wasser  versorgt  ist,  dass  seiae  Aussenfläche  von  dünner  Wasser- 
schicht überzogen  ist 

Natürlich  erfahren  alle  übrigen  Theile  der  Apparate  und  Stative 
durch  die  wirksame  Kraft  eine  entsprechende  Ausbiegimg,  Und  wenn 
dieses  auf  die  durch  die  Feder  bemessene  Energie  keinen  Einfluss 
hat,  so  sind  doch  diese  Aüsbiegungen  thunlicbst  zu  vermeiden,  durch 
welche  das  Auseinanderweichen  der  Gipsfl^chen  vermehrt  wird.  In 
der  durch  Figur  3  (p.  251)  reprascnlirlen  Zusammenstellung  war 
übrigens  die  Ausbiegung  so  gering,  dass  sie  für  einen  Druck  von 
500  g  in  unseren  Versuchen  gar  nicht  bemerkt  werden  konnte. 
Denn  das  gesa minie  Ausei na ndei' weichen  von  ti  und  d  der  Figur 
betrug  nur  0,03  bis  0,04  mm,  wenn  an  Stelle  der  Wurzel  eine  Kraft 
von  5  kg  wirkte.  In  der  sehr  massiv  construirlen  Schraubklemme 
(Fig.  4)  wurde  durch  eine  solche  Kraft  ein  Auseinanderweichen  von 
etwa  0,001  mm  erzielt.  In  dem  sehvvücher  gebauten  Zangenapparat 
(Fig.  5)  brachte  dagegen  ein  Druck  von  2  kg  eine  Erweiterung  des 
Gipsspaltes  um  0,04  mm  zuwege. 

Thatsiichlich  sind  die  aus  dem  Apparat  entspringenden  Fehler 
bei  gutem  Experiraenliren  ohne  praktische  Bedeutung.  Statt  langer 
Discussion  erwähne  ich  nur  das  summarische  Resultat,  welches  die 
in  Fig.  3  gezeichnete  Zusammenstellung  ergab,  als  sie  ohne  Einschluss 
einer  Pflanze  hergestellt  und  unter  verschiedenen  Bedingungen  beob- 
achtet wurde.  Obgleich  die  Temperatur  um  5^  t".  schwankte,  Säge- 
spane und  Gips  weitgehend  austrockneten  und  wieder  befeuehtel 
wurden,  ergaben  die  ttusseren  Ablesungen  höchstens  DitTerenzen  von 
0,5  Theilstrich  und  hierbei  blieb  es  auch  dann,  als  sogar  das  Stativ 
auf  einen  andern  Tisch  transporlirt  wurde. 

Es  ist  übrigens  einleuchtend,  dass  eine  massige  Temperatur- 
schwankung keinen  wesentlichen  Einfluss  haben  kann,  da  eine  I  00  min 
lange  Messingsüule  durch  1^  C.  nur  um  0,0017  mm  verlängert  wird. 
Im  Allgemeinen  war  aber  in  meinen  Versuchen  die  Temperatur- 
Schwankung  auf  1,5**  C.  eingeschränkt*).     Auch  war  zumeist  für  zitter- 


i)  Wilhröud  des  Wititers  wurde  iü  einem  diircU  Mcidinger-Qfen  Tag  und 
Ntictii  geheizten  Zimmer  openrt.  Vgl.  CpivFPEn ,  Zeit^ctirift  L  Mikroskopie  i  890, 
Bd.  Vlf,  p.  448.  Leider  ist  dorl  die  CanslaiiÄ  der  Temp.  auf  ±:  0,<8"C,  und 
0, 45^C*  angegeben^  während  es   1,8^  C.  und   1,5**  G.  heissen   soHte.     Und    zwar 
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auch  gegen  Binnenrliurae,  also  auch  gegen  umschlossene  Pflanzen- 
theile  gerichtet.  Indess  ist  die  so  angestrebte  Verengerung  des  Kanals 
so  gering,  dass  dadurch  höchstens  eine  etwas  bessere  Anschmiegung 
der  Gipsmasse,  aber  keine  Schädigung  der  Pflanzentheile  erzielt  wird. 
Thatsächlich  lassen  sich  aiicli  die  sogleich  nach  den  Erstarren  aus 
dem  Gips  herausgenommenen  Pdanzentheile  wieder  vollslimdig  in  ihre 
Gipslorrn  einlegen. 

D,    Drackmessung  oiittelst  eines  Kautßcliuckschlauches, 

In  dieser  Methode  wird  die  Gegenwirkung  durch  die  elastische 
Spannung   eines   Kautschuckschlauches   geliefert,   der   also   den  nach 

Verlängerung  strebenden  Orga- 
nen in  analoger  Weise  entgegen- 
wirkt, wie  eine  umhüllende  nega- 
tiv gespannte  Gewebemasse. 

Wie  aus  der  Figur  6  zu  er- 
sehen ist,  sind  die  beiden  Glas- 
siuckehen  a  und  b  durch  das 
KaulschuckröhrchenL  verbunden. 
In  dieses  unten  geschlossene 
System  ist  die  Wurzel  eingeführt 
und  dann  der  Zwischenraum 
sorgfältig  mit  sehr  feinem  Sand 
vollständig  ausgefüllt  wordeE. 
Darauf  wurde  der  obere  Theil 
des  Apparates  und  die  übrige 
Wurzel  durch  den  Gipsguss  g  umhüllt*  In  diesem  ist  zugleich  das 
Hohrchen  ä  eingeschlossen,  dessen  Madelspitze  e  der  Spitze  des 
Glasröhrchens  a  (oder  der  an  dieser  befestigten  Nadel)  gegenüber 
steht.  Das  Ganze  wird  dann  in  einen  Blumentofif  mit  durchbroche- 
nem Boden  gebracht  und  mit  feuchten  SlIgospHnen  umhüllt.  Die 
Distanz  von  a  und  e  wird  niikrometiisch  gemessen  und  schliesslich 
wird  nach  Herausnahme  der  Wurzel  durch  angehlingte  Gewichte 
die  Kraft  bestimmt,  welche  für  gleiche  Dehnung  des  Kautschucks 
nOthig  ist. 

1^; in  ige    in    dieser  Weise   ausgeführte  Versuche   ergaben   gleiche 
Resultate  wie  die  beschrieljenen  F^edermessungcn.     Diese  bieten  aber 


Fig.  6.     Naiürl.  Grösse. 
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ni.    Die  Drncldeistungen  der  Wurzeln. 

A.   AUgemeines  über  die  DrackleiBtnngen  und  die  Druckliöhen. 

In  erster  Linie  sollen  die  Leistungen  der  Wurzeln  behandelt 
werden,  welche  in  der  That  vortreffliche  Versuchsobjecte  sind,  Deon 
abgesehen  davon ^  dass  sie  des  Lichles  nicht  bedürfen  ^  haben  sie 
durch  ihre  Lebensweise  normalerweise  vielfach  mit  Widerstunden  zu 
kämpfen  und  bekanntlich  werden  beim  Wachsen  durch  zähen  Boden 
oder  beim  Absprengen  von  Felsstücken  ansehnliche  Leistungen  voll- 
bracht. Da  aber  die  biegsamen  und  plastischen  Wurzeln  leicht  aus- 
biegen, also  schon  aus  mechanischen  Gründen  Widerstünde  um- 
gehen, kommt  es  zu  höheren  Druckwirkungen  gegen  eine  Wider- 
lage  nur  dann,  wenn  dieses  Ausbiegen  unmöglich  gemacht  ist.  Dieses 
i$t  aber  in  unserem  Gipsverband  hergestellt  und  in  diesem  bringt 
es  deshalb  die  Wurzel  zu  der  höchslnjöglichen  Aussenleistung,  die 
bei  einen)  früher  Oberwindbaren  Widersland  nicht  erreicht  wird. 

Speciell  diesen  maximalen  Druckleistongen  ist  dieses  Kapitel 
gewidmet,  in  welchem  die  Wurzeln  in  ihrer  Beziehung  zu  der 
mechanischen  Wirkung  gegen  die  Widerlage  als  einheitlicher  Kör- 
per behandelt  werden*  Die  causale  Aufheihmg  dieser  Leistungen, 
ferner  die  Aibeitslerstung  der  fortwachsenden  Wurzel,  sowie  über- 
haupt das  weitere  Reactionsvermögen  gegen  Widerstünde  bleibt  den 
folgenden  Kapiteln  vorbehalten. 

Zunächst  folgt  hier  eine  Zusammenßtellung  der  auf  LAngs-  und 
Querdruck  bezüglichen  Resultate,  also  ein  Auszug  aus  den  Versuchen, 
welche  in  den  Belegen  am  Schlüsse  dieser  Arbeit  in  Abtheilung  I 
unter  gleichen  Nummern  aufgeführt  sind*  Sämratliche  Experimente 
wurden  mit  der  Gipsmethode  ausgeführt,  ausgenommen  Versuch  Nr.  7, 
welcher  das  Resultat  einer  Messung  mittelst  Kautschuckschlauch 
wiedeigiht. 

Tab,  I  bezieht  sich  auf  den  Längsdrnck  der  namhaft  gemachten 
Wurzeln  und  zwar  wurde  von  Faba  immer  die  grosssamige  Form 
benutzt.  In  der  Verticalcolumne  e  ist  der  empirisch  ermittelte  Ge- 
sammtdruck  in  Grammen  verzeichnet,  welcher  in  der  unter  a  ange- 
führten Zeit  erreicht  wurde.  Durch  Division  der  activen  Fläche  (d) 
in  den  Gesammtdruck  {e)  ergibt  sich  die  Columne  /,  die  pro 
1   qmm    wirksame    Druckkraft.      Unter  g  ist   die    Druckintensität    in 
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tmosphären  aufgeführt,  also  in  einem  Ausdruck,  der  ohne  Angabe 
einer  Flächeneinheit  unzweideutig  und  aucli  vortheilhaft  ist,  um 
z*  B.    die    gewöhnlich    in   AtmosphEireD    bemessene   Betriebsintensität 

fs  Dampfdruckes  zum  Vergleich  heranzuziehen. 
Unter  b  ist  die  Knlfernung  des  als  wirksam  betrachteten  Quer- 
schnitts von  der  Wurzelspitze  angerührt.  Unter  c  steht  der  mittlere 
Durchmesser  dieser  Zone,  deren  Flaicheninhalt  unter  d  verzeichnet  ist. 
Letzterer  wurde  durch  vergrössertes  Abzeichnen  des  Quersclinitts 
und  Wiegen  des  Papierausschnilts  ermittelt  und  zni'  (^ontrole  ausser- 
dem aus  dem  gefundenen  Diameter  bereclmet. 

In  den  auf  Faba  bezüglichen  Versuchen  1 — -5  ist  als  wirksamer 
Quersclmitt  diejenige  Zone  genommen,  in  welcher  die  beiden  Stücke 
des  Gipsgusßes  zusammenstiessen,  resp.  in  welcher  ein  kleiner  Spalt  durch 
das  Fortschieben  des  Gipsdeckels  gegen  die  Messfeder  entstanden  war 
(also  in  Fig*  3  p,  251  die  Contactfläche  zwischen  b  und  a).  In  I — ^4 
hatte  der  Spitzentheil  der  Wurzel  die  normale  conische  Form^  wUh- 
reud    in  Versuch  5  dieser  Spitzentheil    durch  Ausfüllen  einer  in  den 

«ipsileckel  ausgebohrten  Form  cyliiulrische  Gestalt  gewonnen  hatte. 
In  Versuch  6  bezieht  sich  die  Horizontal reilie  .4  auf  die  Dimen- 
sionen der  direct  auf  die  Messfeder  wirkenden  und  gegen  die  Glas- 
platte abgeflachten  Wurzelspitze,  während  den  Druckberechnungen 
in  der  Horizantalreihe  B  diejenigen  Maasse  zu  Grunde  liegen,  welche 
4,8  mm  rückwärts  von  der  Spitze  an  der  Stelle  gefunden  wuiden, 
an  welcher  der  durch  Dmgipsung  fixirte  Gipsdeckel  ansetzte  (vgl, 
p.  248),  eine  Stelle  an  welcher  die  Wurzel  etwas  Spielraum  für  eine 
geringe  kropfige  Anschwellung  gefunden  hatte. 

fn  Versuch  7,  dem  Versuche  mit  Kautschuckschlauch,  basirt  die 
Horizonlalreihe  A  auf  dem  kleinsten,  die  Reihe  /?  auf  dem  grössten 
Querschnitt,  welchen  die  Wurzel  innerlialb  der  Kautschuckhülle  be- 
sass  (vgh  Fig.  C  p.  260), 

tln   den  Versuchen  8—1 1    mit  Mais  und  Vicia  saliva  hatte  sich 
die  Spaltfläche  des  Gipsverbandes  hinein  eine  merkliche  allseitige, 
kropQge   Erweiterung    gebikleL      Der    dieser   entsprecheode   grösste 
Durchmesser    liegt    den    bezüglichen    Horizontal  reihen  B   zu   Grunde, 
führend  in  den  Reihen  A  die  Querschnittsdimensionen  des  unmittel- 
bar anstossenden,  in  Gips  belindlichen  Wurzeltheils  benutzt  sind. 
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Tabelle  L 
Langsdruck  durch  Wurzeln. 


Nr. 


Versuchs- 
dauer 


Wirksame  Zone 


(«intfernung'    Durch- 
'  von  Spitze  |     messer 


Fläche 


±. 


Gesammt- 

druck 

e 


Druck  pr. 

4  qmm 

f 


Drack  io 
Atmo- 
sphären 


P(iba  vulgaris. 


4 

3 
4 
5 


70  Std. 

72     .) 

36     » 

192     » 

120     )) 


8 
9 


/A 

\b 

(A 

\B 

A 

B 


44 


{; 


!    94 
58 

94 
74 
34 

94 


1  6,2  min 

2,4  mm 

3,4  qmm 

257,5  g 

72,8  g 

5      .) 

2,2      n 

3,7      » 

294,3  » 

79,5  » 

4       .. 

2,0    .. 

3,2      » 

352,7  .. 

440,2  ■ 

'  3,5  » 

4,8    » 

2,6      .. 

260,6  ■• 

400,2  » 

:  4,2   » 

'  2,0    ., 

3,4       . 

272,0  » 

87,7  » 

1   0       » 

<  4,2    > 

4,43    » 

226,0  » 

200,0  » 

4,8   » 

1  4,6    .. 

2,04     .. 

226,0  • 

407,9  » 

'1 

2,4    » 

3,46    . 

250      ■■ 

72,2  » 

3,0    .. 

4,74     .. 

,250      « 

53,4   .. 

Zea  mais. 


3,0mm 

1,2  mm 

4, 23  qmm 

458      g 

429,2  g 

3,2   .. 

4,4    »      4,54     » 

458      » 

402,6  . 

2,6   » 

4,2    » 

4,43     » 

294,4   » 

257,7  » 

2,6   » 

4,8    » 

2,52     » 

294,4   » 

445,5  . 

2,3   .. 

4,4    » 

4,54     » 

497,4   » 

428,0  » 

2,3    » 

4,6    » 

2,0    ..  ; 

407,4  ., 

98,5  » 

Vicia  sativa. 
2,2iDiD  I  0,6miD     0,31  qmm  I    42,6  g 

2,2   »      I  0,8   »       0,5       »         42,6  » 

Aesculus  hippocastanum 


137,7  g 
85,3  » 


7,04Aim. 

7,70  . 

10,67  » 

9,70  » 

8,49  9 

49,36  » 

10,44  » 

6,98  * 

5,16  » 

12,51  Atm. 

9,93  » 
24,94  0 
44,48  » 
42,39    » 

9,53    » 

!  13,33Atm. 

I    8,26    » 


12 


|117     »    II  3,2mm  I  2,5mm  |  4,9  qmm' 336,8  g   |    68,7  g  |    6,65Atm. 

In  Tab.  II  ist  der  Querdruck  durch  Wurzeln  aufgeführt.    Sämmt- 
liehe  Versuche  sind  im  Gipsverband  angestellt,  ausgenommen  Nr.  80, 
in    welchem   die  Wurzel  zwischen  2  parallelen ,   ebenen  Thonplatten  j 
wirkte. 

Die  Verticalreihen  a,  e,  /*,  g  haben  dieselbe  Bedeutung  wie  in^ 
Tab.  I.  In  der  Columne  d  ist  für  den  unter  dem  Gipsdeckel  liegen — 
den  Wurzeltheil  (also  zusammenfallend  mit  der  Spaltfläche  des  Gips — 
Verbandes)  die  grösste  Fläche  des  Medianschnitts  verzeichnet,  desseic 
Grösse  in  Quadratmillimetern  wieder  durch  Papierwägung  ermittelt 
wurde.     Da  c  die  Länge  der  bezüglichen  Strecke  angibt,   so   erhälr 
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man  als  Quotient  von  €  in  d  den  initiieren  Durehinesser  des  Me- 
(JianscImiLts.  Die  Bezeichnung  0 — 8  in  Versuch  13  sagt  also,  dass 
der  8  mm  lange  Spilzenlheil  der  Wurzel  (wie  in  Fig.  4  p.  253)  gegen 
den  Gipsdeckcl  wirkte,  wöhrend  in  7 — 15,7  mm  (Versuch  17)  aus- 
gedruckt wird,  dass  der  iii()sdeckel  7  mm  entfernt  von  der  Wurzel- 
spitze  begann  und  sich  bis  15,7  mm  erstreckte.  In  Colunme 
6  ist  durch  » eingegipst «'  angezeigt,  dass  der  Spilzenlheil  der 
Wurzel  durch  den  Gipsverband  volle  Widerlage  fand,  wiUirenil 
»frei«  aussagt,  dass  sich  der  Spitzentheil  ungehemmt  weiter  ent- 
wickeln konnte  (Versuch  18).  In  Versuch  20  konnte  zudcrn  die 
Wurzel  zwischen  den  Thonplatten  sich  seitlich  ausdehnen  und  wurde 
diese rhalb  bandförmig.  Sofern  »eingegipst«  in  b  eingetragen  isl, 
wirkte  entweder  die  Wurzelspitze  selbst  gegen  den  Gipsdeckel  (Ver- 
such 13,  U,  15,  16),  wie  in  Fig.  4,  oder  (Versuch  17,  19)  der  7, 
rcsp,  8  nioi  lange  Spitzentheil  (siehe  Colunine  c)  war  in  der  unbow^eg- 
hchen  Gipsmasse  fixirU  es  wurde  also,  wie  schon  bemerkl,  die  Druck- 
leistung einer  rückwärts  von  der  Spitze  liegenden  Strecke  gemessen. 
Hierbei  konnte  sich  also  die  Wurzel  nicht  verlängern,  wohl  aber 
in  Versuch  18  und  20,  und  in  Nr.  18  ist  demgemUss  mit  7,5  mm 
nur  die  Länge  der  freien  Wurzelspitze  zu  Ueginn  des  Versuchs  ver- 
zeichnet. 

In  Versuch  19  war  der  Gipsdeckel  so  weit  zuriickgedi'üngt 
worden,  dass  sich  in  dem  Spalt  unler  dem  Gipsdeckel  Nebenwurzeln 
entwickeln  konnten.  Die  Summe  der  Mediansclmilte  dieser  und  des 
hezügliclien  Stückes  dei"  Hauptwurzel  liegt  den  Berechnungen  in  der 
Horizontalreihe  H  zu  Grunde,  Wtihrend  für  die  Hurrzonlalreihe  A  die 
einnähme   gemacht    ist,    dass    nach    llSsUindiger  Versuchsdauei"   die 

^ebenwurzeln  noch  nicht  vorhanden  waren. 

W  Aus  den  Tabellen  1  und  11  ist  sofort  zu  ersehen,  dass  die  Wurzeln 
befUhigt  sind,  bei  allseitiger  Widerlage  eine  DruckintensiliU  bis  zu 
mehr  als  10  Atmosphären  zu  entwickeln,  dass  demgemUss  auch 
mit  der  Grösse  der  wirksamen  Tische  absolut  hohe  mechanische 
Aussenleistungen  zu  Stande  kommen.  Wie  die  gemessenen  Drucke 
nach  der  iJings-  und  Querrichlung  lehren,  erzeugen  die  cingeschlosse- 
neo  Wurzeln  einen  allseitigen  Druck,  welcher  freilich  nacli  den  bei- 
de« gemessenen  Componentcn  sich  nicht  gleich  scimell  entwickeln 
und  auch  nicht  gleiche  Höhe  erreichen  muss. 
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Tabelle  n. 

Querdruck  durch  Wurzeln. 
Paba  vulgaris. 


"" 

—            _ 

Wirksame  Zone 

i 

Versuchs - 

Wurzel- 

1 
üesammt-,  Druck  pr. 

Druck  in 

Nr. 

Länge           Median- 

Atmo- 

(lauer 

spilzc 

und  Lage          schnitt 

druck    1    4  qmm 

sphären 

a 

b 

c 

d 

c         1         f 

g 

\3 

167  Std. 

eingegipst 

0—8      mm 

29     qmm 

1830    g 

63,1   g 

6,HAtin. 

14 

120     » 

0 

0-5,5     . 

10,5     » 

500     .) 

47,6   » 

4,61      » 

15 

168     » 

» 

0-5        » 

9,5     .) 

599,6  » 

63,1    » 

6,11      » 

16 

144     » 

» 

0-6,2     » 

12,2     » 

542,0  » 

44,4    » 

4,30     » 

17 

164     > 

)) 

7-15,7  » 

15,8     » 

897,3  » 

56,8   » 

5,50     * 

18     237     » 

frei  =  7,5 

7,5-18,2  . 

17,1     » 

689,2  » 

40,3   * 

3,90     > 

|A  118     » 

eingegipst 

8,0-21,0   » 

24,0     » 

877,0 .) 

36,5    » 

3,53     » 

^^\B 

310     * 

» 

8,0-21,0   » 

49,0     » 

1511     » 

30,8   > 

2,98     » 

20 

210     » 

frei 

43,0     » 

959,2  » 

22,3   » 

2,16     > 

21    |M8  Std.  leingegipst 


Zea  maits. 
0-11,2min|11,0qram;|749,3  g 


68,4   g  1 6,59  Alm. 


Die  nach  aussen  gerichtete  Druckwirkung  beginnt  sogleich, 
sobald  eine  wachsende  Wurzel  gegen  eine  Widerlage  stösst.  Ist 
dann  ein  Ausbiegen  unmöglich,  so  steigt  der  anfangs  schwache  Druck 
zuerst  schneller,  späterhin  langsamer,  um  sich  asymptotisch  dem 
maximalen  Grenzwerth  zu  nähern.  Ueber  diesen  zeitlichen  Verlauf 
wird  des  Näheren  in  Kap.  IV  gehandelt;  hier  sei  nur  erwähnt,  dass 
der  Gang  des  Anschwellens  nicht  nur  nach  äusseren  Verhältnissen, 
sondern  auch  specifisch  und  individuell  different  ausfallt.  Im  Allge- 
meinen geht  die  Druckentwicklung  schneller  in  der  Längsrichtung, 
als  in  der  Querrichtung  von  statten,  ja  bei  schnell  wachsenden  Wur- 
zeln kann  der  Längsdruck  unter  den  normalen  Versuchsbedingungen 
in  H — 2  Tagen  dem  Grenzwerth  schon  sehr  genähert  sein  (vgl.  z.  B. 
Versuch  3  in  Tab.  1) .  Ganz  vollständig  ist  dieser  Grenzwerth  in  unseren 
Versuchen  nicht  erreicht,  die  somit  die  mögliche  Leistung  um  etwas, 
wenn   auch   zumeist  um  einen  geringen  Betrag,  zu  gering  angeben. 

Um  die  maximale  mechanische  Leistung  ausüben  zu  können, 
muss  natürlich  die  genügende  Widerlage  geboten,  also  ein  Zurück- 
weichen und  Ausweichen  ausgeschlossen  sein.  Zur  Erreichung  dieses 
Zieles   bedarf  es   aber  einer   allseitigen    Einschliessung   der   Wurzel, 


DRircit-  uNr>  AnBErTsLEiÄTUNG  Dunrn  wachsende  Pflanzen. 


267 


]a  diese  andernfalls,  vermöge  ihrer  bekaniiien  biegsamen  imd  [ilasti- 
schen  Eigenschaft,  ausbiegt  und  ausvveichl,  sobald  ein  nilissiger  Druck 
bergestelll  ist.  Deshalb  bringt  auch  eine  freie  Wurzelspitze  einen 
!iur  gelingen  Druck  gegen  eine  Platte  zu  Stande,  da  sie  bald  aus- 
hiegt  und  lüngs  der  Platte  forlgleitend  das  Hintlerniss  umgeht.  Schon 
aus  diesen  mechanischen  Grilnden  kommt  es  in  der  Wurzel  immer 
nur  nach  BedUifniss  zur  Entwicklung  höherer  Ivnergie  gegen  die 
Aussenwell  und  die  höchste  Leistungsfähigkeit  wird  nicht  anges|>annl, 
wenn  schon  bei  geringerem  Drucke  das  llinderniss  beseitigt  oder 
durchbrochen  wird 

K  Eine  solche  vollständige  Widerlage,  die  weder  ein  Ausweichen, 
noch  ein  Herausschieben  gestattet,  ist  eben  mit  dem  Gips  verband 
in  unseren  Versuchen  liergcstelU,  sofern  in  ilicsen  der  durch  Zu- 
rückweichen des  Deckels  entstehende  Spalt  eine  nur  geringfügige 
Weite  erreicht. 

^f  Ist  irgendwo  der  Anschhiss  unvollständig,  so  wird  diese  Lücke 
«Kirch   entsprechendes   locales  Wachsen   ausgefüllt,    denn  die  Wur/el 

H  verhält  sich  in  dieser  Hinsieht  analog  wie  ein  wachsender  KOrbis, 
der,  wie  den  Chinesen^)  seit  lange  bekannt  ist,  Flaschen  und  andere 
Formen  gUn/Jich  ausziifüllcn  vt^rmag.  Diese  allseilige  Ausfüllung  wird 
dadurclj  gesichert,  dass  die  Wurzel  (und  aucli  andere  I*llanzentlieile) 
nicht  allein  das  normal  angesti'eble  Wachsen,  so  weit  es  mechanisch 
mrjglich  ist,  ausführt,  sondern  dass  mit  der  mechanischen  Hemmung 
auch  correlalive  Wirkungen  eintreten,  als  deren  Erfolg  sich  in  der 
waclisenden  Hegion  die  WachsthumsthlUigkeit  in  einer  jeden  über- 
haupt moghchen  Richtung  in  erhöhtem  Grade  geltend  macht.  Dieses 
documentirt  sich  sofort  darin,  dass  bei  Verwentlung  einer  geeigneten 
Gipsform  der  S|iit/entheil  der  Wurzel,  bei  Hemmung  des  Lüngen- 
wachsthums,  durch  Ausfüllung  der  Form  in  wenigen  Tagen  das  doppelte 
derjenigen  Dicke  erreichen  kann,  welche  er  normalerweise  angennmmen 
halMiU  würde.  Ein  evidentes  Beispiel  solcher  corrclativen  Waclis- 
thumsbeschleunigung  liefert  auch  der  äusserst e  Spitzeniheil  der  Wur- 
zel, der  aus  seiner  langsamen  Liingenzunahme  in  ein  sehr  schnelles 
Waehstluim  übergehl,  wenn  in  der  übrigen  Wurzel  das  Längenwachs- 
thiim  mechanisch  gehemmt  wird    (Kap.  VI).     Als  eine  weitere  Corre- 
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lalion  der  Wachsthumshenviiiimg  ist  ferner  die  beschleunigte  Bildung 
von  Seitenwurzeln  zu  erwälmen,  während  zugleich  die  zu  LUngen- 
wachslhuni  Ijelilhigte  Strecke  eiliebüch,  theilweise  bis  auf  die  halbe 
normale  Lltnge  verkür/i  wird.      (Vgl.   Kap.  YL) 

Das  normale  und  correlative  Wachsen  erzielt  also,  natürlich 
in  gewissen  Grenzen,  ein  allseitiges  Anschmiegen  und  ein  Ausrüllen 
der  Form.  Wenn  dieses  auch  durch  die  in  der  Pflanze  regulatorisch 
tliätigo  WachsthunisthatigkeiL  erreicht  wird,  so  ist  der  endliche  Erfolg 
doch  vergleichbar  dem  Einpressen  einer  plastischen  Masse  und  so 
mag  es  erlaubt  sein,  von  «j^lasüschem  Wachsen <(  zu  reden. 

Jedes  eingeleitete  Wachsthumsstreben  übt  aber  beim  Auftrelfen 
auf  einen  Widerstand  Druck  aus  und  so  wird  mit  dem  Wachsen 
auch  die  mechanische  Reactiou  gegen  die  Widerlage  regulirt.  Denn 
ist  z,  B.  die  Aufhebung  des  Ltingenwachsthums  Bedingung  dafür,  dass 
eine  Gipsform  durch  das  correlativ  gesteigerte  Dickenwachsthum  aus- 
gefüllt wird,  so  ist  also  an  die  gleiche  meclianische  Bedingung  auch 
das  Zustundekommen  des  Querdrucks  gekettet.  Dieser  niuss  aber 
deshalb  nicht  auf  die  IntensilUt  des  LUngsdruckes  steigen,  vielmehr 
kann  die  maximale  Druckleistung  nach  den  beiden  Richtungen  sehr 
wohl  weitgehend  verschieden  sein,  da  die  Ausgiebigkeit  der  Energie- 
entwicklung nach  dieser  oder  jener  Richtung  von  der  Thlitigkeit  der 
PHanze  regulirt  wird.  Es  ist  deshalb  keine  allgemeine  Noihwendigkeit, 
dass  die  mechanische  Hemmung  des  LUngenwachsthunis  zur  Steigerung 
des  Querdrucks  führen  muss  oder  umgekehil.  Speciell  in  den  Wur- 
zeln scheint  in  der  Längsrichtung  eine  etwas  ansehnlicliere  Druckinten- 
sitlit  als  in  der  Querrichtung  entwickelt  zy  werden. 

Die  endliche  Druckhühe  ist  natürlich  nicht  von  der  Schnelligkeit 
der  Druckentwicklung  abhängig.  Uebrigens  geht  in  unseren  Wurzeln 
die  Entwicklung  des  Längsdruckes  etwas  schneller  von  stallen  als 
die  des  Querdruckes. 

In  Folge  des  plastischen  Wachsens  vermag  sich  eine  Wurzel- 
spitze  durch  ein  ziemlich  enges  Loch  im  Gipsverband  durchzuaibeilen, 
um  dann  frei  fortzuwachsen  oder  sicli  abzuflachen,  wenn  die  Wi- 
derlage solches  bedingt.  Aber  auch  die  subapicalen  waclisthums- 
fyliigen  Partien  einer  Wurzel  wachsen  gegen  die  keinen  oder  einen 
unzureichenden  Widerstand  bietenden  Orte  und  zwar  zunächst  durch 
Wucheiung   des   Rindenparenchynis.      DeujgemUss    macht   sich    auch 
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solches  Wacliseii  JQ  den  Spalt  hinein  gellend,  welehen  ein  Gi|)svei'band 
nach  genügendem  Aiiseinanderweichcn  der  Theile  liielet,  so  dass 
also  bei  Mes«ungt;n  des  Lilogs^dmckes  eine  ringfaimiqe  Kiause,  bei 
Messungen  des  Querdnickes  an  den  beiilen  opponirlen  SpaUhnien  zwei 
flügolfürniige  Wuchertingen  gebildet  wei'den. 

Dieses  Answaclisen,  das  natürlich  mit  der  Zeil  bis  zu  einem  ge- 
wissen Grade  zunininH,  tldlt  mit  dei'  genügenden  Einengung  des 
Spaltes  sehr  gering  aus.  In  dem  Versuch  4  iler  Tabelle  1  (p.  2<*4) 
halten  sich  die  beiden  Gipsstücke  am  Schlüsse  des  Versuches  uni 
0,07  mm  von  einander  enlfernt  und  widircnd  tlicscr  8lilgigen  Ver- 
fiuchsdauer  halte  die  Wurzel  von  Faba  gegen  (hm  Spalt  hin  nur  um 
0,05  mm  an  Durrhrnesser  gewonnen,  so  dass  eine  Anschwellung  an 
dieser  Stelle  kaum  merklich  war.  Dagegen  war  solche  Anschwellung 
in  dem  unter  Nr.  1  verzeichneten  dreitligigen  Versuche  sehr  merk- 
lich, in  welchem  sich  der  Spalt  auf  0,5  mm  erweitert  und  iler  Durch- 
messer  in  der  Krause  um  0,2  mm  zugenommen  hatte.  Die  nur 
36slündige  Dauer  des  Versuchs  Nr*  3  braclito  es  wieder  mil  sich, 
dass  diese  Erweilerueg  des  Durchmessers  der  Wurzel  von  Faba 
gegen  den  Spalt  hin  nur  0,05  mm  betrug,  obgleich  dieser  Spalt 
schliesslich  auf  0,55  mm  erweitert  war. 

In  noch  höherem  Grade  ist  die  Wurzel  von  Zea  maYs  zur  Pro- 
ducGon  einer  solclien  Spaltwucherung  geneigt.  Die  Grosse  dieser 
Krausenbildung  ist  aus  den  Versuchen  8,  9  und  10  in  Tab.  I  {|>.SI64) 
zu  ersehen.  In  der  Horizontalreihe  B  sind  jedesmal  der  mittlere 
Durchmesser  (in  der  Verticalreihe  c)  und  die  Querschnittsflüche  der 
Krause  (Columnefi),  in  der  Horizontalrcihe  A  aber  sind  die  entsprechen- 
den Maasse  für  die  acropetal  anschliessende,  im  Gips  steckende  und 
also  nicht  erwcilerle  Wurzelpaitie  verzeichnet.  Diese  Differenz  des 
Durchmessers  betrilgt  in  Versuch  8,  trotz  der  geringen  Spaltweite 
von  0,06  mm,  nach  4  Tagen  0,2  mm.  In  dem  dreittigigen  Versuche  9 
steigt  der  Unterscliied  bei  einer  Spaltweite  von  0,3  mm  auf  0,6  mm, 
wahrend  er  in  dem  Sislündigeu  Versuch  tO  nur  0,2  mm  beträgt, 
obgleich  der  Spalt  auf  0,4  mm  auseinandergew^chen  war. 

Zu  analogen  Erfahrungen  in  Bezug  auf  das  Zurücktreten  des 
Auswachsens  mit  der  Verkleinerung  des  Spaltes  führten  auch  die 
auf  die  Bestimmung  des  Querdruckes  zielenden  Experimente,  In 
lesen   war   übrigens  das  Klaffen   der  Gipsslücke  immer  nur  gering- 


270 


W.  Ppeffer. 


fügig j   inil  Ausnahme  von  Versuch   Ul   (Tal*.  II,  p.  266),  in  welchein 
die  Krwcitcrung  des  Spaltes  auf  0,4  mui  sogar  das  Auswachsen  voi 
Nebcn\vui/x*ln  in  den  Spaltrauni  zur  Folge  hatte. 

Eine  thunlichste  Einengung  dieser  Deforuiation  liegt  aber  im 
Interesse  unserer  Druckversuche.  Denn  mit  der  Bildung  solcher 
Auswüchse  wird  der  wirksame  Querschnitt  erweitert  und  bei  weil- 
gehendem  Eindringen  in  den  Spalt  konnte  unler  Unistiinden  eine  zu 
beachtende  Keil  Wirkung  zu  Stande  kommen.  Betrarhien  wir  aber, 
den  durch  die  Anschwellung  gelegten  grösslen  Querschnitt  als  dk 
wirksame  FUichengrOsse,  so  wird  die  darauf  basirte  Berechnung  der 
in  der  FlUchcneinheit  wirksamen  Energie  jedenfalls  keine  zu  holien 
Werthc  lierern.  In  dieser  Weise  aber  ist  die  Intensitüt  der  Aussen^ 
leisiuog  für  Li^ngs-  und  Querdruck  berechnet  worden,  die  oaclistehend 
nocli  des  weiteren   für  sich  besprochen  werden  sollen. 

Die  Energie  einzelner  Zellelemente  muss  aber  jedenfalls  böher 
als  der  so  gefundene  Mittelwertli  des  als  homogen  behandellei 
Querschnitts  ausfallen.  Denn  einmal  wird,  wie  wir  sehen  werden, 
der  Druck  durch  osmotische  Energie  erzeugt,  geht  also  nur  vom  Zell- 
Innern  aus,  während  die  von  Zellwand  und  Intcrcellularen  einge- 
nommene Fhiche  inacliv  ist.  Ferner  dürften  ungleieliwerüiige  Zellen 
auch  wohl  in  der  Druckcnlwicklung  hiUitlg  tmgteieh  sein  und  die 
Gegenwart  [»assiver  Elemente  vermindert  niclit  nur  die  real  wirk- 
same FUiche,  sondern  kann  auch  durch  ihre  Gegenwirkung,  also  bei 
Eintritt  negativer  Spannung,  die  nacli  aussen  zur  Geltung  kommende 
Energie  um  einen  entsprechenden  Betrag  herabdrücken. 

An  dieser  Stelle  gehen  w  ir  indess  noch  nicht  ein  auf  die  Energi 
quellen  und  die  wirksamen  Elemente,  betrachten  vielmehr,  wie  es 
ja  auch  für  die  Aussenelfecte  erlaubt  ist,  die  Wurzel  als  ein  Ganzes, 
das  gegen  ttusscre  Widerstlimle  nach  Maassgabe  der  treibenden 
Gesainnitenergie  und  der  Gestalt,  resp.  der  Angrillsweise,  eul 
sprechende  mechanische  Effecte  erzielt» 
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B.    Längsdrnck. 

Wie    durch   einen   dünnen   und   biegsamen    Bleidraht   nur 
geringe  Pression  ausgeübt  werden  kann,    bewirkt  auch  die  auf  eine 
Platte   auflrelTende   freie  Wurzel    nur    einen   geringen  Druck,    da  sie 

vermöge  ihrer  biegsamen  und  plastischen  Eigenschaften  sieb  seitlich 
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krümiiil  und,  iiulein  sie  fortwUchst,  Ober  die  PliiKe  in  der  von  Sachs  ^) 
II ad  von  Detlefsen^)  geschilderten  Weise  foitgleilel* 

l  in  eine  Vor.stellutig  über  diese  Druckwirkyng  zu  gewinnen, 
wurde  die  durcb  die  Figur  3  {p.  251)  repriisentirLe  Zusanimcnstelluiig 
benutzt,  jcdueh  worde  der  Gipsdeekel  b  weggelassen,  so  tlass  al^o  dc^r 
S(iilzciUlieil  der  Wurzel  frei  war.  Ferner  wurde  die  GUusplatte  c  dureli 
eine  Ui|)sptatte  ersetzt.  Uei  drr  Zusaiiinienstellung  w^urde  dafür 
gesorgt,  dass  der  in  sehr  feuchter  Lull  befindliche  freie  Wuizellheil 
nach  sehr  geringem  Zuwaclis  auf  die  Gips[>lalLe  traf,  und  um  den 
Druck  genügend  genau  zu  mesi>en,  kam  eine  sehr  sehwache  Ftuler 
(/*)  xur  Verwendung,  Die  beiden  in  dieser  Weise  mit  Vicia  faba 
ausgeführten  Versuche  sind  in  den  Belegen  unter  Nr,  ii  mitgel heilt 
und  zwar  war  im  Experimente  A  der  freie  Spitzentheil  ö  mm,  in  dem 
Ex|»eiimente  //  23  mm  lang. 

lo  l>eiden  Füllen  steigt  der  von  der  senkrecht  auftretfenden 
Wurzel  ausgeübte  Druck  bis  auf  einen  gewissen  Maximal  wert  II  um 
dann  mit  dem  llcginn  des  Ausbiegens  zu  sinken.  In  A  wurde  das 
Maximum  nach  SJ  Stunden  mit  13  g,  in  B  nach  i  Stunde  40  Min. 
mit  10,5  g  Druck  erreicht  Nunmehr  ging  mit  Beginn  der  spitz- 
winkeligen Stellung  ili^r  Wurzel  der  Druck  im  Verlaufe  von  3J  bis 
5  Stunden  auf  1,5  bis  2,2  g  zurück  und  erhielt  sicli  anntihernd  auf 
dieser  Höhe,  während  die  fortwachsende  Wurzel  tlber  die  Platte, 
unter  Beibehaltung  der  spitzwinkeligen  Angriirsricbtung ,  fortglitt. 
Es  würde  also  überhaupt  nur  zu  einem  Drucke  von  etwa  2  g  ge- 
kommen sein,  wenn  man  die  Wurzel  von  Anfang  an  in  einem  solchen 
spitzten  Winkel  gegen  die  Gipsplatte  gelenkt  hellte.  Dagegen  miiss 
die  Druckleistung  mit  Verkürzung  des  freien  Wurzeltheils  steigen, 
da  ja  bei  minimaler  Uinge  der  freien  Spitze  die  maximale  mecha- 
nisclie  Aussenteistung  zu  Stande  kommt. 

In  Einklang  mit  diesen  Resultaten  stehen  die  Versuche,  welche 
seit  Johnson  (1830)  angestellt  wurden,  um  die  Activitüt  der  geotro- 
piscb  abwärts  strebenden  Wurzel  zu  erweisen.  So  fand  Sachs •^), 
dass  die  Wurzel  von  Faba  durch  ihre  geotropische  Krümmungskrafl 


i)  Arbeileo  d,   bot.  tiistUuls  in  Würzburg    1873,  ßd,  I,    p.  448. 
t)  Detlefsen,  ebetida   1882,   Bd.  II   p.  (>33. 
3}  Vgl.  Pfbfi'B«,   Physiologie  Bd,  II,   p.  310. 
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ein  Gewicht  von  1  g  zu  heben  vcrmoclile  und  bei  senkrechten) 
Auftieffen  der  Wurzel  deiöelben  Pflanze  karn  in  Versuchen  Wiesj^ers*) 
ein  Druck  bis  zu   1,4  g  zu  Stande, 

Da  tmch  beim  Wachsen  in  phislii^cheni  Thun  die  auC  eine  feüle 
Widerlage  iredenden  Wurzeln  iiuiueihin  noch  leichl.  ausl>iegen,  s^o 
ist  es  verstiindlicti,  dass  N,  J.  C.  Mlllkh-)  in  derarliyen  Vcrsucheu 
eine  nur  nilissige  Ürnckentwiekhüig  beobachletc.  Dieser  liess  80  Mais- 
körner in  plaslisclien  Thon  cingobctiet  zvvisclien  zvveiGIasplatlen  keimeü 
und  beubachtele,  dass  die  Keimlinge  die  obere  Glasplalie  notli 
entgegen  einer  Belastung  von  375  g,  nicht  aber  von  fiOtJ  g  in 
heben  vermochten.  Denagemiiss  belrilgt  die  I.eistung  einer  einzolncü 
Wurzel  weniger  als  6,20  g,  also  nnr  einen  geringen  Bruchlheil  dejs 
facnltativen  Maxiinaldruckes,  der  in  unseren  Versuchen  mit  Mais- 
wurzein   (Tab.  I,  p.  2G4)  zwischen   158  und  291  g  gefunden  wurde. 


< 
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Während    in    unseren  Versuchen   der  gegen  die  iMessfeder  ge- 
richtete  Druck  geiutgend  genau  gemessen  wird,  erschweren  verschie-- 
dene    Verhältnisse   eine    exacle   Ermittlung   derjenigiMi   Druckenergie^ 
w^clche    in    der  Flächeneinheit    des    activen   Querschnitts   entwickelte^ 
wurde.     Allerdings    wenn    die   Garantie    vorläge,    dass    die   Wuiiceli 
überall    an     den    Gijisvcrband    unverrückbar    flxirt    war    und    dassj 
Verschiebungen  innerhalb  der  Gewebe  ausgeschlossen  waren,  konnte  j 
nur   die   an   den   Spalt   des   Gipsverbandes   stossende  Querzone   sich 
soweit  verlSingern,  als  es  die  Spannung  der  entgegenwirkenden  Feder] 
zulässt  und  auf  die  Action  dieser  Zone  wtirdc  somit  der  beracsseno! 
absolute  Druck  zu  beziehen  sein. 

Diese  Voraussetzungen  treffen  indess  nicht  unbedingt  zu.  Viel- 
mehr  wurde  sclion  früher  (p,  247)  erwähnt,  dass  die  Gipskappe  leicht 
vom  S|>itzcntheil  abgezogen  werden  kann,  dass  diese  also  innerhalb 
der  Gipsform  zu  gleiten  vermag.  Deshalb  kann  dieser  Spitzentheil 
vorwärts  gestossen  werden,  wenn  iiie  rückwärts  anschliessenden 
Wurzclpartien  einen  entsprechenden  Druck  entwickeln  und  es  bleibt 
somit  zunächst   fraglich,   in   wie   weit  eine  Druckleistung  der  Spitze^ 


l)   ßewegiingsvermögen   d.   Pllauzeii   188!,   p.   14.1. 
4)   Bot.   Zeitung   iö7I,   p.  730. 
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oder  einor  .subti[>iraloii  Quersclieibe  auf  solelioni  Forlslosseti  oder  Jinf 
aetiver  Tli;tligkeit  iu  den  lieziigliclicn  Zonen  l)(_*i'idiL  Isl  die  Zoue 
aber  yanz  oder  llieilweisc  passiv,  so  Tdlll  die  in  Hezug  auf  diese 
Zooe  bercchnelo  DruckiatcnsilUt  zu  liach  aus,  sobald  der  frag- 
liche QtiersclniiU  einen  geringeren  Flik*heninlialt  besilzl,  als  die- 
jenige Zone,  welche  coiupriinii-end  und  vorwUrls  slosseatl  vvirkL 
Eitle  solche  Ürncküberlragung  in  der  gleiclisam  wie  ein  elastischer 
Körper  sich  verhaltenden  Wurzel  vermag  auch  die  conischc  Form 
der  Wurzelspilze  nicht  zu  veiliindern.  Doch  !>leil)l  unbekannt, 
welcher  Üruchtheü  der  eompriniii'cnd  wirkenden  Energie  <lurch 
Reibungsvviderstände  an  der*  Gi|isliülle  oder  dureli  andere  Ursachen 
nr|uilrbrirt  wird. 

Jedenfalls  fallt  abei"  die  für  die  Fhichencinhcil  berechnete  Ivnergie- 
cniwicklung  nicht  zu  hoch  aus,  wenn  die  der  Hnchnung  zu  (Gründe 
gelegte  QuerschnittsHächc  gleich  gross  oder  grösser  ist,  als  der 
Flächeninhalt  eines  jeden  Querschnitts,  der  activ  pressend  in  Betracht 
kommen  konnte. 

Dieses  ist  aber  bei  Faija  erreicht,  wenn,  wie  in  miseren  meisten 
Versuchen,  die  dem  Gipsspalt  entsprechende  Querzone  4—5  mm  von 
der  Wurzelspitze  entfernt  liegt  (vgl.  Fig.  3  p.  251).  Dann  isl  die 
basipetal  anschliessende  Wnrzelpartie,  wie  directe  Versuche  lehrten, 
nach  \  bis  2  Tagen  deiart  an  den  G![)s  hxirl,  dass  die  in  Betracht 
kommenden  Druckkräfte  eine  Verschiebung  nicht  mehr  erzielen.  Zu- 
dem ist  nach  2  bis  3  Tagen  nur  ein  5 — 6  nun  langer  Spitzentheil 
ler  W^urzel  w^achsthumsftdiig,  während  docli  die  an  WachsthumsPahig- 
keil  gekettete  Druckwirkung  nach  dieser  Zeit  noch  langsam  weiter 
steigt.  Ferner  nimmt  die  Wurzel  3^ — 4  mm  hinter  der  Spitze  so 
-allmählich  an  Dicke  zu,  dass  eine  schon  geringfügige  Anschwellung 
nach  dem  Gipsspalt  hin  ausreicht,  um  eine  Querschnittsflltche  lier- 
^.ustellen,  wie  sie  die  Wurzel  erst  wieder  in  einer  5  oder  mehr  mm 
'vom  Spalt  entfernten  Region  erreicht.  Dieses  trilft  ebenso  in  dem 
Tersuch  5  (Tab.  I  p.  264)  zu,  in  welcliem  durch  Herstellen  eines 
entsprechendes  Kanals  in  den  Gipsdeckel  die  ganze  Wurzelspitze  sich 
cylindrisch  geformt  hatte  und  ungefähr  gleichen  Durchmesser  wie 
die  Krause  besass,  deren  Quersclinittsnüche  dieselbe  war,  wie  in 
einer  etwa   12  mm  weiter  rUckwiirts  liegenden  Zone. 

Die  Wurzel  von  Zea  maYs  geht  noch  schneller  als  die  von  Faba 
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10  eine  atinUliinnil  cyliiHlritscIie  Foim  übor,  su  dastj  tiei  jener 
die  QuersclinilLsfltiche  der  Krause  atischiilidier  war,  als  die 
des  Querschnitts  einer  7  uder  auch  einer  21)  mm  vom  Gipsspall 
eiitrernten  Zone. 

Nach  obigen  Erwligunyen  war  es  geboten  ilen  (ii[Kss|>aII,  niclil 
m  nahe  au  die  Wurzelspitze,  aber  auch  nicht  so  cnllornl  zu  legen, 
dass  er  in  eine  in  Dauergewehe  li hergehende  Slreeke  fiel.  In 
unseien  nach  diesen  Gesiehtspunkten  geleileien  Versuchen  hat  also  der 
Quersehnilt  doich  die  Krause  einen  grösseren  IMcicheninlialt  als  der 
Quersclmill  irgend  einer  anderen  Zone,  welche  für  die  geiiiesseiie 
Action  in  Betracht  konunen  könnte.  Folglich  liefert  die  auf  Grund 
dieses  Qm*rsrhnitls  hereclmete  DruckinlensitiU  jedenfalls  einen  Werlh, 
der  als  Durchschnitt  |>ro  FUlcheneinheil  mindestens  eireicht  werden 
muss^  der  aber  sehr  wohl  in  bestimnden  Partien  des  als  tiomogen 
betiachteten  Querschnitts  und  ebenso  in  den  in  der  Gipska|i[>e 
slcckcnden  l*artien  des  Spitzenlheils  der  Wurzel  erheblicii  über- 
schritten  werden  kann. 

Wenn  in  der  That  das  Gewebe  der  conischen  Wurzclspitzc  die  vor» 
ihm  ausgehende  DruckintensitJU  activ  entwickelt,  dann  ruuss  diese* 
auselinlichei"  sein  als  ferner  von  der  Spi(:Äe.  Denn  in  Versuch  ßit, 
in  welchem  die  durcli  die  Gi[»sliülle  tretende  Worzelspilze  von  Faba 
direct  gegen  den  Messapparat  wiikte  (vgl*  p,  2i7),  berechnet  sich 
die  DruckinlensiUit  zu  19,i  AtmosphUrcn,  wenn  wir  den  Druck  auf 
die  QuerschnittsIlUche  der  abgeilachlen  Wurzelspitze  beziehen,  wäh- 
rend diesei'  Druck  sich  nur  auf  10,4  Atmospbäreu  stellt,  wenn  die 
active  Fläche  des  i,8  mm  von  der  Stütze  entfernten  Quci-sclmitls 
der  Wurzel  bei  rächtet  wird. 

Die  nackten  Versuchsresultate  lassen  liier  nicht  erkennen,  oh 
die  Spitze  durch  die  snbapicalen  dickeren  Wurzel theile  nur  passiv, 
wie  eine  Nagelspitze  durch  das  auf  den  Kopf  drückende  Gewicht 
gegen  die  Wid erläge  getrieben  wird,  oder  ob  sie  die  gegen  diese 
letztere  ausgeübte  Druckenergie  activ  entwickelt.  Im  erstem  Falle 
müsste  das  passive  Gewebe  der  Wurzelspitze,  analog  wie  ein  elasti- 
scher Körper,  eine  entsprechende  Compression  erfahren,  wiihrend 
eine  solche  in  letzterem  Falte  weghele,  indem  die  Wurzelspilze 
den   auf  sie  drückenden  Geweben  mit  gleichem  activen  Gegendruck 
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Aus  aiiderweitiyeii  Eiftihrungen  und  Erwägungen  (vgl.  Kap,  VI) 
gelil  aber  in  der  That  hervor,  dass  in  den  verschiedenen  Qucr- 
gchnillszonen  der  sieb  verjüngenden  Wurzelspilze  die  absolule 
llölie  des  entwickelten  Aossendruckes  nicht  genau,  aber  doch  an- 
nähernd dieselbe  ist,  dass  also  die  auf  die  Fliicheneinheit  bezogene 
Aussenwirkung  mit  Aluiabnio  der  Quei'sehniltsfliiclie  zunioinit.  Die 
nach  der  Spitze  zuni^hnieudc  TurgorkrafL  der  Zellen  befiihigL  diese 
in  der  That  zu  intensiverer  Aussenleistimg,  welche  durcli  Deber- 
tragting  des  zuvor  die  Zelhvand  spannenden  Turgcjrdrucks  auf  die 
iiiisserc  Wrderlage  ci zielt  wird.  Dass  aber  die  Siusserste  Wurzel- 
spitze,  wenn  das  Uingenvvachsthuni  in  thr  übrigr^n  Wurzel  uiccha- 
nisch  gebenmit  ist,  selir  schnell  zu  wachsen  beginnt,  also  in  sehr 
energische  Tliütigkeit  triti,  wurde  schon  iieiliiulig  erwähnt  und  wird 
in  Kap.  VI  nllher  erörtert  werden. 

Die  tlonstanz  ties  l'rüducls  aus  Querschnillslliiclie  uud  Druck- 
jotensitlU  ist  naliirüch  nicht  nialheinatist^h  genau  zu  nehmen.  Viel- 
mehr erfahren  zweifellos  gelegentlich  oder  dauernd  einzelne  tjeweb- 
Zonen  eine  gewisse  passive  Compression,  die  (in  zarten  Geweben) 
durch  Ents[jannung  der  Haut  zur  Wendung  eines  Thoils  der  Turgor- 
krafl  nacli  aussen  und  so  zur  Herstellung  des  entsprechenden 
Gegendruckes  fühlt.  Auch  sind  die  Zeüen  desselben  Querschnitts 
sicher  nicht  immer  zu  gleicher  Energieenlwicklnng  I>efidngt,  wirken 
also  nolbigen falls  in  dem  eben  angedeuteten  Sinn  gegeneinander. 
Dazu  crniüglicht  das  plastische  Wachsen  der  Gewebe  und  Zellen 
nicht  nur  das  Ausfüllen  aller  Lücken,  sondern  auch  ein  Verschieben 
der  Elemente  gegeneinander,  nöthigenfalls  also  auch  ein  wirkliches 
gleitendes  Wachsthum.  Aber  auch  schon  ein  geringes  Hervorwölben 
IQ  einer  activ  thcUigen  (juerplatte  würde  genügen,  um  im  Inneren 
der  Gewebe,  iUinhch  wie  in  einer  plastischen  Masse,  eine  Druck- 
foiiptlanzimg  selbst  dann  zu  vermitteln,  wenn  die  Epidermis  an  die 
sie  umgebende  Widerlage  unverrückbar  lixirt  ist.  Zugleich  gibt 
der  Mangel  von  Gleiten  an  der  Gipsflüche  noch  keine  Garantie 
dafür,  dass  ein  Fortschreiten  acliver  t'ompressionsthlUigkeit  im  Inneren 
vermieden  ist. 

Indess  ist  jedes  Gleiten  im  Inneren»  wie  jede  active  Druckentwick- 
lung durch  wachsende  Organe,  an  Wachsthum  gekettet  und  da  der  Quer- 
schnitt tixirter  und  nicht  mehr  wachsender  Wurzelstrecken  den  Quer- 
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tichüitt  der  Kraui^e  am  Si^ille  dos  Gipsverbandes  nicht  übcrtriflt,  so 
liefert  die  auf  Grund  die^ses  Quersclmills  berechnete  initiiere  Druck- 
iDlonsilüi  sicher  keinen  zu  bohe»,  vielleiebi  aber  einen  zu  ntedereu  , 
Werlh,  Letzteres  mlisste  u.  a.  auch  der  Fall  sein,  wenn  eine  gicichgrosa*  ^M 
im  Gips  steckende  QuerschniUzono  einen  höheren  Gesammldruck  enl- 
wickeli,  der  (aucli  wenn  plastisches  und  gleitendes  Wachsen  ausge-  ^d 
delnil  niilhelfen  sollten)  der  unvermeidlichen  Reibungen  und  inneren  ^1 
Widerstünde  halber,  doch  nicht  seinem  \ ollen  Betrage  nach  für  ; 
das  Auseinanderlreibeu   des  Gipsverbandes   wirksam  werden  könnte.       i 

Dagegen  kommt  in  der  mit  dem  Spalt  zusammenfallenden  Quer-  ^M 
Zone  der  Wurzel  die  entwickelte  Energie  ihrem  vullen  Betrage  nach 
zur  Wirkung   gegen   die   Messfeder.     Dazu   sichert    das   bis  zu  den 
möglichen  Grenzen  thiUige  Wachslhum  die  Verlängerung  dieser  Zone,  ^ 
so    dass    dieserhalb    die    Erweiterung    des   Spaltes    oder   eine   Com-      9 
pression   in   der  Wurzel   einen   Einfluss   auf  die   endlich    entwickelte 
Druckenergie  nicht  ausiiben. 

In  Erwägung   der   gesammten   obwaltenden  Verhältnisse   lehren  I 
unsere  Experimente  also  zweifellos,    dass  die  Wurzeln   gegen   eine] 
volIstUndige  Widerlage   eine   hohe  DruckintensiliU  zu  entwickeln  ver- 
mögen.     Die    maximalen    Druckleistungen    einzelner    Zellen    werden 
aber,    wie  gesagt,    durch    unsere  Mittelwerlhe  nicht  angezeigt.      Die^ 
bereclineten    nn"M leren   DruckintensitUten   sind    fcrner   zu  gering  aus-" 
gefallen,  da  wir  llomogenitiU  des  wirksamen  Querschnills  annehmen, 
obgleich   für   die  osmotische  Energie  nur  das  Lumen  der  Zelle  ent- 
scheidend   ist.      Wenn    deragemäss    das    von    ZelKvand    und    Inlor^fl^ 
cellutarriiumen   eingenommene  Areal    etwa    J   der  Fläche   ausmachte, 
müsste  dem  entsprechend  die  mittlere  Druckintensiläl  erhöht  werden^ 
In  Versuch  I    (Tab,  L  p,  264)    würde   dann    z.  B,    die   aclive  Qucr-^ 
schnittsfliiche    ungeführ   2,7  qmm    messen    und   die   auf  I    qmm   bc 
zogene  Drucktnlensität  würde  von  72,8  g  auf  95,4  g  zu  erhaben  sein. 

Da  aber  verscliiedene,  z.  Tb.  schon  angedeutete  Umstände  eben- 
falls Einfluss  auf  die  Bestimmung   der  realen  Drucktntensit^t  haben 
so   unterlasse   ich   ein  Eingehen   auf  diese  und  andere  Corrcclionen 
die    übrigens   särumtlich  zu  dem  Resultate  führen,   dass  die  mittle 
Druckintensititt  des  Querschnitlii  oder  mindestens  einzelner  Elemente, 
höher  sein  muss,  als  die  von  uns  angeführten  Werthe.    Unter  solchen 
Umständen  muss  auch  datiin  gestelK  bleiben,  ob  die  zwischen  7  und 
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10,7  AlQi.  befundenen  Leistungen  der  Wurzeln  von  Faba  auf  indivi- 
duelle Diflerenzen  hinweisen  oder  ob  diese  Druckiint erschiede  sich 
aus  anderen  Ursachen  ergeben.  Auch  will  icli  unenl schieden  lassen, 
ob,  wie  es  nat"h  den  Versuchen  scheint,  die  Wurzel  von  Mais  eine 
höhere,  die  von  Aesculus  eine  geringere  niitllere  DruckintensilUi  als 
die  von  Faba  entwickelt 

Ein  gewisser  Fehler  isl  aucli  inunei'  mit  der  Ermittlung  der 
Querschnittsflüche  verknüpft.  Da  icli  aber  stets  bestrebt  war,  die 
grösste  Fläche  des  Querschnitts  durcli  the  Krause  u.  s.  \\\  anzuneh- 
men, so  ist  die  Garantie  geboten,  dass  diescrhalb  die  berechneten 
DruckintensitiUen  eher  zu  gering,  als  zu  hoch  ausgefallen  sind.  Welch 
erheblichen  Eiufluss  die  Verschiebung  der  Dimension  der  wirksamen 
Flache  hat,  mögen  die  Versuche  8—10  mit  Mais  (Tab.  I,  p.  264) 
veranschaulichen,  in  welchen  untei'  //  der  grösste  Durchmesser  dei' 
Krause,  unter  A  der  anschliessenden  im  Gips  steckenden  Querzono 
verzeichnet  isl.  Die  Intensitüt  der  Druckooergie  würde  sich  also 
wesentlich  höher  stellen,  wenn,  wie  es  sogar  wahrscheinlich  ist, 
nicht   gerade   der  grösste  Durchmesser   der  elw^as   in   den  Gi()sspali 

l- gewöliiten    Krause    der    Rechnung   zu    Grunde    zu   legen    ist.      Dass 

Peine  Keil  Wirkung  der  Krause   für   das  Resultat   nicht  in  Betracht  zu 
ziehen    ist,    mag   onerurtert    bleiben,    da   zu  gleichem  Resultat  auch 

■  diejenigen  Druckversuche    führten,    in   welchen   eine  Krausenbildung 
nicht  in  merklicher  Weise  vorlag. 

|_  Diesen    Verhältnissen    gegenubei'   kommen   die   aus    dem    Mess- 

apparat selbst  resullirenden  Fehler  kaum  in  Betiacht.  Denn  einem 
Abtcsungsfehler  von   ^  Tlieitstrich  des  Mikrometers  entspricht  in  den 

,     meisten  Versuchen    mit   Faba   ein   Druck    von   etwa  7  g,    also   eine 

PCrösse,  die  auf  den  Werth  der  berechneten  Druckintensität  nur  wenig 
Einfluss  hat* 

M  Der  mit  Hilfe  des  Kautschuckschlauchs  gefundene  geringere 
Druck  bei  Faba  kann  hier  unerürtert  bleiben,  da  diese  Methotle, 
wie  schon  betont  (p.  2Ü0),  weniger  exact  ist  und  zudem  ganz  frag- 
licli  lässt,  auf  welclie  Zone  der  gefundene  Druck  zu  bezichen  isl. 
ThatsUchlich  fiel  der  absolute  Druck  so  hoch  aus  als  in  den  liips- 
ersüchen  und  dieses  würde  auch  für  die  bitensitiit  zutreilbn,  wenn 
er  Rechnung  ein  der  Sfutze  niiherer  kleinerer  Querschnitt  zu  Grundo 
;clegJ  worden   würe. 
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Zweifellos  siod  verschiedene  Wurzelu  zur  Ausübung  ungleich 
hoher  DiiickinLensitlil  bePahigt.  Doch  ist  eine  genaue  vergleichende 
Messung,  nach  dem  schon  Gesagten,  keineswegs  ganz  leicht  und  lag 
auch  nicht  in  unserer  Absicht.  Die  Frage  gewinnt  überhaupt  erst 
ein  höheres  Interesse,  wenn  sie  in  Riicksichl  auf  die  biologischen 
Eigenheiten  der  Wurzeln  (und  analog  anderer  Pflanzeniheiie)  be- 
trachtet wird,  denn  für  Ueberwindung  oder  Umgehung  von  Wider- 
ständen kommen  neben  der  mechanischen  Energie  auch  andere  Eigen- 
schaften in  Betracht.  In  einer  solchen  Beleuchtung  wird  der 
Gegenstand  in  einem  späteren  Kapitel  (VIII)  eine  theiivveise  Erörterung 
finden,  hier  aber  dtirflen  einige  Bemerkungen  in  Bezug  auf  detr- 
Sfutzcndruck  am  Platze  sein. 

Falls  die  gefundenen  Werthe  (Tab,  I,  p.  264)  die  realen  Druck— 
Verhältnisse    widerspiegeln,    ist   die    dünnere  Wuizel   von   Mais    de 
dickeren  von  Faba  und  diese  der  noch  stärkeren  Wyizel  von  Aesculu 
in    der   Druckintensität    (nicht    in   dem    absoluten   Druck)     überlege 
Wtdirend  die  dünnste  der  untersuchten  Wurzeln,  die  von  Vicia  sativ 
die  ÜruekintensitiU  der  Maiswurzel  nicht  zu  Qbertrefl'en  scheint.     Aue 
ist  keineswegs  zu  erwarten,  dass  allgemein  die  absolute  Druckleistun 
langsamer  abnimmt,    als   der  Querschnitt   und    es   ist  wohl  niöglic 
dass  z,  B.  die  dünne  Wurzel  von  Lemna  minor,  welche  normal  nie 
gegen    nennenswerthe  Widerstände   zu   arbeilen  hat,    nur   zu  relat 
geringer  Druckintensität  befähigt  ist,    wie  dieses  auch  für  die  no* 
dünneren  Fäden  von  Spirogyra  zuzulreiren  scheint   (Kap.  X), 

Unter  Anderem  kann  auch  die  conische  Form  der  Wurzelspit  :^^ 
für  die  Druckwirkung  der  Spitze  Bedeutung  gewinnen,  da  die  Eneri 
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absolut  gesteigert  wiid,    w^enn   die  Gleitung   im  Gipsverband   es  >^ 
lässt,    dass  der   in   einem  rückwärts  liegenden  grösseren  Querschr» 
entwickelte  absolute  Druck  mehr  oder  weniger  auf  die  Spitze  übe 
tragen    wird    (vgl.    übrigens    |).  275    über   die   annühorndc   Consta 
dos  Productes  aus  Druck  und  Querschnitt). 

Für  das  erfolgreiche  Lieberwinden  von  Widersländen  sind   ab(? 
nirht  allein  Spi(zcndruck  und  die  angedeuteten,  sondei'n  noch  ander*^ 
weitige  Müujenle   mit    enlscheidend.     Es  möge  hier  genügen  an  (1iG:> 
später  (Kap,  VIII)   zu  iiesprechende  spaltende  Wirkung,  durch   weldiee^ 
der   Spitze    die    Bahn    gebrochen    wird    und    ferner    an    den    nach 
Form    des    Ohjectes,     Qualität    des     Mediums    n,   s.    w.     verändcr- 
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liehen    Reibungswiderstand   zu    erinnern.      Hinsichtlich   des    letzteren 
sind,    eeteris    paribus,    die    dünneren    Pflanzenllieile    ira    Nacbtheil, 

Kda  die  FlUche  des  Qiiersehnilts  und  mit  dieser  die  treibende  Energie 
im  quadratischen,  der  Umfimg  aber  und  mit  diesem  die  Reibung  im 
eiofacben  VerliUltniss  zum  Radius  steht  Dieserhalb  werden  bekunnt- 
Hch  sehr  kleine  Partikel  in  der  Luft  leicht  schwebend  erhalten  und 
fS  muss  speciellen  Untersuch ungen  die  Entscheidung  überlassen  wer- 
den, ol)  etwa  bei  dünnen  Pikfcklen  u.  s.  \v.,  die  olTenbai'  theil weise 
zur  Üeberwindung  ansehnlicher  Widerstcinde  befuhigt  sind,  der 
erwtlhnle  Nachtheil  durch  höhere  Energieentwickhmg  oder  andere 
Einrichtungen  ausgeglichen  wird.  Neben  allen  auf  Herabdriickung 
der  Reibung  zielenden  Eigenschatten  fallen  auch  lösende  Wirkungen 
ins  Gewicht,  die  bekanntlich  schon  die  Secrete  der  Wurzel  und  noch 
mehr  die  Secrete  derjenigcu  Pilze  ausüben,  welche  sich  ihren  Weg 
durch  vegelabilische  und  animalische  HUute  bahnen. 

^h  Nach  alledem  lülrfte  die  biologisch  bedeutungsvolle  Leistungs- 
rUhigkeit  der  Pdanze  unter  UmsUinden  besser  als  durch  Druckrnessun- 

Kgen  aach  dem  Verhalten  gegen  Medien  zu  beurtheilen  sein,  die  je 
nach  dem  Widerstände  ein  Durchbrechen  gestatten  oder  verwehren 
und  die  derart  gewühlt  werden  können,  dass  cliemisch  wirkende 
Secrete  bedeutungslos  sind.  Studien  solcher  Art  lagen  jedoch  zur 
Zeit  nicht  in  meiner  Absicht  und  ich  begnüge  mich  hier  mit  dem 
Hinweis  auf  einige  beiliuitige  Versuche,  denen  ich  indess  eine  ent- 
scheidende Beweiskraft  nicht  beimesse. 

In  dem  Vortlringen,  resp.  NichtVordringen  in  plastischem  Thone 
verschiedener  Consistenz  scheint  die  dickere  Wuizel  von  Faba  den 
dünneren  Wurzeln  von  Vicia  sativa  und  Brassica  Napus  und  noch  mehr 
den  Fäden  von  Si)irogyra  überlegen  zu  sein.  Dem  entsprechen  auch 
Versuche  mit  Würfeln  aus  möglichst  homogener,  wasserdurchtrünkter 
Celloidinmasse  (vgl  p.  246),  in  welche  zur  ersten  Aufnahme  der  Wurzeln 
kurze  Canüle  gol>ohi  t  waren.  Leider  hat  dieses  durchsichtige  Ceüoidin 
verschiedene  Nachlheilc;  von  anderen  durchsichtigen  Medien  sind  aber 
tine  und  Agar  in  brauchbai-er  QualitlU  nicht  genügend  consistent, 
nicht  für  die  mechanische  Ilenmnmg  des  Wachslhun»s 
von  Wurzeln. 

Für  gewisse  Zwecke  kann  wohl  auch  zur  Beurtheilung  das  Ver- 
lialten  gegen  ungleich  starken  Stanniol  benutzt  werden  und  in  solchen 


I 


hvers( 


wenigsten 


280 


W.  Pfefper, 


Versuchen   ist   ein   Ausbiegen   der  Wurzeln  u.  s.  w.    ausgeschloseeiL^ 
wenn   mao  diese   durch   einen  entsprechenden  Gipskanal  gegen  den 
abschliessenden  Stanniol  wirken  Uisst.    Ferner  liSsst  sich  dem  Gipsgus^^ 
eine  verschiedene  Consi.slenz  geben,  und  in  einen»  sehr  wasseri'eicher^r 
Gipsguss  vermögen  sich  Ihatsächlich  Wurzeln  und  Wurzelhaare  mehT' 
oder  weniger  mechanisch  einzubohren. 

C.    Querdruck. 

öehl  eine  Wiirzol  allseilig  denselben  Radtaldruck  gegen  eine 
Widcrlage  aus,  so  wird  letztere  in  derselben  Weise  wie  durch  einen 
entsprechenden  Wasserdruck  in  Anspruch  genommen,  d.  h,  der  Ge- 
sanunldruck  wuchst  niiL  der  Fläche  des  median  halbirenden  Längs- 
schnitts, entspricht  also  dem  Product  aus  Durchmesser  und  Länge 
des  uniliüUentlen  Verbandes.  Mit  solcher  Energie  wirkt  dcmgemdiiS 
tler  Deckel  des  Gipsverbandes  gegen  die  Messfeder  (Fig.  4  p,  23ä) 
und  da  bekanntlich  die  Tangcntialspannung  in  der  Hülle  im  umge- 
kohrien  Vciliiiltniss  zum  Durchujesser  steht,  so  muss  mit  der  Dicke 
der  Worzc^I  der  Gipsverband  cntsj>rechend  verstärkt  werden,  um  ge- 
nügende Widerslandskraft  zu  gewinnen-  Als  vergleichendes  Maass 
für  die  Druckintensilül  dient  uns  aber  naiurgemäss  der  Quotienl 
aus  der  gemessenen  absolulen  Energie  und  dem  MedianschoitI,  d.  h. 
der  von   1   qmm  des  lelzleren  entwickelte  Druck* 

Auf  diese  Weise  erhallen  wir  natürlich  wieder  nur  einen  Mittel- 
werlli  und  wenn  wahrscheinlich  ist,  dass  in  Richtung  der  Radien 
eines  yuerschnills  (abgesehen  von  entstehenden  Nebenvvurzeln)  an- 
nähernd gleiche  Energie  besteht,  so  sind  doch  Differenzen  in  ver- 
«chiedenen  Querschnitten  nicht  nur  möglich,  sondern  sogar  wahr- 
ßcljeinliclL  Dagegen  ist  es  füi"  die  Druckintensitllt  ohne  Bedeutung, 
wenn  nm  die  peripheren  Gewebe  activ  sind,  sowie  ja  auch  derselbe 
Wasserdruck  gegen  die  Aussenwand  fortbesteht,  wenn  durch  Ein- 
schieben eines  starken  Cjtinders  die  Wassermasse  auf  eine  Mantel- 
schicht  i^edücirl  wird,  Hedingyng  für  volle  Energieentwickitmg  is( 
natürliclK  dass  der  inactivc  Innencylindcr  (wie  z.  B.  das  Uolz  der 
Bäume)  eine  solide  Widcrlage  bildet,  detm  bei  einem  Ausweichen 
komm!  allgemein  kein  hoher  Druck  zu  Stande.  Selbslverst^indUch 
wird  durch  unsere  Apparate  die  volle  Energie  der  aclivon  Zellen 
nicht  gemessen,  wenn  ein  Tljeil  dieser  Energie  (wie  i.  B.  durch  die 
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Riödlo  der  B<luiuo)  diircli  negativ  gospaiinte  Gewebemassün  üqiiilibrirt 
wli'cJ  ^  gerades  so  wie  unter  solchen  Umständen  der  ducIi  aussen 
^virkemide  Lüiigsdrurk  in  enlspreehendein  Maasse  vermindert  wird. 
Au^E  diesen  und  anderen  Gründen,  von  denen  nur  an  das  relativ 
laog^is«»  lucie  Dicken  wachst!)  um  erinnert  sein  mag,  wird  die  Ermilllnng 
des  <^  uerdruckes  im  AllgenieimMi  ungenauer  ausfallen,  als  die  Be- 
sliniaxmung  des  LUngsdruckes. 

telracliLen  wir  nacli  diesen  Vorbenicikungi^n  auf  Tab.  11  (p.  2011) 

zunli<3lBsl  die  unter  iNi.  I :] — l(i  l)ezüglich  der  Wurzel   von  Faba  und 

unteE*     INr,  21    bezügücl»  der  Wurzel  von  Mais  /usannneugestelllen  Ver- 

sucUc^^     so  begegnen  wir  DruekinlensilHlL^n  von  4.3  bis  ü,ü  ALniospliIi- 

rcn,  >valu'entl    für    den     iJiui^sdruck    derselben    Wurzeln     7—11,2 

Almo^^jharen    gelnnden    wuiikni.      Üoch    müclitt*    ich    hieraus    nicht 

foVgöt-rt,    dass    die    Intensität    def?    Querdruckes    überliaupt    geringer 

^s^-         Xclion    das  verliiUlnissniiissig  langsamere  Anschwellen  des  letz- 

t43reix  •  liisst   es   zweifelhaft    erscheinen,    ob   nach    6J   Tagen   —   dei- 

liini^^t^vo  Versuchszeit  —  die  maximale  Druckh6he  erreicht  war,  thi 

^      ^Tisiclier   ist,   ob   in   dieser  Zeit   das  Beslreben  nach  secunihirem 

•^Icf^nvvaclisthnm    sich  mit  voller  Eneri^ie  gellend  machte.     Jeden- 

■^      vermag    weiterhin    der    Gesammtdrurk    nocli    zuzunehmen,    da 

^^i*s  Cipscylinder  't — 3  Woclien  lang   den  Druck   der  allseitig  um- 

■^lossenen  Wurzel  aushielten,  um  dann  erst  Spiengnng  zu  erführen. 


^lich  also,  dass  mit  der  Zeit  der  Querdruck  ansehnlicher  austüllt 


^     der  Längsdruck  und  vielleicht   sich   zu  gleicher  Intensität  erhebt 

*^^     in    Baumstllmmen.     Uebrigens   wurde   für   Keimstengel    ein    be- 

^>  ■  -^ 

^^Tituter  Unterschied   zwischen   Lüngs-  und  Querdruck  nicht  gefnn- 
^^^     (Kap,  IX). 

Selbst  wenn  die  DruckintensitUt  die  in  unseren  Versuchen  ver- 
^*<^hneten  Wertlie  nicht  übeischreilet,  fällt  mit  Zunahme  der  wiik- 
Sc^tU^u  Flache  der  Gesammtdruck  recht  ansehnlich  aus.    Dieser  steigl 
^^    Versuch   13    für   den   8  mm    langen   Spitzentheil   der  Wurzel    auf 
^  **^3  kg    und    ein    10  cm    dickes    und    100  cm    langes  Wurzelstück 
^"^Urde  bei  einer  Druckintensitiit  von  ü  Atmosphären  einen  Gcsanrmt- 
Aruck  von  rund  GOOO  kg  gegen  die  Widerlage  entwickeln. 

Es  ist  deshalb  nicht  aulTüilig,  dass  z.  B.  ein  Gipscylinder  nach 
U  Tagen  gesprengt  wurde 5  als  in  dessen  Mitte  sich  die  40  umt 
li^ng(^  Keimvvurzel  von  Vicia  faba  befand,  deren  Medianschnilt  yo  qmm 


282 


W,  Pfeffer, 


bcliug.      Denn   liei   einer   IntensittH  von   GO  g   pro  qmia   kam  sschon 
ein    Gesaramtdruck    von    5,4  kg    zuwege,    der    nach    dem   Gesagt 
aber  walirscheinliebst   allnitihlicli  erheblich,  ja  vielleif^ht  bis  auf  d 
Doppelle   gesteigert   wurde.      lu   diesem  Versuche   handelte    es   si 
um  schon  recht  harten  Gips,  denn  ein  weicher  Gipsguss  wird  unlei 
den  besagten  VerhEÜtnissen  in  den  ersten  Tagen  gesprengt.    Uebrigeoi 
ist    zu   beachten  j   dass   in    dem  Gipsverband  bald  Nebenwurzeln  e 
scheinen,  deren  gegen  die  Gipsvvand   wirkende  Spilze  in  dem   G 
saniuitdrock  mit  ins  Gewicht  fällt. 

In  den  bisher  berücksichtigten  Versuchen  wirkte  der  5 — 1 1,2  mm 
lange   Spitzentheil    der  Wurzel    (vgl.  Verlicalreihe  c   der   Tabelle  II) 
gegen  den  Gipsdeckel    und   den  Messapparat.      In  Versuch  4  7   war 
dagegen   der  7  ram    lange   Spitzentlieil    eingegipst   und    die   Energie- 
entwicklung des  anschliessenden  8,7  mm  langen  Spilzenlheils  wurde 
gemessen.      Nach    dem    gewonnenen  Kesultale   (^  5,5  Atra.  Druck) 
erreicht    in    der    benutzten    Versuchszeit   die   Druckintensilät   in   deriJ 
subapicalen  und  apicalen  Theile  der  Wurzel  gleiche  Hohe,     Auf  den 
geringeren  Intensitillsvverth  (3*5  Alm.)   in  Versuch  i9A  ist  kein  Wertli 
zu  legen,  da  in  diesem  Falle  der  Gipsdeckel  zu  ansehnlich  abgedrilogt 
wurde  und  die  so  ermöglichte  Entstehung  von  Nebeuwurzeln  weitere 
Complicalionen  einführte. 

Wird  aber  ein  wachstliumsriiliiger  Theil  der  Wurzel  nicht  en^'^ 
gegipst,  so  ist  eine  gewisse  gegenseitige  ßeinflussung  von  Liin^^S 
und  Querdruck   möglich    untl    für   bestimmte  Falle    nothwendi 
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wurde  schon  besprochen  (p,  208),  dass  bei  mechanischer  Hemmt-^^ 
des  LUngenwaclisthums  der  Sjutzentheil  der  Wurzel  ein  geförder*""^ 
Dickenwactislhum  crfHhrt,  das  ihn  zum  Anschmiegen  und  zum  Wirk^^ 
gegen  Formen  bringt,  deren  Durchmesser  andernfalls  dieser  Würzte  ^ 
Iheil  nicht,  erreicht  liaben  würde.  ™ 

Schon  diese  Ei  vvUgungen  und  die  noch  zu  besprechenden  (Kap.VI  ^^ 
theilweise   auch   schon    angedeuteten  Erfolge,  lassen  keinen  Zweifö^ 
dass  es  sich  niclit  allein  um  rein  mechanische  Effecte,  sondein  auc 
um    auf  Reizvermittlung    basirte   Correlationen    handelt.      Dieserhall 
ist  es   auch    möglich,   dass   eine  Wurzel   es  nicht  zur  vollen  Druckt*' 
energie    bringt,    wenn    irgend    ein   Theil    sich    in   Freiheit   belindc^^* 
doch  ist  nalürlich  nicht  in  allen  Füllen  eine  solche  Beeinflussung  noth- 
wendig. 


al^ 
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Auf  die  zwei  bezüglich  des  Druckes  in  dieser  Richtung  ange- 
slellteo  Versuche  möchte  icli  indess  kein  ent8clieidcndes  Gewicht 
legen.      In   dem  Versuch    18   wurde   die  7,5  nini  lange  Wurzelspilze 

Kjci  gelassen  und  wuchs  im  Laufe  von  10  Tagen  zu  einem  ganz 
lusehnlictien  Wurzelsystem  heran  (vgl.  die  Belege),  w^ihrend  in  dieser 
#!eit    der    Querdruck    des   anschliessenden    in    den    Gipsverbami    gc- 

^hrachlen  WurzeUhoils  auf  3,9  Atmosphüren  anstieg.     Diese  Inlensiiai 

Herreichte  sogar  nur  2,2  Atmospliifcren  in  Versuch  20,  in  w^elchcm  der 
zwischen  zwei  parallele  Thonplatten  eingeengte  Wurzeltlieil  wahrend  der 
iOlligigen  Versuchsdauer  eine  abgeplattete  Form  angenommen  halte. 

K  Weitere  Erfahrungen  werden  lehren  ntilssen,  ob  thatsächlich  die 
Druekenlwickluiig  für  die  FUicheneinheit  nicht  so  hoch  ansteigt,  wenn 
zwischen  zwei  Platten  die  frei  bleibenden  Flüchen  Dickenwachslhuju 
ausführen  können.  Die  gleiche  Frage  gilt  auch  für  den  Fall ,  dass 
dem  einzigen  Verbindungsweg  zwischen  dem  ausgezweigten  Wurzel- 

Hsystem  und  der  Basis  der  Wurzel  das  Dickenwachsthum  mechanisch 
utimüglich    gemacht    ist.      In    tliesem    Falle    dllrrie    aus    allgemeinen 

Hl)i«)logischen   lUlcksichNm   zu   e*rvvarten   sein,    dass  der   eingezwiingb» 

KTIietl  es  endlich  zu  anselmlieher  mechanischer  Ileaction  bringt. 

H  Die   genügende  Genauigkeit   ist   mit   unseren  Versuchsmeihoden 

für  diese  und  Lilmlirhe  Fragen  schon  zu  erreichen.  S[)eciell  die  An- 
gaben ties  Messappaiates  sind  jedenfalls  genau  genug,  denn  selbst 
ein  Fehlei*  vun  3t)  g  füllt  bei  Druckleistungeu  von  mehr  als  lt)t)t>  g 
nicht  mehi'  schwor  ins  Gewicht,  Bei  Anwendung  starker  und  breil- 
bandiger  Federn  ist  auch  ohne  Itelani^  der  Schubdruck,  welchen  dit* 

fc^och  nach  iJingenwachslhmu  strebenden  Wurzellheile  ausüben.  Ebenso 
darf  ich  u.  a.  dt^ii  rt^Iativ  geringen  Fehler  übergehen,  der  daraus 
entspringl,  dass  an  der  tirenze  des  im  Dickenwachsdmm  g(*henunlen 
und  ungehemiuteu  'f heiles  eine  Einbuchtung  t^ntstehl  und  aus  dieser 

^Lanstellation  eine  gewisse,  senkrecht  gegen  den  Gipsdeckel  gerichtete 


IT.    Zeitliclier  Verlauf  tlor  DriiekeiitMiekluug 
iii  Wurzeln. 

Ein  nlilierer  Verfolg  des  Verlaufs  der  Diueksleigeninj;  war  nielit 
hoabsichtigt,  doch  lUösl  sieh  aus  den  E\i>oiiiDeiitcn   füi'  Wurzeln    mul 
ebenso  tiliereinstiiiHiieud  lüi-  Keinisleiii^el  und  Grasknoten  das  Haiipt- 
sHehlichsfe   des  Gant^es   enlnefuiien.      Die    wachsenden   Organe    be- 
ginnen ntiudieh  sogleich  mit  dem  Ausreden  auf  eine  Widerlage  eineri 
Druck  gegen  diese  anszuUben,  dessen  zunikhsl  schnelleres  Ansleigcim 
sich  allniUhlic])  verlangsamL  nm  endhch  auszuklingen,  so  dass  sctdiess — 
Hell  die  l)rn(*kh*ihe  so  gut  wie  conslani  wird» 

Im  Nahrieu    miiss    unl)eslininil    bleiben,    oh   gegen   eine  unver 
rilckbare    Widerlage    die    Drnekschvvellung   sogleich   init   dem    vollei— 
Betrage   einsetzt   oder  zunächst   eine  gewisse  Beschleunigung  bis  z 
einem  Maximum  erfuhrt;    <*b   etwa  die  Druckcurve  sich  für  gcwissi 
Zeit  nahezu  horizontal  hiilt  oder  bald  ahzufallen  beginnt;    ob    ferne 
die  Curve   secundUre  Maxima   und  Minima  bietet,    was,    wenn   aucl 
in  engen  Grenzen,  wahrscheinlich  ist,   da  Wachsllmrn  und  Gewebe^^— ez^ •- 
Spannung    [leriodische    Scliwanknngen     autzuweisen     haben,       Aue  T^ 
ist  noch   fraglich,  ob  etwa   bei    Fortdauei'  tler  mechanischen  W«ieb^ 
tliumshemmung,    also   bei   vergeblichem  Ankilinpfen    gegen    die    ein* 
engende  Widerlage,  die  Druekleistung  gesund  bleibender  Organe  siell 
constant  erhidt  oder  endlich  bis  zu  einem  gewissen  Grade  zurückgeb/^  . 
ein   Kückgang,    ilvr    in    gegebenen  Fällen    als'  ein   Correlationserfolgj^^  * 
eintreten  dürfte.     Sind  die  Organe  bei  Darbietung  der  Widerlage  nichts 
schon  in  vollem  Wachstliuni  begrilFenj    wird  letzteres  vielmehr  erst,  «r 
wi(*  bei  geotropischer  Krümnmng  der   Grasknoten,  durch  einen  Reiz   :5i 
indiicirt,    so    ergiebt   sich  als  unmitlelbare  Conseiiuenz  aus  der  zeit-   — ^ 
liehen    Entwicklung  der  Keizkrümmung,    dass   die    Druckentwicklung   ^ 
gegen  die  Widerlage  durch  ein  Maximum  gehen  muss. 

Wird  'ein  gewisser  Gegendruck  hergestellt,  z.  B.  indem  der  Gips-   — 
deckel  durch  Anspannen  der  Messfeder  mit  bestimmter  Energie  gegen    ^^ 
den    lixirten  Gipsklolz  gepresst  wird   (vgl.  Fig.  3  und  4),  so  beginnt  J 
ein  Abheben  tles  Gipsdeekels  natürlich  erst  dann,  w'enn  die  Druck-    — 
energie   diese  Gegenwiilung  Ut]uilibi'irte  und  überschritt.      Bis  dahin    ^^ 
war    also     keine    Yerhingerung    des    nach    Wachsdium    strebenden 
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rgans  nicigücfi  und  der  mit  iler  Coiii|in'ssit>n  seliiiell  iinsleigende 
)ruck  der  Feder  bringt  es  mit  sich,  dass  der  eingeengte  Pllanzen- 
llieil  auch  fernerliin  nuliezu  imveründert  die  Liinge  der  Gipsforni 
l*ewahrt. 

(iolingt  es   aber  nach  gewisser  Drucksteigerung   die  Widerhigc 
durchbrechen,    so    wäclist    die  Wurzel  u.  s.  w.    weiter   und   hat 
Müi'hch   eine  entsprechende  Arbeit  zu  leisten,    wenn  sie  auf  ilircni 
Tege   einen  WidersUind  zu  überwinden  hat,  ein  Fall,  den  wir  noch 
(Kap*  VI)  zu  belracbten  haben, 

L       In    unseren    auf  die   endliche   Leistung    berechneten    Versuchen 
Irurde  aus  guten  Gründen  zu  Beginn  ein  Gegendruck  hergestellt.     Von 
Bcr  Energieentwieklung  der  Wurzel  erhalten  wir  also  erst  mit  weitei- 
|*ortschreitender  Conipression  der  Feder  Kenntniss.    Aus  dem  bis  da- 
in  erreichten  Drtickwerthe  und  der  verflossenen  Zeit  ist  aber  nur  ein 
illelwerth   berechenbar,    w^iUirend   der  weitere  Verlauf  iU}v  Druck- 
itwicklung   so  weil  n^Uier   verfolgt   werden    kann,    als   die   geringe 
jlule  Conipression  der  Feder  gestattet. 
In    der    tabellarischen    Zusamnienslellung   der   Belege    (Abth.  I) 
ind   die   auf  1    Stunde    berechneten  Druckzunahmen    in  der  ►) Druck- 
kunaluue  pr.    I  Stunde«  siguirten  Verlicalreihe  derart  angeführt,  dass 
die    davorslehcnde    Klaiumer   Druckliohe,    res{»,    DruckdiHerenz    und 
Zcitintervall  markirt,  aus  welchen  der  Mittelwcrlh  für   I   Stunde  be- 
rechnet  wurde.      In  Versuch   Nr,  3   war  i,  B,   das   Experiment    um 
f{  Morgens  fertig   zusammengestellt  worden.     Bis   12  Morgens  hatte 
3h,    nach  Abhebung   des  Gipsdeckels,    ein  Druck  von  66,5  g   enl- 
nckelt   und  dieser  Druck  stieg   von  12  Uhr  bis  2  Uhr  Nachmittags 
luf  93,3  g,  also  in  2  Stunden  um  26,8  g.     In  dieser,  und  zum  Theil 
io  noch  nielir  verkürzter  Form,   sind   auch  die  übrigen  Tabellen  zu- 
kanimengestelU,    die  also  nicht  sümmttiche  Ablesungen  wiedergeben, 
in    denen    ferner'    nur    der    aus    der    Federcompression    berechnete 
Druckwerth    angeführt    ist.      Nur    in   Versuch    I    ist    ausserdem    die 
Kstanz  der  Nadelspitzen    in   Theilstriclien   der    Mikrometerscala  hin- 
^gefügt- 

Aus  diesen  Stundenwerthen  ist  die  besprochene  Regel  der  Druck- 

Eischwellung   allgemein  zu  ersehen.     In  Bezug   auf  den  LUngsdruck 

Icr  Wurzel  von  Vicia  faba  betrug  z.  B.  diese  stündliche  Zunahme  in 

jfersuch  2   für   die  ersten    3^  Stunden   U,78  g,    füi    die    folgenden 
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2  Slunilen   13,4  g,  fOr   die   Tolgendon  4  Slonden   11,65  g  und  sank 
nach  2J   bis  3  Tagen  auf  0,54  g.  m 

Aus  weiteren  Versuchen  ist  zu  entnehmen,  duss  die  Druck-" 
scliwellung  in  der  ersten  Zeit  auch  langsamer  als  in  Versuch  2  fort- 
schreiten kann,  doch  wird  natürlich  dieser  Mittelwerlh  um  so  njelu* 
de|>riuurt,  je  weiter  in  ihm  schon  die  Zeit  verlangsamter  Druck- 
/Amahme  aufgenommen  ist.  tn  diesem  Sinne  ist  auch  der  auf  die 
ersten  23  Stunden  lieztlgliche  Mittelwerlh  0,28  g  in  Versuch  i  zu 
verstehen,  in  welchem  schliesslich  vom  5,  zum  6,  Tage  die  stünd- 
liche Zunahme  auf  0,05  g  gesunken  war.  ^ 

Aus  unseren  Experimenten  ist  nur  zu  entnehmen,  dass  die  Curve" 
der  Drockentwicklung  keine  grösseren  Oscillatiunen  aufzuweisen  hat, 
denn  kleinere  Schwankungen  konnlen  und  sollten  in  den  ExperimeDten 
nicht  gemessen  werden.  Und  wenn  z,  R.  in  Versuch  1  die  stUnd^^ 
liehe  Zunahme  bei  Heginn  des  Experimentes  etwas  geringer  erscheint 
(13,5  gegen  i5,3  g),  so  ist  dieses  schon  deshalb  nichtssagend, 
weil  liier  zunüchst  einige  Zeit  verstreichen  musste,  ehe  die  fort- 
wachsende Wurzelspitze  den  verlilngerteu  Canal  des  Gipsdeckcls 
durchwachsen  hatte.  Zudem  sind  die  mit  dem  Eingipsen  und  üeroj 
Zusammenstellen  des  Experimentes  verknu|iflen  Eingriffe  wohl  geeignet^ 
den  Gang  der  Druckentwickluug  in  der  Wurzel  zu  beeinflussen.  Diese 
gilt  in  noch  höherem  Grado  für  die  Versuche  im  Kautschuckschlaucli 
so  dass  der  unregehnilssigen  Druckzuuahme  in  Versuch  7  ein  Wcrth 
nicht  beigemessen  werden  kann.  ^M 

Die  Gipsmelhode   ist  aber  —  wenigstens   in   der   von   uns    an- 
gewandten Weise  ^  für  niihcren  Verfolg   der  Dnickentwicklung   zu 
Begiou  des  Experimentes  deshalb  nicht  geeignet,    weil   der  (tipsgusi 
mit    der   Wasscraufnahme   an   Volumen    gewinnt    und    deshalb   ein 
Compression   der   Feder  erzielt,  resp.  steigert  (vgl.   p.  259).     Dicsoi 
Vorgang  ist  nach    12  Stunden    beendet   und   somit    inv   tlic   Messung 
des  Endthuckcs  ohne  Bedeutung.     Dagegen  muss  sich  dii^  durch  tue 
Gipsmasse  erzielte  Federsi>anuung  gegen   die  Wurzel   richten,   sofem 
tier  Gipsdeckel   (Fig.  3)   nicht   auf  die   Übrige  Gipsmasse   (a)  gestützt 
ist.     Die  so  erzielte  Resultante  ist  abei-   nicht  so   einfach ,    dass    aus 
der  Bestimmung  der  Dimensionsänderuug  des  Gipses  sich  ohne  weitere; 
die  active  Leistung  der  Wurzel  ableiten  lUsst. 

Den   sofortigen    Beginn   der   Druckwirkung    mit   dem   Auftreffen 
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■  lehren  cvidenl  die  scIioti  besproclieoea  Versyche  (|i.  271  und  Belege 
B  Versuch  22) ,    in   welclieii    die   au   der  Ua-sis   lixirte  Wurzel  mit  der 

freien  Spitze  auf  die  Platte  des  Messnpparates  trat  Hei  Anwendung 
einer  schwachen  Feder  war  mit  der  Druekenlwicklung  ein  niclil  un- 
erheblicher Längenzuw^achs  vei'knüpfl  und  schon  hieraus  erkliirL  es 
|6ich,  dass  die  Druckzunalime  langsamer  verlief,  nämlich  3,82  g  resp. 
6,2  g  in  der  Stunde  betrug. 
Ebenso  wie  das  Wachi!sihum  biclet  ilie  Djiickenhvieklung  spe- 
cißsche  Dtll'eren/en  und  wird  von  äusseren  Verh^illnissen  bueiullusst, 
welche  übrigens,  wie  speciell  die  Teraperalur,  in  unseren  Experi- 
menten ziemlich  constant  waren.  Doch  darf  man  nicht  erwarten, 
dass  die  Druckentwicklung  und  die  normale  WaehsLhunisschnelligkeit  in 
H  einem  proportionalen  VerhUlfniss  stehen.  Denn  mit  der  mechanischen 
Hemmung  ist  der  normale  Zuwachs  thatsiichlich  imfgehoben,  also  ein 
neuer  Zustand  geschaffen,  in  welchem  die  Pflanze  so  reagirt,  dass 
durch  Flüclrenwachsthuni  der  Zellhaut  die  zuvor  auf  die  Spannung 
der  letzleren  verwandte  osmotische  Energie  gegen  die  Wider  läge 
gelenkt  wird*  Gleiches  geschieht  auch  bei  künslliclier  Compression, 
doch  ist  nicht  zu  vergessen,  dass  mit  solchen  Eingrilfen  iicsonderc 
Yerhiillnisse  oder  doch  gewisse  Iransitorische  Slürungen  geschaflen 
werden  können. 

In  denjenigen  Versuchen,  in  welchen  eine  künstliche  Drucksteige- 
rung zur  Anwendung  kam,  habe  ich  wohl  beobachtel,  dass  die  active 
—^  üruckschwellung  sogleich  weiter  ging,  ohne  indess  den  Gang  leLzlerer 

■  näher  auf  Störungen  u.  s.  w.  zu  prüfen.  Diese  active  Schwellung 
wird  selbstverslündlich  mit  der  Druckhohe  vcilangsamt,  Wenn  man 
aber    aus   dieser   activen   Schwellung   und    der    in   kurzer  Zeit    voll- 

Izogenen  künstlichen  Drucksteigerung  den  slündlichcn  Mitlelvvcrth  be- 
rechnet,   so   wird    dieser   natürlich  j    je    nach    der   in   Rechnung   zu 
ziehenden  Zeit  und  Drucksteigerung,  grosser   oder  kleiner   ausfallen, 
H   als  der  vor  der  Drucksteigerung  gefundene  Siundenwerlh. 
B  Dem  entspreclicn  auch  die  bei  Ermittlung  des  Querdrucks  in  der 

Wurzel  von  Vicia  laba  gefundenen  Resultate.  In  Versuch  J3  (Abth.  I) 
wurde  z.  B.  am  H.  Januar  8  Morgens  der  Druck  künstlich  um  201  g 
B  gesteigert  und  erfuhr  in  den  Iblgenden  2i  Stunden  eine  active  Zunahme 
um  57  g.  Die  sttlndliche  Druckzunahme  betrügt  somit  10, 7S  g  und 
ist  ansehnlicher  als  jeder  vorausgegangene  Stundenwerth   (4,07  und 
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4,36  g).  Dagegen  fällt  z.  B.  in  Versiicli  1i  dieser  vorausgegangene 
Werlh  ansehnlicher  aus,  als  der  nach  ilei"  Drucksteigerung  m$  der 
äislUndigen  Belastungszeit  berechnete. 

Bei  ungestörter  Entwicklung  bietet  übrigens,  wie  aus  den  Vrr- 
suchstabellen  folgt,  die  Druckzimahme  in  transversaler  und  longitu- 
dinalor  Richtung  denselben  Gang.  Durclischoiltlich  geht  aber*  wie 
auch  das  Wachsen,  die  Üruckzunahme  in  transversaler  Richtung  lang- 
samer von  statten. 


wnrd 


V-   Die  Meeliaiiik  der  AiisseiileiNtniig  dnrcli  Wurzeln. 
A.   Vorbemerkungen. 

Während  es  vielfacli  gelang  gewisse  Theile  einer  vitalen  Reaction. 
insbesondere   die   mechanischen    Mittel   der  Ausführung   auf/ukhtrcn, 
liegt    noch    in   keinem  Falle    eine    lückenlose    Einsicht   in    die   gan^*^ 
Kette    von    Processen    vor,    die    von    einem    Anstosse    ab    zu    d^^ 
mechanischen  Ans  fahr  ong   und   somit   zum  endlichen  Erfolge  führc^^* 
In    gleicher   Lage   befinden    wir    uns    in   Hinsicht    auf  die   Fähigk^^^ 
wachsender  Ptlanzen,  gegen  iiussere  WiderstiSnde  je  nach  BedUrfnii^^ 
also    in   selbstregula tonischer   Weise,    ein    grösseres    oder   geringer 
Maass  mechanischer  Energie  zur  Wirkung  zu  bringen.    Die  nächsl^^^^  "^ 
zur   mechanischen   Ausfuhrung   der   Reaction    fahrenden   Mittel    ab      ^ 
vermochten  wir  völlig  aufzudecken  und  den  diesbezüglichen  Studi 
ist  dieses  Kapitel  gewidmet,  während  ^wir  allgemeinere  Betrachtungi 
über  diese  selbsh-egulatorische  Reaction  auf  später  verschieben.    Au< 
halten   wir  uns  hier  speciell   an   die   maximale  Leistung  gegen    ei 
unverrückbare   Widerlagc,     da     sich     aus    den   so   gewonnenen   E 
fahrungeu    die   Verhältnisse   bei   äusserer  Arbeitsleistung    durch    ein*- 
fortwachsende  Ptlanze  leicht  ergeben. 

Durch  welche  Mittel  überhaupt  die  Pflanzen  mechanische  Leistunger 
gegen   entgegentretende   Widerstünde   zu   vollbringen  vermögen,    ist 
in  meinen  »Studien  zur  Energetik   I892<f  dargelegt,   auf  welche  ic 
demgemäss  hier  verweisen  muss  (besonders  p*  213 — 240),    An  dies« 
Stelle   ist  gezeigt,    wie    in  zartwandigen  Zellen   und  Geweben, 
auch   in  den  Wurzelspitzen,    als  hinreichende  Kraftquelle  fUr  hol 
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Uissenwirkiiiig    nur    die    osniolischo   Energie    zur    Verrügiing    stellt» 

liese  osmolische  Energie,  oder  was  dasselbe  sagt  die  Tiirgorknift'), 

ird  normalerweise  durch  die  enlspreeheode  Spanonng  der  Zcllliant 

quilihrirt,  und  nur  so  weit  für  diese  Spannung  die  Turgorkrafl  nicht 

Ans[Hnich  genommen  ist,    vermag  sie   gegen    eine   andere  Witler- 

Jagc  zu  wirken. 

i        Eine   solche  Ucbertragtmg  der  osmotischen    Energie  wird    auch 
bei  t Kompression  der  Zellen  durch  eine  nmschliessende  Widerlage  er- 
weicht,  indem  eben,    dem  ausgeübten  Drucke  entsprechend,  die  Zell- 
■vand  mehr   und   mehr   und   endlich    glin/Jich    entspannt   wird.      Bei 
■och   weiter   fortgesetzter   Compression    giebt    das   zartwandige   Ge- 
webe   nur  deshalb  nicht   wie    ein    turgorloses  Gewerbe    nach,    weil 
mit  dem  Wasseraustritt  die  Losung    in   den  Zellen  concentrirtcr  und 
-desshalb  osmotisch  leistungsfähiger  wird. 

W        Eine  wachsende  Zelle  oder  Pflanze,  in  w^elcher  die  Turgorkraft 

ebenfalls  in  jedem  Zeitdiflerential  durch  die  Spannung  der  Wandungen 

Jiquilibrirt  ist,  hat  beim  Autlreffen  auf  Widerstand  iliese  Uebertragnng 

hier  osmotischen  Energie,  also  die  nythige  Entspannung  der  Zellhaut, 

selbstthUtig   zu   besorgen.     Das  geschieht,  indem  die  Zellhaut  weiter 

die    Flitche   wächst,    wenn   auch   die   fesle   Widerlage    eine   Vor- 

rösserung  des  äusseren  IJmfangs  nicht  gestattet*    Je  weiter  also  die 

vermittelte   Entspannung    fortschreitet,    um    so    mehr    osmotisclie 

Energie    wird    als  Druck   gegen    den   vorgefundenen  Widerstand  ge- 

nrandt,  ein  Druck,  der  mit  völliger  Entspannung  der  Haut  sein  Maxi- 

bum  erreicht,  da  er  ja  höchstens  der  jeweils  gebotenen  osmotischen 

Knergie   gleichkommen   kann.      So    lange    aber   noch    ein   Theil    der 

osmotischen  Energie  auf  Spannung  der  Haut  verwandt  ist,  kann  der 

nnaximale  Grenzvverth  nicht  erreicht  werden. 

■  Die  Entspannung  der  Haut,  d.  h,  das  hierzu  fuhrende  Wachsen, 

liefert  also  nicht  die  Druckkraft,  sondern  dient  nur  dazu,  die  gebotene 
osmotische  Energie  gegen  eine  iVussere  Widerhige,  also  gegen  einen 
anderen  Angrilfspunkt  zu  lenken.  Zu  .solcher  Druckentwicklung  gegen 
einen  gebotenen  Widerstand  bedarf  es  keiner  Erhöhung  der  Turgor- 


i)    Wegen  der  geringen  Cohasioo  lai  Protoplasnmkörpcr  fallt  die  Turgorkrüft 
Ht  wie  allein  auf  osmotisclie  Energie.     Vgl.  PFEFrEB*  Zur  Keiintniss  der  PlaÄüia- 
und   der  Vaciiolen    1890^  p.    15t    ü,   329. 
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krafl  und  lhalj?iiclilicli  Irin  eine  solclic  bei  gewissen  Pflanzüii  nicht 
ei«.  In  underen  Pflanzen  dagegen  setzt  sich  die  Reaclioti  gegen  eine 
Witlcilaj^^e  aus  Hautentspannnnij;  und  TurgorsLeigerung  zusammen. 
Wild  damit  die  potenlielle  Fälligkeit  rilr  Druckleistung  natürlich  er- 
höht, so  niuss  dci^halh  doch  nicht  die  in  einer  anderen  Pllanze 
normal  vorhandene  osmotische  Energie  tlbertroften  sein*  und  schon 
dieserhalb  leuchtet  ein,  dass  die  relativ  höcliste  Ausäenleistung  nicht 
nothwendig  an  eine  Turgorsteigerung  geknüpft  ist. 

Die  Turgorschwellung   ist   also  ein  zwar  vielfach  mitwirkendes, 
aber   nielil   nothwendiges   Glied   der  Heaclion.      Ein    in   wachsenden 
Organen  nothwendiges  Glied  ist  aber  die  llaulenis|uinnung,  die  durch 
bleil)ende  Vorliingerung,  also  durch  das  FUiehenwaclKslhuin  der  Zell- 
wand erreicht  wird»     Die  Thatsaclie  dieser  Entspannung  genügt  zur 
Charakterisirung  des  nUchslen  Miltels  für  die  llealisinmg  der  AuBi^ea- 
leistiing,  für  deren  Erzielung  und  Erfolg  es  ja  überhaupt  gleichgiltig 
ist,  auf  welche  Weise  die  Enls|iannung  erreicht   wird.      Diese  aller- 
dings für  den  llückverfolg  der  Glieder  der  Reaclionskeltc,  sowie  für 
die  Wachstluimsmechanik   bedeutungsvolle   Frage   werden   wir   dem- 
gemäss    nicht    in   diesem    Kapitel,    sondern   erst    sputer    heliandeln. 
Analog  haljen  wir  hier  nur  mit  der  T^onstanz  oder  der  Veränderung 
der  Turgorkrafl   als  Thatsaelie  zu  rechnen,    da    allein  die  Höhe    der 
Turgorkraft    die    disponilile   Energie   bestimmt    und    es   in   alleiniger       *j 
Rücksicht  auf  diese  nicht  in  Uetraclvt  kommt,  welche  Stoffe  wirksam     Mr2 
sind  und  durch  welche  Mitlel  dieselben  in  der  Pflanze  erzeugt  oder    ^m 
gewonnen  werden. 

Natürlich  kann  auch  durch  alleinige  Turgorsteigerung  ein  Druck ^ä5#c 
gegen  eine  Widerlage  eneichl  werden,  welche  der  nach  Ausdelmun^^^  m 
struhentlen  Zelle  entgegenlritl.  Ausscliliesslicli  in  dieser  Weisc:L*.fesi 
reagiren  jedoch  wachsende  Pllanzcn  gegen  einen  Widersland  niclittM:f 
lind  bei  gilnzlicliem  Mangel  des  Wachsens  ist  eine  Arbeiisleislunji^Äia' 
auf  weitere  Strecke  ausgeschlossen.  Denn  durch  die  znnehmendo  •^> 
Spannung  der  elastisch  gedehnten  Haut  wird  die  Turgorkraft  ü(|uili — i  * 
hrirt,  und  bei  den  ElasticitUtsverhültnissen  der  meisten  ausgevvachseneirJi  ^ 
ZettwUnde  wird  so  die  VerllUigcmng  in  enge  Grenzen  gewiesen^  ä:^* 
Nur  wo  sehr  ansehnliche  elastische  Verlängerungen  oder  besonderere^ '^ 
geeignete  Constellalionen  geboten  sind,  können  demgemciss  durclt^^^ 
eine  Turgorschvvankung  so  weilgeliende  Ucwegungeo  erzielt  werden 
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Spannung  kiHirn  exislirl*),  class  Terner  zu  den  hohen  Driickleisttingen 
auch  das   nicht   oder   kaum   diirerenzirte  Spitzengewebe  befähigt  h 
dass   ferner   grössere,   ein   Ausweichen   gestattende   RUume  zwischi: 
diesen  jugendlichen  Zellen  nich!   vorhanden  sind. 

In  zartwandigen  Geweben.    cjIso   auch  in  den  Wurzelspitzen 
aus    bekannten   und   schon  besprochenen  Gründen  eine  höbe  Druck- 
eoergie   nur  durch   die  Turgorkrafl   erreichbar  und   so  lauge   durch 
diese  die  Wandungen  gespannt  werden,  ist  es  überhaupt  unmöglichj 
dass  die  Zellw^nde  eine  Druckwirkung   durch   actives  Ausdehnunga^f 
streben    erzielen^).       Eine     solche    Aclion,     in     welcher     also     die 
Wandungen  mit  eigener  Energie,  wie  ein  quellender  Hoizspan,  gegel 
die  Widerlege  pressen  würden,  kann  demgemäss  in  dem  zartwandiger 
Spitzenlheil  der  Wurzel  keine  neonenswerlhe  Bedeutung  erlangen. 

Nach  diesen  Vorbemerkungen  sollen  nun  zunächst  die  Studien 
über  die  TurgorverhUltnisse,  dann  die  über  die  Hautentspannung  mit- 
getheilt  werden.  Nach  beiden  Seiten  wurde  am  ausgedehntesten  die 
Wurzel  von  Vicia  faba  uniersucht.  In  dieser  ist  die  Reaction  gegen 
Widerstünde  von  einer  ansehnlichen  Turgorschwellung  begleitet 
welche  dagegen  der  Wurzel  von  Zea  mais  abgeht.  Doch  scheint  in" 
den  meisten  Wurzeln  eine  mehr  oder  weniger  aufßillige  Turgor* 
Steigerung  eingetreten,  wenigstens  wurde  eine  solche  bei  den  übri- 
gen untersuchten  Keimpflanzen  gefunden,  nUnilich  in  der  Keimwurzel 
von  Vicia  sativa,  Lupinns  albus,  Helianthus  annuus,  Ricinus  communis, 
Polygonuni  tataricum,  Brassica  napus,  Sinapis  alba.  Analoges  ep^| 
gaben,  wie  hier  im  voraus  bemerkt  werden  mag,  die  wachsenden 
Theile  der  Stengel  einiger  Keimpflanzen,  während  in  Chara,  Nitella, 
Spirogyra  keine  Turgorschwellung  eintritt.  Dasselbe  ist  der  Fall  bei 
mecfianischer  Hemmung  der  geolropischen  Wachslhumskrümmung  von 
Triticum  vulgare  und  spella,  wlihrend  die  nach  Verliingerung  stre- 
bende Lmtcrseitc  des 
Ansteigen  des  Turgors  erfahrt. 


Knotens   von  liordeum  vulgare  wiederum  ein 


i]  SAciii;,  Arbeit,   d,   bol.  InslUiils  in  Wür^&burg   4  873^   Bt\,   I.   p.   43&J 
1)  Vgl.   l^FErFKH^  liiiergotik   1892,   p.  2(5,    224. 
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B,  Targorverhültiiisse. 

L  Melliodischös, 

Die  Turgorhülic  wurde  zumeist  nach  (tor  üblichen  Melliode,  il.  h. 
mich  der  eben  merklieh  werdenden  plasmoljlischen  Abhebuiif;  bc- 
nrüieilt,  die  im  Allgemeinen  elwiis  hesser  liervortritt,  wenn  man  die 
Wandungen  fiUljt,  indem  man  dei*  Kalisalpeler-Lijsnng  etwas  Congo- 
rolh  zufügt  (der  FarbslolT  sclicidel  sieh  leiehl  wieder  ans),  [.lingere 
Uingsschnitte  aüs  der  Wurzel  wurden  niil  der  Sal|»cterl5sung  injieirl 
und  nach  20  bis  30  Min.  (in  dieser  Zeil  ist  siels  der  Endzusland 
erreicht)  wurde  dann  uniersucht,  bis  zu  welcher  Entfernung  von 
iler  Wurzelspilze  in  einer  grösseren  Zahl  von  Zellen  Plasmolyse  be- 
merkbar war.  Zur  Priicisiren  der  liöchsteu  und  niedersten  Turgor- 
wertlie  dienten  um  t>,5  \olumprocent*)  (diese  sind  stets  gemeint) 
verschiedene  Lösungen  \'on  Kalisalpeter,  während  ausserdem  theil- 
weise  nur  für  die  um  I  Proe.  dilFerirenden  Lösungen  der  Abstand 
der  beginnenden  Plasmolyse  von  der  Wui^zelspilze  ermittelt  wurde. 
Diese  Genauigkeit  ist  ausreichend,  da  ttiatstichlieh  benachbarte  Zellen 
derselben  Gewebschicht  DitTerenzen  bis  0,5  Proc>  Salpeter  aufweisen. 
Uebrigens  beziehen  sich  meine  Angaben,  sofern  nichts  Anderes  be- 
merkt ist,  stets  auf  die  mittleren  Zelllageu  des  Rinden|>arencliyms. 
P  Zur  Controte  wurde  ausserdem  die  nVerkurzungsuiethode«  be- 
nutzt, welche  darauf  basirt,  dass  mit  der  eben  erreichten  Aufhebung 
des  Turgors  die  fernere  elastische  Verkürzung  aufhöil,  da  Salj*eter- 
lüsung  solcher  und  selbst  doppelt  so  hoher  Concentration  durch  ihre 
Wirkung  auf  die  imbibirte  Zell  wand,  auch  in  den  Wurzeln,  keine 
merkhchc  Verkürzung  hervorrufen.  Zur  Ermöglicliung  dieser  Methode 
ist  uatüilich  eine  genügend  genaue  Messung  der  realisirten  elasti- 
schen Verkürzung  Voraussetzung, 
P        Die  Messung  geschah  mikrometrisch  an  fixen  Marken,  also  nach 


B  0   Es   hat  bier    keiiieu  Yortbeil^   Lösungen   nach    AoquivalentwtTÜjen   anzii- 

Mfciidcn,   dcJ   es  bicIi    nur    um    ilie    Kenntnis^   der   osmotischcMi    Drurkbühc    tiandell, 
die    üborsichUiclier    durch     die     gewühnlfchen     |>roccnliscbeii     Losungen     ausge- 
Irückl  wird. 
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einer  Methode,  die  ich  seit  langer  Zeit^)  mit  grossem  Yortbeil  fUr 
verschiedene  Zwecke  anwandte  ubd  die  thatsächlich  mannigfachster 
Verwendung  fähig  ist.  Als  sehr  geeignet  für  Herstellung  von  gut 
haltbaren  Marken  hat  sich  die  sog.  unauslöschbare  schwarze  Tusche^) 
(von  Bormann)  bewährt.  Mit  dieser  in  geschickter  Weise  aufgetragene 
Pünktchen  bieten  fast  stets  irgend  eine  markirte  Ecke  oder  Kante, 
die  mittelst  einer  flüchtigen  Skizze  in  späteren  Messungen  unzweifel- 
haft wieder  zu  erkennen  ist.  In  solcher  Weise  wurden  an  der 
Wurzelspitze  4  oder  3  verschiedene  Strecken  markirt,  deren  jede  an- 
nähernd 1 — 1,2  mm  lang  war.  In  den  meisten  Fällen  entsprechen 
einer  solchen  Strecke,  bei  einem  Mikrometerwerth  von  0,013  mm, 
80 — 100  Theilslriche ,  so  dass  (bei  einem  Messungsfehler  von  0,5 
bis  höchstens  1  Theilstrich)  eine  Genauigkeit  von  etwa  1  Proc,  er- 
reicht wurde. 

Gewöhnlich  operirte  ich  mit  abgeschnittenen  Wurzeln,  die  mar- 
kirt, zumeist  partiell  mit  Wasser  injicirt  und  dann,  nach  Messung  des 
Markenabstandes,  in  die  Salpeterlösung  gebracht  wurden.  Jetzt  und 
bei  fernerem  Wechsel  der  Lösung  genügten  erfahrungsgemäss  25  bis 
30  Min.,  um  selbst  die  dicken  Wurzeln  von  Faba  in  den  jeweiligen 
Gleichgewichtszustand  überzuführen.  Ergab  sich  dann  z.  B.  bei 
Uebertragung  je  einer  Wurzel  aus  der  3proc.  in  eine  2-  resp.  eine 
4proc.  Lösung  eine  Verlängerung  resp.  keine  Dimensionsänderung, 
so  lag  der  osmotische  Werth  in  der  gemessenen  Zone  zwischen  2  und 
3Proc.  Salpeter.  Ob  dieser  Werth  näher  an  2  oder  an  3  Proc.  her- 
anreicht, darüber  orientirt  einigermassen  die  relative  Dimensions- 
Undenmg,  welche  allerdings  nicht  gerade  proportional  der  Turgor- 
kraft  ist.  Durch  Anwendung  von  Lösungen  mit  0,5  proc.  Concenlra- 
lionsdifferenz  wurde,  wo  es  darauf  ankam,  eine  weitere  Präcision 
des  osmotischen  Werlhes  erzielt. 

Die    analoge    Behandlung    erfuhren    die    eingegipsten    Wurzeln, 


4)  Physiologische  Untersuchungen  4  873,  p.  27.  Periodische  Bewegungen 
1875,  p.  i5  u.  s.w.  —  Hier  ist  auch  schon  der  Vortheil  hervorgehoben,  dass 
bei  massiger  Krümmung  und  bei  Messung  kurzer  Strecken  die  DifTerenz  von  Sehne 
und  Bogen  verschwindend  gering  wird. 

2)  Damit  lebende  Wurzeln  beim  Auftrügen  distincter  Striche  nicht  leiden, 
sind  feine  Striche  mit  nicht  zu  concentrirler  Tuschflüssigkeit  aufzutragen  und  ist 
dann  die  Wurzel  kurz  in  Wasser  zu  tauchen. 
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deren  [vartielle  Injeclion  mit  Wasser  schon  vor  dem  Entijipsen  ge- 
;liah  und  die  theilvveise  (jedoch  ohne  Aenderung  des  Resultats)  zur 
.e(]uiiibrirLing  des  osoiolisehon  Ueberdrui'ks  direct  aus  dorn  Gipse  in 
tue  2|)roc.  Salpelerlösiing  kamen. 

Zu  den  Messungen  dieole  theilwcise  ih^  gewöhnliche,  theilwoiso 
as  horizontale  Messmikroskop  (p.  2oü).  In  ieULeicm  Falle  belanilt^n 
Icli  Wyrzel  nnd  Lösung  in  kleinen  Cüvelten,  im  erslereo  Falle  wurde 
ie  Wurzel  miUelst  eines  Guiimiiringes  aut  einem  Objectlrager  fest- 
[ehallen.  Die  beiden  Marken  müssen  natürücli  stets  genau  in  tUe 
esichlsfeldebene  fallen,  doch  ist  es  bei  geschicktem  Operiren  un- 
!hwer  möglicli,  diese  Bedingung  zu  reahsiren  und  doch  die  Mos- 
^ung  schnell  durchzurühren. 

INach  dem  Einsetzen  in  ein  neues  Medium  ist  meist  schon  in 
0  Mio.  die  constante  Länge  erreicht,  welche  sich  dann  für  die 
lichste  Zeit  erhalt,  abgesehen  von  dem  Falle,  dass  Wasser  oder  ver- 
dünnte Lösungen  Zuwachs  gestatten').  Dazu  gehen  die  Wuizeln 
im  Zurückbringen  in  das  Ausgangsmedium  auf  die  früheie  Llinge 
^rUck,  selbst  wenn  sie  inzwisclien  |  oder  ^2  Stunde  in  einer  phis- 
olysirenden  Salpeterlösung  verweilt  haben.  Denigouiliss  wird  in 
ler  gemessenen  Zone  durch  diese  Operaiioiyen  in  Bezug  auf  die 
'urgordehming  keine  YeiUnderung  herbeigeführt  und  zugleich  liegt 
n  diesen  Experimenten  der  Beweis,  dass,  wie  es  ebenfalls  ilie  ein- 
frischen  Erfahrungen  an  Faba  etc.  lehren,  eine  als  Reaclion  gegen 
lue  Widerlage  entwickelte  Turgorschwellung  sich  genugsam  erhalt, 
IUI  auch  der  [»lasmoly tischen  Messung  zuglinglich  zu  sein^). 

Da  die  Verkürzung  genau  mit  dem  isotonischen  Zustand  vollendet 
l,  wiihrend  für  l^>zielung  der  Abhebung  des  lVoto[)lamakörpers,  also 
Ir  Erreiclumg  des  Index  in  der  plasmolytischen  Mcthoile,  eine  wertere 
osmotische  Wirkung  nölhig  ist,    rnuss  diese   Methode  im  Allgemeinen 
huliere  Salpeterwerthe  liefern,  wie  es  IhatsUchlich  auch  zutrilft.     Zu 

Ieachten  ist  aber  auch,  dass  die  Verkürzungsmethode  für  ein  aus 
^  {)  Nach  lüngerer  Zeil  kann  atimälitieli  in  S:ilzlösonij;cn  durch  Aufnahme  und 
ceoniodalion  eine  t^ewisse  Yeriruigorung  zu  Stande  kommen,  Y|^(.  z.  IL  Askenasv» 
er.   bot.  Ges.    i8da,   (>.  GG. 

%)  Es  ist  wohl  zu  beachten»  dass  sich  durchaus  niclii  alle  indurirlen  Turgor- 
adcrungen  crhidlea  mi^issen.  Vf^l,  tiierüber  Pkkfkeh,  Hiysiotogic  Bd.  H.  p.  Älü, 
B9  und  Enerj^iMik    I89f,    p^u-  228. 
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uogleicliweiiiiigen  Zellen   aufgebautes  Gewebe  die   liOchsleu  Turgor 
werthe   keonzeichnet,  ib  Constanz  der  Länge  ersl   nach  Aufliebunj 
der  Turgorspanniini;  in  allen  einzelnen  Zellen  erreicht  wird.     Ferner 
gestattet  die  Verkürzirngsinelhode   eine   Beslimimmg   der  Turgorkrafl 
im  Urmeristem  nocii  dann,  wenn  die  Plasn^olyse  versagt. 

Dagegen  ist  die  Verkürxungsmeüiode  nur  bei  genügender  Turgor- 
dehnung  anwendbar.  Denn  wenn  die  Bestimmung  des  GrenxwerLhe?; 
an  sich  nnablitingig  von  der  Ain|»lilude  der  Verkürzung  ist,  so  niuss 
diese  tloch  einen  Werth  erreichen,  der  eine  genügend  genaue  Mei»^^| 
suiig  gestatteL  Das  ist  in  der  Wurzel  in  dein  ausgewachsenen  Theile 
nicht  mt^hr  der  Fall,  und  ila  nach  dem  Eingipsen,  z.  B.  bei  Faba  die 
vvachslhym.sniluge  Strecke  auf  G  nirii  verkürzt  wird,  so  ist  die  hier 
besprochene  Methode  auch  nur  auf  diesen  Spitzenlheil  anwendbar, 
während  sie  in  der  normalen  Wurzel  bis  auf  i  4  mm  von  der  Spitze 
aust^tHlehnt  vvcrdon  kann. 


2.  Die  Turgorregulation* 

Wie  schon  benierki,  wurtlen  die  Turgoi  vcrluiltnissc  am  eingehend 
sten  in  dei'  Keimwurzel  von  Vicia  faba,  nüchstdem  an  der  Wurzel 
von  Zea  mais  untersucht,  von  welchen  in  Gipsverband  die  erstere 
eine  erhebliche,  die  letztere  aber  keine  Turgorsleigerung  erltihrt.      \ 

Diese  Tuigorverhältnisse  sind  für  die  Keimwurzel  von  Vicia  faba 
auf  Grund  der  gewonnenen  Mittel  werthe  graphisch  dargestellt  i 
Fig.  7,  in  welcher  die  Abscissen  die  Entfernung  von  der  liusserslei 
Wurzelspitze  (incl  Haube)  in  mm,  die  Ürdinaten  die  Salpetervverthe 
in  Volumprocenten  angeben.  Die  Curven  a  und  a  beziehen  sich  auf 
die  plasnmlylischen  EnniLlelungen  im  mittleren  Rindenparenehym, 
und  zwar  entspricht  a  den  normal  in  SiigespUnen  erwachsenen,  a  den 
24  bis  li  Stunden  lang  eingegipsten  Wurzeln,  in  welchen  die  TurJ 
gorschwellung  ihr  Maximum  erreichte.  Durch  c  ist  der  nach  üstUn- 
digem  Eingipsen  erreichte  Turgorzusland  versinnlicht.  Die  Curvei 
b  und  h*  sind  auf  Grund  der  Uesullate  der  Verkürzungsmelhode  con 
struii  tj  und  zwar  gibt  b  den  normalen,  b*  den  nach  2-  bis  3  teigigem 
Eingipsen  maximalen  Turgor  an. 

Aus  der  (anve  a  ist  sofort  zu  ersehen,  dass  in  noimalen  Wup 
zeln  der  Turgor  nach   Vollendung  des   Likngenwachslhums  sich  co 
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65] 


Druck-  und  Arbeitsleistung  Duncn  wachsende  Pflanzen. 


297 


slant  auf  2,5  Proc.  (so  sei  kurz  gesagt)  erhält,  dann  aber  vom  Be- 
ginn  der  Ulngsstreckung,  also  etwa  10  mm  von  der  Spitze  ab,  langsam, 
späterhin  schneller  steigt  und  2  bis  3  mm  von  der  Spitze  4  Proc, 
den  Äfaximalwerth,  erreicht.  Nach  vollendeter  Turgoi'schvvellung  ist 
dieser  Maximalvverth  etwas  Ober  5  Proc.  gestiegen  und  der  Turgor 
behält  diesen  Werlh  bis  etwa  6  mm  von  der  Spitze,  dann  fiillt  die 
Curve  d  aUmählich  und  erreicht  ungefähr  20  mm  von  der  Wurzel- 
spitze den  Normalturgor  ausgewachsener  Theile.  —  In  anderer  Aus- 
drucksvveise  kann  man  auch  sagen,  dass  der  Normalturgor  basipetal 
verschoben  ist,  der  Turgorwerlh  4  Proc.  z.  B,  von  2  mm  auf  fO  mm 
von  der  Wurzelspitze  hinweg  rückte. 
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^Ig.  7*  Graphifclie  Darstellung  der  Turgorverhttltnlsse  in  der  Wurzel  von  Vlcia  faba  vor  und 
viach  dem  Eingipsen.  —  Die  plasmolytiscU  ermitlellen  Curven  a  und  a'  stnil  ab  Miticl- 
"•^BverÜi  nus  je  6  Wutxelii^  die  nacli  der  Vcrkürzungsmdthode  construirten  Curvcn  h  und  h* 
«Als  MillelwerUi  aus  je  4  Wurzeln  gewonnen.  Die  Curve  e  gibt  den  Turgorbefund  einer 
einzelnen  Wurzel  uüch  GsUindigem  Eingipsen. 


Es  ergiehl  sich  also  die  beachtenswerthe  Thalsache,  dass  die 
Turgorschwellung  auch  Wurzelstrecken  ergreift,  deren  Ulngenwachs- 
Ihum  zur  Zeit  des  Eingipsens  vollständig  vollendet  war.  Die  grösste 
Steigerung  aber,  etwas  mehr  als  2  Proc,  liegt  ö  bis  7  mm  von  der 
Spitze,  d,  h.  annähernd  in  der  Region,  welche  sich  zur  Zeit  des  Ein- 
gipsens in  der  sÜhLsten  Längsstreckung  befand.  Bei  Henrlhoilutig  der 
arropelal  liis  auf  1  Proc.  abnehmenden  Tu rgordi Heren z  ist  zu  be- 
achten, dass    im    Spitzentheil    schon    der    Normalturgor   hoch  ist  und 

AbhftndL  d.  K.  ä.  üis»lliicb,  d,  VVImoiimcIi.  XIXHK  31 
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schliesslich  eine  SteigerungsPahigkeit   über   einen  gewissen  ab.soluteoj 
Weith  nicht  erwartet  werden  kann. 

Die  mit  der  Verkürzungsmethode  gewonnenen  ResuUale  liefern  eine " 
wesentlich  analog  verlaufende  Ciirve,  welche  aber  ungefHhr  um  O.SProc. 
tiefer  liegt.  Aus  der  schon  (p.  295)  gegebenen  Erklärung  (lieser 
Differenz  geht  auch  hervor,  dass  diese  Curven  b  und  b'  den  reellen 
isosnioUschen  WerUien  nUher  kommen  müssen,  als  die  Curven  a  untla. 
Da  die  Verkürzungsmethode  den  höchsten  vorhandenen  Turgoi-zusland 
niarkirt,  so  ist  aus  Obigem  das  mit  den  plasmolytischen  Erfahrungen 
übereinstimmende  Resultat  zu  entnehmen,  dass  die  Turgorkraft  des  fl 
Rindenparenchyms  in  anderen  Elementarorganen  unserer  Wurzel  nichl 
wesentlich  überlrolfen  wird. 

Die  Curven  b  und  fc'  endigen  1  mm  vor  der  Wurzelspitze.  (1.  k 
in  der  Mitte  der  Marken,  welche  den  0,5  bis  1,5  mm  von  dei*  S|)iUe 
entfernten  Wurzellheil  umfassten.  Da  nun  in  dieser  Zone  auch  der 
Scheitelpunkt  des  Wurzelkörpers  eingeschlossen  war,  so  kommt  folg- 
lich in  den  freien  und  eingegipsten  Wurzeln  dem  Urmeristeoi  derselbü 
Turgor  zu,  wie  den  basipetal  anschliessenden  Zonen,  Diese  Er- 
weiterung ist  von  einiger  Bedeutung,  weil  der  Turgorwertb  des 
Urmcristeras  in  der  Wurzel  von  Faha  auf  plasmolytischem  Wege  nicht 
bestimmbar  war. 

Die   Reaction    der   Keimwurzol    von   Zea   Mais    ist    von    keiner 
Turgorschwelkmg    begleilet    und    denigemUss    gelten    die   Curven  i^ ' 
Fig,  8  in  gleietier  Weise  für  freie  und  eingegipste  Wurzeln.    In  beid^*! 
haben,  abweichend  von  Faba,  einzelne  Gevvebecomplexe  eine  erbeb^ 
liche  Tyrgordilferenz  aufzuweisen,  wie  aus  der  graphischen  Darst^^^ 
lung  zu  ersehen  ist,  in  welcher  a  sich  auf  die  plasmolytisch  gefunden 
Werthe  des  mittleren  Rinden]>arenchyms,  a    sich  auf  das  Füllgewc 
des  Centralcylinders  bezielit.    Der  ÜDlerscIiied  zwischen  beiden  g^ 
bis   1  Proc.  Salpeter,  scheint  aber  in  älteren  Wurzeltheilen  mehr  u^^ 
mehr  abzunehmen   und   nuiss  natürlich  mit  der  Gewebcdifferenzirii*^ 
im    vordersten  Spitzenlheil   der  Wurzel   schwinden.      Nach    den 
beiUiufigcn  Beobachtungen  in  anderen  Gewebecomplexen  scheint 
Turgorcurve  der  jungen  Phloemelemente  durchsclmitllich  etwas  höh 
die  der  gefüssbildenden  Zellen  niedriger  zu  liegen  als  die  Curve 

Da,  wie  hervorgehoben,  die  Verkürzungsmethode  etwas  kürz^ 
Orthnalen  liefern   nuiss,   so    folgt   aus  der  nach   dieser  Mt^lhndo   lt 


1 
31 
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v^onnenen   Curve  6,   dass   der  höchste   Turgorwerth    einzelner  Ele- 

n^ente    ina    Spitzentheil    nicht    viel,    weiter    rückwärts    aber    nicht 

unerheblich  über  dem  durch  die  Curven  a  und  a   repräsentirten  os- 

BTYOtischeo  Werthe   liegt.      Eine    weitere  Discussion   ist   aber  um   so 

^«v^eniger  am  Platze,  als  die  Curven  überhaupt  nur  Annäherungswerthe 
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'^-     Ä  .     Graphische  Darstellung  des  Turgors  in  der  Wurzel  von  Zea  mais  (Cinquantinomais). 
^  ^Ji^fcci    4g  geben  den  plasmolytisch  ermittelten  Mittelwcrth  aus  je  5  eingepipstcn  und  freien 
"^^^wrzeln  an.     Die  Curve  h  ist  nach  4  freien  und  4  eingegipsten  Wurzeln  ermittelt 

worden. 


^^^^**stellen    und    mittelst    der    VerkUrzungsmethode    nur    der    5    mm 

^*^S^  Spilzenlheil   untersucht   wurde,    da    nach    dem   Eingipsen  die 

^*^t.hode  sogar  nur  auf  den  3  mm  langen  (noch  wachsthumsfähigen) 

t^il^enlheil    anwendbar  war.      Ebenso   unterlasse   ich    eine  weitere 

^  ^»^gleichung  der  Curven,    die   übrigens   sämmtlich   für  den  Turgor 

^^oahernde  Constanz   in   den   alteren  Theilen   und  Ansteigen   in  der 

^^i^naal    wachsthumsfähigen  Region    bis    zu    dem    im    Scheitelpunkt 

^^S^nden  Maximum  ergaben. 

Die  Summe  der  in  einem  Wurzeltheil  disponiblen  osmotischen 
^^^rgie  entspricht  natürlich  dem  Mittelwerthe,  nicht  den  Extremen  der 
*urgorkraft.  Mit  Rücksicht  darauf,  dass  gegen  das  Urmeristem  hin 
^*^  Turgordifferenzen  der  Zellen  schwinden,  lässt  sich  aus  den  Curven 
^  "^^sp.  ö'  und  besonders  auch  h  resp.  V  der  Fig.  7  und  8  entnehmen, 
^^Ss  wenigstens  in  dem  vorderen  Spitzentheil  der  Wurzel  von  Mais  die 
*^H|\ere  osmotische  Intensität  mindestens  eine  Höhe  besitzt,  wie  sie 
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in  Faba  erst  durch  die  Turgorschwellung  erreicht  wird.  Durch  letztere 
wird  also  erst  in  der  Wurzelspitze  von  Faba  die  Möglichkeit  ge- 
schaffen, gegen  eine  Widerlage  eine  gleiche  Druckintensitat  zu  ent- 
wickeln wie  die  Maiswui^zel,  und  nach  den  empirischen  Erfahrungen 
scheint  Mais  eher  mehr  zu  leisten  als  Faba.  Mit  5  Proc.  Salpeter  ist 
aber  eine  für  die  gefundenen  Druckwerthe  genügende  osmotische 
Energie  geboten,  da  diese  für  5  Proc.  Kalisalpeter  ungefähr  1 8  Atmo- 
sphären betrögt^). 

Die  individuellen  Differenzen  und  die  ganze  Methode  bringen  es 
mit  sich,  dass  in  den  Einzelversuchen  die  Abweichungen  von  den 
in  den  Gurven  dargestellten  Mittelwerthen  nicht  unerheblich  sind, 
z.  B.  für  Faba  etwa  bis  +  0,25  Proc.  Salpeter  betragen^).  Dieserhalb 
bleibt  aber  doch  die  Thatsache  fest  begründet,  dass  die  mechanische 
Wachsthumshemmung  in  der  Wurzel  von  Faba  eine  erhebliche  Turgor- 
steigerung  veranlasst,  die  nach  48  Stunden  annähernd  den  Maximal- 
werth  erreicht.  —  Eine  solche,  nicht  näher  untersuchte  Turgor- 
steigerung  erfahren  auch  die  Zellen  der  Wurzelhaube,  deren  geringe 
Länge  es  mit  sich  bringt,  dass  die  Curve  sehr  schnell  von  der  Spitze 
bis  zum  Maximum  im  Urmeristem  ansteigt. 

Noch  ansehnlicher,  bis  +  0,4  Proc.  Salpeter,  fielen  die  Diffe- 
renzen in  den  Einzel  versuchen  des  von  uns  benutzten  Cinquantino- 
Mais  aus.  Doch  da  diese  Oscillationen  in  gleicher  Weise  bei  freien 
und  eingegipsten  Wurzeln  gefunden  wurden,  so  ist  aus  den  Versuchen 
wenigstens  zu  folgern,  dass  sich  in  dieser  Wurzel  nach  dem  Ein- 
gipsen keine  nennenswerthe  Turgorschwellung  ausbildet.  Sollte  eine 
solche  indess  in  geringem  Grade  zu  Stande  kommen,  so  ist  dieses  doch 
für  die  Hauptfrage  um  so  mehr  unwesentlich,  als  auch  beim  Vergleich 
von  anderen  Pflanzenarten  eine  specifisch  verschiedene  und  bis  auf 
Null  herabgehende  Turgorzunahme  gefunden  wurde. 

Voraussichtlich  werden  in  concreten  Fällen  auch  die  verschiedenen 
Zellen  desselben  Organes  erhebliche  Unterschiede  in  der  Turgor- 
schwellung bieten.  Für  die  Wurzel  von  Faba  trifft  dieses  nicht  zu, 
wenigstens  nicht  für  die  Rinde  und  für  das  Füllgewebe  (Mark)  des 


4)   Pfeffer,  Studien  zur  Energetik  4  892,  p.  227  Anmerkung. 
2)   Ein  Vergleich  zweier  Wurzeln  kann  also   für   die  TurgorschweUung   eine 
Differenz  bis  zu  2,5  Proc.  Salpeter  ergeben. 
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d^cntralcyliiiders.      Bt^ide   liabLti    vor   und  nach  dem  Eingipsen  unter 

^ich  gleichen  Turgor,  ebenso  die  Epiderniiszellen,  deren  osmotischer 

^^^erth    in   beiden   Fällen    um    etwa  0,3   Proc.   Salpeter   hinter    dem 

l?lindenparenchym  zuiückbleibt.    Uebrigens  werden  in  dieser,  wie  in 

^mnderen  Wurzehi,  in  benachbarten  Zellen  desselben  Gewebes  gelegent- 

I  ich   TurgordiDferenzen    bis   zu  0,5   Proc.  Salpeter  gefunden    und   da- 

4:Surch  wird,    selbst  bei   stets  gleichem  Operiren,    eine   ganz  genaue 

<I^onstructiun  der  Turgorcurvc  unmöglich.    In  den  von  uns  benutzten 

X^laiswurzeln  waren  solche  Differenzen  eher  grösser  und  aus  dem  er- 

J^^eblich     ungleichen    Turgorworth    benachbarter   Gewebe    und  Zellen 

^^  ntspringen   noch    weitere  Schwierigkeiten.      Uebrigens    scheint  nach 

^J.<iQ    an    dieser   und   an   anderen  Wurzeln    gewonnenen   Erfahrungen 

^^^r  Turgor  der  EpidernnsKellen  durchschnittlich  etwas  geringer  zu  sein 

lIs  der  des  Kindenparcnchyms. 

Einen  merklichen  Einiluss  auf  die  Turgorverhüllnisse  hatte  es  aber 

^^9  i^cht,    ob  die  Wurzeln  20  oder  60  mm  lang  waren,  ob  sie  Imi  17 

c^^zMgv  25^  C,  ob  sie  in  Erde  oder  in  Sägespänen  cultivirt  worden  waren» 

LjMMdl   da  derselbe  Turgor  auch  dann  gefunden  wurde,    wenn  ein  Gc- 

BCM  ms€2h  von  gleichen  Theilen  Sägespänen  und  Gipspulver  (ungebrannt) 

cl^r^    Culturboden  gebildet  hatte,  so  ist  damit  noch  besonders  bewiesen, 

d^^?^  nicht  der  Gips,    sondern   nur   der  mechanische  Widersland  die 

^'V'^Kiiluell  eintretende  Turgorsteigerung  bedingt.  —  Die  Seilcnwurzeln 

vcsi*  Walten  sich  wesenüich  wie  die  Hauptwurzeln  und  in  der  Bildungs- 

sLi^t.t.€  jener  hat  sich  demgemäss  eine  entsprechende  Turgorveränderung 

XU       ^vollziehen. 

Nach  48  stündigem  Eingipsen  ist  die  Turgorschwellung  in  der 
^^*-»Ji*zel  von  Faba  wesentlich  beendet,  wenigstens  konnte  bei  Aus- 
"^t^Hiung  der  Versuche  auf  6  und  auf  16  Tage  eine  merkliche  Zu- 
'^^Hiaae  des  Turgors  (auf  plasmolytischem  Wege)  nicht  constatlrt 
^'^^^■'clen.  Sollte  bei  weiterer  Ausdehnung  der  Versuchsdauer  ein  Tur- 
Sor^hfall  eintreten,  so  würde,  ausser  an  Absterbungserscheinungen, 
^^  die  schon  in  Bezug  auf  die  Druckleistungen  angedeuteten  Corre- 
^'-ioBserfolge  zu  denken  sein. 

Da  aber  nach  48  Stunden  die  von  den  Wurzeln  der  Vicia  faba  aus- 
ts^H^nde  Di'ucksleigeruug  noch  zunimmt  (vgl.  p.  284),  so  muss  von  da  ab 
tlie  Turgorschwellung  als  beendet  vorausgesetzt  —  die  Ursache  der 


St^ 


*gerung  wesentlich  in  der  länger  fortdauernden  Hautentspannung  zu 


suchen  sein,  ein  Schluss,  der  auch  durch  anderweitige  ErfahruDgeo 
gestüli^t  wird*  Anderseits  muss  die  Uautentspannung  sogleich  mit 
der  Darbietung  der  Widerlage  beginnen,  da  gegen  eine  solche  auch 
die  Maiswurzel,  trotz  des  Mangels  einer  TurgorschweHung,  sofort 
zu  drücken  beginnt.  Ob  in  Faba,  was  wahrscheinlich  ist,  cbeaso 
die  Turgorschvvelluog  sogleich  beginnt  und  wie  diese  im  NtkhereD 
veilUuft,  habe  ich  nicht  untersucht.  Doch  lässt  z.  B.  die  Turgor- 
curve  c  in  Fig,  7  erkennen,  dass  sich  die  Turgorzunahnie  zuDäcbsl 
schnell  entwickelt  und  es  kann  kein  Zweifel  sein,  dass  sie  schliess- 
lich langsam  ausklingt,  also  nach  48  Stunden  wohl  noch  nicht  abdul 
beendet  ist. 

Nach  Beseitigung  der  mechanischen  Widerlage  geht  der  gesteigerte 
Turgor  nicht  nur  in  den  nunmehr  wachsenden,  sondern  auch  io  tlea 
bereits    ausgewachsenen    Hegiooen    auf    die    der   freien   Wurzel  zu- 
kommende   Hohe    zurück.      Als    Wuizeln    von    Faba    nach  48-  und 
72 stündigem  Eingipsen  aus  dem  Gipsverband  befreit  wurden,  wucb 
nur  der  ü  mm  lange  Spilzenllieil,  iiie:Ner  aber  energisch  weiter.    Je- 
doch auch  in  den  lückwärts  anschliessenden  Zellen,  in  welchen  d^^ 
Turgor    erheblicli    gesteigert    war    (vgl    Fig.  7)>    war    dieser    n'^^^ 
24  Stunden  naliezu,  nach  48  Stunden  vollständig  auf  2,5  Proc.  S^^' 
peler,  also  auf  den  Wertli  gesunken,  welcher  ausgewachsenen  Zor»-^^ 
zukommt,    und    das    auch    in  denjenigen  Zellen,  welchen    durch   cZ^^^ 
liingipsen   eine  subnormale  Grosse   aufgedrlingl    worden   war.     (V^^ft' 
Kap.  VIL) 

Die  ReactionsthlUigkeiten  gegen  Hemmnisse,  also  auch  die  Ha^  ^' 
entsfiannung  und  die  Konstanz  resp,  die  Anschwollung  des  Turgo-^^ 
werden  eben  von  inneren  Regulationen  gelenkt,  und  diesen  inner  • 
Reizverkettungen  ist  es  ebenso  zu  verdanken^  dass  der  Turgor 
wachsenden  Zellen  auf  entsprechender  Höhe  erhalten  wird.  (Nöihei"'^*  ^ 
Kap.  VI.)  Den  allgemein  specülsch  verschiedenen  Fähigkeiten  ist  m 
zuxuschreiben ,  dass  die  Reaction  gegen  Widerstünde  nicht  ga* 
identisch  in  allen  Ptlanzenorganen  abläuft.  Wenn  aber  heutig,  ui*" 
so  auch  speciell  in  vielen  Wurzeln,  eine  Turgorslcigerung  mithilft  * 
so  muss  ein  solcher  Zuwachs  au  disponibler  Energie  als  eine  gan^ 
zweckentsprecliende  Anpassung  erscheinen. 

Wie   schon    bemerkt   ergaben,    ausser    Mais,    alle    untersuchte 
Wurzeln  eine  Turgorschwellung,  deren  einfache  Conslatirung  mir  ab 
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genügte.  lieber  die  Höhe  dieser  Steigerung  vermag  ich  des- 
halb nicht  so  exacle  Angaben  zu  machen  wie  für  Faba,  doch 
scheint  diese  bezüghcli  der  Turgorzunahnie  von  keiner  der  geprüften 
Wurzeln  übertroiren^  von  den  meisten  aber  nicht  erreicht  zu  wer- 
den. Annähernd  gleiche  Höhe  mag  diese  Turgorschwcllung  bei 
Lupinus  albus,  vielleicht  auch  bei  Vicia  sativa  erreichen.  Da- 
gegen durfte  der  maximale  Steigerungswerth  für  Ilelianthus  annuus, 
Polygonum  fagopyrum,  Brassica  Napus,  Sinapis  alba,  Hicinus  com- 
munis geringer  ausfallen  und  möglicherweise  übersteigt  die  Zunahme 
in  der  Wurzel  der  letztgenannten  Pflanzen  nicht  wesentlich  0,5  Proc, 
Salpeter. 

-  Die  specifischen  Eigenheiten  und  Reaclionsftihigkeiten  bringen  es 

nnit  sich,  dass  die  osmotische  Energie  in  den  Pllanzen,  den  ver- 
schiedenen Zwecken  entsprechend,  regulirt  und  nutzbar  gemacht  wird. 
Die  Constanz  des  Turgors  in  einer  wachsenden  und  an  Volumen  zu- 
nehmeoden  Zelle  fordert  ebenso  eine  regulatorisch  geleitete  Production 
osmotisch  wirksamer  Stoffe,  wie  die  Constanz  des  Turgors  bei 
mechanischer  Wachsthumsheoirnung,  Denn  bei  dieser  muss  eben 
jene  Productionsthätigkeit  sogleich  auf  Null  zurückgehen,  und  die 
Kealisirung  dieser  Forderung  nur  in  gewissen,  jedoch  nicht  in  allen 

Pfeilen  kennzeichnet  die  diflerenlen  Resultate  sofort  als  die  Folgen 
specifisch  verschiedener  ReacLioustcihigkeiten.  Wie  in  der  Wurzel 
von  Mais,  unterbleibt  eine  Turgorschwelhmg  in  Chanu  Nitella,  Spiro- 
gyra,  ferner  in  den  Halmknoten  von  Tiiticum  vulgare  und  spella, 
wenn  die  in  diesen  geotropisch  inducirte  Wachslhumsbestrcbung 
mechaniscli  gehemmt  wird,  während  unter  gleichen  Bedingungen  in 
der  am  schnellsten  wachsenden  Unterseite  im  Knoten  von  Hordeum 
vulgare  eine  Turgorsteigerung  auftritt. 

p  Turgorschwaukungen  sind  aber  bekanntlich  nicht  nothvvendig 
au  Wachsthumslhätigkeit  gekettet.      Denn   ohne  solche  vollzieht  sich 

Ip,  a.  die  Senkung  und  Hückregulation  des  Turgors,  durch  welche 
die  Reizbewegungen  von  Mimosa  ausgefiJhrt  werden  und  ebenso 
sind  0.  a.  die  geotropischen  und  heüotropischen  Krümmungen  in 
den  Gelenken  der  Blatter  von  Phaseolus  mit  einem  Turgorwechsel 
verkntipft*). 


\]   Vgl   I'FEFrEB,   Physiologie  ötL  11,  p.  383* 
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Fallen  aber  Turgorsleigerung  und  \Vaclii>thiimfc>henmuing  zeillicli 
and  räirmlich  zusaüiinen,  so  ist  doch  keineswegs  eine  gleichzeitige 
liliminirung  der  Torgors[jannung  der  Zellhaut,  wie  sie  in  unseren 
Experimenten  eintrat,  eine  nolhwendige  Voraussetzung.  ThatsÄchlich 
wird  sogar  in  gewissen  Pflanzen  bei  Zunahme  der  Hautspannung 
durcli  mechanischen  Zug  eine  Turgorsteigeriing  Hand  in  Hand  niil 
einer  lleiardirung  des  Wachsens  beobachtet*). 

Nach  unzureichenden  Versuchen  sclieint  in  den  Wurzeln  von  Faba 
eine  Tnrgorsteigerung  um  1  bis  1,5  Proc.  Salpeter  auch  dann  einzu- 
Ueten,  wenn  ihr  Wachslhum  durcli  Aut'enttialt  bei  35-*  bis  39^  C. 
verlangsamL  wird.  Solche  Versuchsbedingungen »  in  welchen  u.  a* 
die  AthmungsLhlitigkeit  erhebhch  gesteigert  wird,  sind  natürlich  an- 
ders zu  beurtheilen,  als  die  Wachsthumshemmungen  durch  Eni- 
Ziehung  von  Sauerstoff  oder  durch  niedere  Teniperatui'.  Docli  dürften 
aucli  unter  derartigen  VeihüÜnissen  in  concrcten  Füllen  biologisch 
bedeutungsvolle  Turgorvariationen  gt^trolVen  werden^), 

Ücdeulungsvoll  für  die  Ani)assung  an  gewisse  LcheuswxMsen 
sind  aucli  die  durch  Satzlösungen  veranlassten  Turgorregulationcn, 
Zu  solchen  sind  offenbar  alle  Pllauzen,  jedoch  in  einem  sehr  ver- 
schiedenen Grade  befähigt  und  durch  E8chenha<;en's^)  Untersuchungen 
ist  bekannt,  dass  es  hierbei  sich  keineswegs  allein  um  eine  iiquili- 
brircnde  Salzaufnahme  handcll,  sondern  dass  in  concreten  Fiillen 
die  Salzlösung  nur  die  Veranlassung  für  die  entsprechende  regula- 
torische Production  der  osmotisch  wirkenden  Stoffe  ist 

Diese  Hinweise  mOgen  genügen,  um  in  das  Gedeicht niss  zu 
rufen,  dass  die  Pflanze  norojalerweise  während  ihres  ganzen  Lebens 
und  auch  in  der  Reaction  gegen  äussere  Eingriffe  und  Verhältnisse  den 
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i)  Vgl,  PpepfbUj  Energetik  i89a,  p.  245  und  die    demnUchst   erscbeinendc 

Arbeit  Heglek^s, 

2)  VioUeiclil  hat  aucti  in  maocheii  FiilleUj  wie  in  den  Blatlgelcnken  von 
Mimosa  piidica,  das  Chloroformiren  eine  gewisse  Turgorzu nähme  zur  Folge»  VgL 
Pfeffer,   Physiologische  ünlers.   <  873,   p»  65* 

3]  EscuENHAGEN,  EißHuss  voü  Lfisungen  auf  das  Wach&lhum  von  Schimmel- 
pilzen 1889,  —  Speciell  für  Wurzelaccommodalioii  siehe  Wieleh^  Berichte  der  bota- 
nischen Gesellschaft  1881,  p*376;  Wohtmann,  Botanischa  Zeitung  <889j  p.  ?80; 
Stange,  Bolanische  Zeitung  (892,  p*  295.  Auf  Algen  beziehen  sich  die  Arbeiten 
von  Oltwanns,  Sitzungsbe richte  der  Berliner  Akademie  1891,  p.  (96  und  Riciiter, 
Flora  4  892,   p*  4. 
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auch  die  Molekulzahl  in  der  Voliiraeioheit  setzen  können)  eine  Con- 
titanle  ond  tiierdurch  ergibt  sich  bei  Kenntniss  der  Voluombnahrae 
durch  Wasseraustritt  sofort,  um  wie  viel  der  osmotische  Werth  der 
plasraolysirendeo  Lösimg  höher  ist  als  die  osmotische  Energie,  welche 
in  der  exiiandirten,  turgescenlen  Zelle  wirksam  war»  Diese  osmo- 
tische Energie  ist  also  nur  halb  so  hoch  als  der  plasmolytisch  ge- 
fundene Werth,  wenn  die  Zelle  auf  die  Hülfle  ihres  Volumens 
zurückgeht,  ein  Rückgang,  welcher  bei  Plasmolyse  der  Stiiubfaden 
von  Cynareen  sogar  übertrotTen  wird. 

Aber  auch  in  Wurzeln  ist  die  Zellhaul  in  der  wachsthums- 
föhigen  Region  ziemlich  weitgehend  elastisch  gedehnt,  so  dass  bei 
Piasmolyse  die  LUnge  gewöhnlich  um  mehr  als  10  Proc,  der  Quer- 
tlurchmesser  in  einem  geringeren  Grade  vermindert  wird.  Setzen  wir 
diese  Volumltnderung  nur  zu  10  Proc.  an,  so  würde  doch  für  eine 
Zelle,  in  welcher  im  turgescenten  Zustand  ein  5  Proc.  Salpeter  ent- 
sprechender osmotischer  Druck  bestand,  die  osmotische  Leistung,  bei 
Aufhebung  der  Turgordehnung  der  Wand,  auf  5,55  Proc.  Salpeter 
gestiegen  sein  und  für  3  Proc.  würde  sich  eine  Steigerung  auf 
3,33  Proc.  ergeben.  Diese  Dilforenz  wird  naUirlicii  bei  geringer 
elastisclicr  Dehnung,  wie  solche  zumeist  in  den  Zellen  besteht,  ver- 
scliwindend  gering. 

Mit  unseren  Methoden  messen  wir  also  nicht  die  osmotische 
Energie  in  der  turgescenten,  sonth^in  in  einer  bis  zur  Aufhebung 
der  Turgordehnung  der  Wand  comprimirten  Zelle  (resp.  Zellcomplex)« 
In  diesem  Zustand  befinden  sich  in  Folge  der  realisirten  Entspannung 
die  gegen  den  Gipsverband  pressenden  Wurzeln,  welche  demgeniäss 
beim  Befreien  sich  unter  Volumzunahme  verlängern,  bei  Plasmolyse 
aber  wieder  auf  das  doui  Gefftngniss  entsprechende  Volumen  zurück- 
gehen. Auf  dieses  Volumen  aber  ist  die  in  der  eingegipsten  Wurzel 
vorhandene  Turgorkraft  zu  beziehen,  weiche  demgcmiiss  durch  unsero 
Metlioden  voll  bemessen  wird.  Dagegen  gibt  diese  Methode  die  osmo- 
tische Energie  für  die  zum  Vergleich  zu  wählende  normale  turgescente 
Wurzel  zu  hoch  an  und  hiernach  würde  also  die  Eliminirung  dieser 
Fehler  die  Differenz  der  Curven  a  und  u  in  Fig.  7  (pag.  297)  nur 
steigern.  Als  Schluss  aus  diesen  und  anderen  Erwägungen  ergibt 
sich  also  stets  nur,  dass  die  construirten  Curven  zwar  den  realen  Ver- 
hältnissen nicht  in  aller  Exaclheit  entsprechen,  dass  indess  über  eine 
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wachsthuin,  und  ein  allrnlUiliches  Ansteigen  biß  zum  Urmeristem  komml 
allen  untersuchten  Wurzeln  und  in  einer  analogen  Weise  auch  dea 
Kcimsteugeln  einiger  Pflanzen  zu  (Kap*  IX).  Die  l]urve  für  die  In- 
tensitfii  des  Turgors  föllt  also  keineswegs  mit  der  Curve  der  Wachs- 
Lliunisselinelligkeil  ziisaminen,  die  für  die  Wurzel  von  Faba  5 — 7  mm 
von  der  Spitze  entfernt  ihren  Culminationsponkt  erreicht*). 

Nach  Wobtmann'^)  soll  freilich  in  Keirastengeln  die  Turgorcurve 
in  den  ausgewaclisenon  Theilen  und  von  diesen  ab  bis  zu  dem 
Streckungsmaximum  liorizonlal  verlaufen,  um  von  da  ab  ersl  lang- 
samer, dann  schnell  gegen  den  jüngsten  Spitzentheil  hin  zu  fallen. 
Diese  letztere  Annahme  gründet  sich  augenscheinlich  allein  auf  die 
ganz  unrichtige  Voiaussetzung,  dass  im  vacuolenfreion  Urmeristem 
keine  Turgorkraft  bestehe,  denn  empirisch  ist  nur  für  die  an  das 
Wachstimmsmaximum  anstossende  Gewebexone  eine  Turgorabnahme 
um  etwa  t  Proc.  Uohrzucker  nolirt^*}.  Das  entspricht  aber  nur 
0,197  Proc.  Kalisal|)eler,  also  einem  relativ  geringen  Turgorunler- 
schied,  wie  er  in  benachbarlcn  Zellen  desselben  Gewebes  in  diesen 
Ohjecten  gewöhnlich  gefunden  wird   (vgl  p.  300)* 

ThatsEichlich  finde  ich  aber  z.  B,  für  die  Turgorcurve  der  Keim- 
slengel  von  Vicia  faba  und  Phaseolus  multiflorus  —  zwei  Pflanzen, 
die  auch  Wohtmann  unteisuctite  —  einen  im  Princip  ähnlichen  Ver- 
lauf wie  für  die  Wurzeln,  und  wenn  mit  der  VerlUngerung  der  wach- 
senden Region  die  Turgorzunahme  auf  eine  längere  Abscissendchse 
föllt,  so  ist  doch  die  Differenz  zwischen  Scheitelpunkt  (4 — 5  Proc. 
Salpeter)  und  ausgewachsener  Region  (2,5  Proc.  Salpeter)  ebenso 
gioss  wie  in  der  Wurzel  von  Faba.  Es  handelt  sich  also  nicht  urn 
geringe,   sondern    um    sehr   erhebliche   Difl'erenzen,    die    vollwerlhig 


\)  Vgl,  Sachs,  Arbeiten  aus  dem  hoUm.  InstiiyL  in  Würzbarg  1873,  Bd.  f, 
pag.  424.  I 

t)  Botall,  Zeitung  188B,  p.  «5K  —  r>E  VniKs  (Mechanische  Ursachen  der 
Zellstreckung  1877,  p.  50)  fand  eine  Turgorzunahme  nach  den  jüngeren  Geweben 
hin,  verglich  aber  nur  Sprosslhcile  mit  schon  ausgesprochener  GewebedlQTerenztniDg 

3)  Es  ist  eine  unrichtige  Annahme  WonTMANN^s  (1.  c.  p,  550),  dass  durch 
Anwendung  von  Rohrzucker  eine  grössere  Genauigkeit  erreichbar  sei.  Denn  die 
Schwierigkeilen  hinsicbthch  der  Bestimmung  des  Grenzwerthes  bleiben  bei  jeder 
isotonischen  LÜsiing  dieselben,  die  Concenlralion  der  Salpelerlösung  aber  kann 
man  ohne  jede  Mühe  mit  einer  grosseren  Genauigkeit  herstellen,  als  für  solche 
Zwecke  nothig  ist. 
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weiterbestehen,  wenn  in  doj'  Curve  kleinere  secundäre  Maxirna  und 
Minima  aufgedeckt  werden  sollten.  Die  Existenz  solclier  halte  ich 
für  sehr  möglich,  behaupte  auch  nicht,  dass  stets  die  Turgorkraft 
einen  Maximalwertli  im  wachsenden  Scheitel  erreicht.  In  Cladophora 
ist  z.  B,  kein  auffaüender  Turgürnnterschied  zwischen  der  Scheitel- 
zelle und  den  älteren  Segmenten  zu  finden  und  ähnlich  scheint  es 
auch  bei  Chara  zu  sein. 

Bei  Anwendung  der  Verkürzungsmethode  wurde  aucli  die  in 
der  markirten  Zone  bestehende  Turgordehnung  nebenbei  bekannt 
und  einige  Bemerkungen  üboi'  diese  düiften  deshalb  hier  ange- 
hraclU  sein. 

Wie  schon  durch  Sachs ^j  und  für  Mais  näher  durch  Askenasy*^) 
bekannt  ist,  besteht  in  der  wachsenden  Zone  der  Keimwurzeln  eine 
sehr  ansehnliche  Turgordehnung,  deren  plasmolytische  Aufhebung  in 
unseren  Versuchen  bei  Faba  eine  Verkürzung  zwischen  10  und  SOProc,, 
bei  Mais  eine  solche  zwischen  14  und  24  Pi'oc.  herbeiführte.  Mit 
dem  Längenwachsthum  aber  nimmt  die  elastische  Dehnbarkeit  im 
hohen  Grade  ab,  so  dass  die  Aufhebung  der  Turgordelmung  in  den 
ausgewachsenen  WurzelparLieen  nur  eine  Verkürzung  um  0^5— ^l,5Proc. 
veranlassL  Hier  stossen  wir  also  auf  gewöhnliche  Verhältnisse, 
während  der  Zellhaut  in  der  Wachslhumszonc  eine  besonders  hohe 
elastische  Delmbarkeit  zukomnU,  die  freilich  in  einzelnen  Objecten, 
wie  z.  B.  in  den  Slaubföden  der  Cynareen,  noch  weit  übertroffen 
wird^). 

Ob,  wie  es  Askekasy*)  für  Mais  angibt,  die  Turgordehnung  ge- 
gen den  Scheitel  der  Wurzel  allgemein  etwas  abnimmt,  muss  ich 
dahin  gestellt  sein  lassen.  Meine  ziemlich  zahlreichen,  allerdings 
ohne  Rücksicht  auf  diese  Frage,  an  der  Wnrzel  von  Faba  ausge- 
führten Messungen  lassen  eine  derartige  Abnahme  nicht  erkennen, 
denn  ebenso  oft  wurde  in  oder  hinter  dem  Wachsthumsmaximum  die 
Ärösste  Turgorverkürzung  beobachtet. 

Nun   nimmt  aber  die  Turgorenergie  spitzenwürls  zu,  und  damit 


i)  Arbeilen  a.  d.   Iinl.   Institut  in  Wiirzbiirg    iS73,    Bd.  F,   p.  39G» 

2)  Beritlilc   der  bot.   Gesellscbafl   1800,    p.  rVf*. 

3]  Vgl.   Pfrfkkfi.    Physinlofiii'   M.  U.    p.  HK 

4)  I.  c,    p.  Hfl. 
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frotzaem  die  Dehngrusse  dieselbe  bleibt,  bedarf  es  ^mef 
den  Conipensation.  Ich  wage  nicht  zu  entselieiden,  ob  diese  einfa^A'^ 
durch  euUprccheDde  Zunahme  des  wirksamen  Querschnitts  der  VVav^vV 
masse  oder  durch  Mithilfe  von  QiialilätsdilTerenzen  der  Haut  errei  ^M 
wird.  Eine  sichere  Beurtheilung  ist  auch  keineswegs  so  leicht,  ila 
verschiedene  VerhtUtnisse,  wie  z.  B.  die  geringe  Grösse  der  Zell  <n, 
der  Einfluss  des  Gewebeverbandes  u.  s,  w.  mit  in  Betracht  m 
ziehen  sind^)* 

Soviel  ist  aber  gewiss,   dass   die  maximale  Turgorenergie  ni  ^Jt 
mit  der  Zone  der  maximalen  Streckung  zusamment^llt.     Ebenso  ftje- 
steht   kein   Zusammenliang   zwischen  Dehngrusse   und   der  Zuwaci^^ 
Schnelligkeit   in  Wurzeln,  und  dasselbe  ist  nach  Wortmann^)    auch     in 
Stengeln  der  Fall.     Die  Frage   nach  solcher  ("-oincidenz  Yerliert  al>^t' 
überhaupt  mit  dem  in  dieser  Arbeit  zu  führenden  Nachweis  an  M^- 
deutung,   dass   eine   hohe   Turgordehnung   keine  Bedingung    für   J^s 
Fhichonwachsthum  der  Haut  ist.      Auch  lehren  Versuche,  in  welch^^ 
durch  Hemmung  des  Wachsens  in  der  übrigen  Wurzel  der  äusserst t,^ 
Spitzentheil  zu  einem  ungemein  schnellen  Wachsthum  angeregt  wurtl^^- 
in   sehr   schlagender  Weise,    dass   andere  Momente    für  die  Wach^^'' 
tlmmsregulatiou  entscheidend  sind. 

Im  Gipsverband   rückt   das   Dauergewebe   spitzenwärts   vor, 
dass  nach  2 — 3  Tagen  die  noch  wachsthumßihige  Zone  auf  die  hal 
normale  Lunge,   d.  h.   in  der  Wurzel  von   Falm   auf  5 — 6  rano, 
der    von    Mais   auf"  3 — 4  mm    verkürzt   ist.      Nur  in    dieser  wach 
lliumsfuhig   gebliel)enen  Zone   wird    hohe   elastische  Dehnbarkeit  bi 
wahrt    und   deshalb    nmsste   die  Turgorbestinmiung   mittelst  der  Ve 
kürzungsniethode  auf  diese  Zone  eingeschränkt  werden.    Doch  niiuu 
die  Grösse   der   Turgordelmung   etwas   ab,    denn   die   plasmolj tiscl 
Verkürzung  war  nach  48stündigem  Eingipsen  in  der  Wurzel  von  Fa 
von   10—20  Proc,    auf  8 — 13  Proc.    (20  Versuche),    bei   Mais   v 
H— 24  Proc.  auf  8— 17  Proc.    zurückgegangen.      Mit   Rücksiclit   ai 
die   crlieblich   gesteigerte    Turgorkraft   muss   die   Reduction    in    Fat 
sogar  noch  ansehnlicher  sein,   als  sie  die  Versuche  erscheinen  lasser 

Wenn    auch   in    der   wachslhumsfühigen  Zone    der  eingcgipsle 


I)  Vgl,  I>FBFPEft,  Energetik  I89l,|>.  S46;  auchPdanzonpbysiologie  Bd.  IJ,  p.  I" 
I)   Rot.   ZeiUid^   18  89,   p,  ^34. 
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Wurzeln  eine  Wand  Verdickung  nicht  gerade  autTöllt,  so  muss  icli 
doch  dahin  gestelU  sein  lassen,  ob  eine  solche  im  Resultate  bethoiligt 
ist  oder  ob  dieses  sich  als  alleinige  Folge  einer  modificirten  Elaslicitöt 
der  Haut  ergibt.  Die  HerstelUing  einer  genügenden  Widerslandsfähig- 
keiL  erscheinl  aber  da  ganz  zweckentsprechend,  wo  in  Folge  der 
Turgorsteigerung  die  Zellwtinde  der  wieder  befreiten  Wurzeln  zu- 
nihchst  einer  höheren  osmolischen  Energie  entgegenzuwirken  haben. 


C.  Die  Eiitspaunimg  der  Zellhaut* 

Wird  eine  Wurzel  so  eingegipst,  dass  aus  der  Gipsplatle  eine 
LUngskanie  hervorsieht  und  bahl  nach  dem  Erstarren  des  Gipsgusses 
der  Einwirkung  einer  6 — 7procenligen  Salpelerlösung  ausgesetzt,  so 
tritt  in  Folge  der  Aufhebung  der  Turgordehnung  eme  elastische  Ver- 
kürzung ein,  welche  fast  allein  den  wachsenden  Spitzentheil  belrifll. 
Nach  vollendeter  Plasmolyse  erscheint  die  Spitze  der  Wurzel  von 
Faba  0,9 — 1,8  mm,  die  von  Mais  fast  ebenso  ansehnlich  von  dem 
bisherigen  Contactpunkt  zurückgezogen. 

Ganz  anders,  wenn  die  Wurzel  in  dem  nach  dem  Muslcr  von  Fig.2 
(p.2il)  dargestellten  Gipsvei'band  2 — 3  Tage  verweilte  und  inzwischen 
einen  allseiligen,  hohen  Druck  gegen  diese  Widerlege  entwickelte. 
Durch  vollkommene  Plasmolyse  ist  nunmehr  eine  bemerkbare  Ab- 
hebung des  Wurzelkörpcrs  von  der  Gipsform  nicht  mehr  zu  erzieltMi. 
Ge^en  diese  Form  aber  wird  die  befreite  lurgescente  Wurzel  um 
0,4 — 0,9  mm  verlängert  und  dieselbe  Lcinge  nimmt  auch  die  im 
plasmolylisclicn  Zustand  aus  dem  Gipsverband  befieite  und  dann  in 
Wasser  gebrachte  Wurzel  an.  Erneuerte  Plasmolyse  führt  die  auf 
die  eine  oder  die  andere  Weise  behandelte  Wurzel  wieder  auf  ilie 
Dimension  der  Gipsform  zurück,  die  allseilige  An[uessung  an  diese 
war  also  nicht  etwa  ein  mechanisches  Hemmniss  für  die  Realisirung 
einer  angestrebten  Verkürzung, 

Nach  der  vollen  Reaction  gegen  die  Widerlage  waren  also  die 
Zellwände  ganz  entspannt,  denn  jedwelchc  elastische  Turgordehnung 
würde  in  einer  Verkürzung  bei  Aufliebung  der  Turgorkraft  zum  Aus- 
druck konanen.  Für  Erzieluog  eines  wahrnehmbaren  Ell'ectes  sind 
die  elastischen  Eigenschanen  immer  noch  ausreichend,  wie  schon 
aus   der   Behandlung   dieses   Gegenstandes   (p.  309)    und   ebenso  aus 
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der  LUngetuurialuue  der  aus  der  Gi|JvslHille  enlnoiiinienen  turgesceo 
len  Wurzeln  hervorgeht.  Da  aber  die  ZellliauL  vor  dcüi  EiogipseE 
den  vollen  Turgordruck  zu  äquilibiiren  hatte  und  bekanntlich  erhe 
lieh  elastisch  verlängert  war,  so  ist  denigemUss  die  Entspannung 
herbeigeführt,  indem  die  ZellwUnde  in  der  Gipshülle  in  entsprechen- 
dem Maasse  in  die  Fläche  wuchsen  und  so  es  schliesslich  dahin 
brachten,  dass  die  turgorlos  gedachte  Wurzel  die  vollen  Dimensioneit. 
der  Gipsform  erreichte.  Nunmehr  wirkt  die  ganze  Turgorenergie 
gegen  die  Gipswaod,  ebenso  wie  gegen  eine  Glaswand  der  volle 
Druck  des  Wassers  wirkt,  wenn  dieses  von  der  Glaswand  durch 
einen  angepressten,  spannungslosen  Kautsehuckschtauch  getiennt  wird, 
der  beim  Auflieben  des  hydrostatischen  Druckes  seine  Form  bewahrt, 
sich  aber  innerhalb  der  Glasform  verkürzt,  wenn  er  elastisch  in  An- 
spruch genommen  war  und  natürlich  in  entsprechendem  Grade  den 
gegen  die  Glaswand  wirksamen  Wasserdruck  herabminderte.  ^ 

Mit  Obigem   ist    die   Entspannungs-    und    Wachslhumsfrage    der 
Hauplsache    nach   in   zweifelloser  Weise    erledigt,     um   aber   die  zu/fl 
Grunde  liegenden  Grössen  noch  exacter  kennen  zu  lernen,  habe  ich 
auch  mikromelrische  Messungen  ausgeführt.  h 

Unter  verscliiedenen  missliingenen  Versuchen  hatten  in  einigen' 
Füllen  die  aufgesetzten  Tuschmarken  das  Eingipsen  und  Entgipsen 
olme  jeden  Schaden  überdauert,  so  dass  vergleichende  Messungen^ 
mit  aller  Exactheit  ausgeführt  werden  konnten  (vgL  p.  293).  Die 
80  mit  Wurzeln  von  Vicia  faha  (30  —  40  mm  lang)  gewonnenen 
Resultate  sind  in  Tab.  111  und  IV  zusammengestellt,  von  denen  sieh 
letyiere  auf  eine  wlUirend  48  Stunden,  Tab,  III  auf  zwei  (a  und  b) 
vvlihrend  50  Stunden  eingegipste  Wurzeln  bezieliL  ^ 

In  der  Horizontal  reihe:   »Lage  der  Marken«    ist   die  Entfernung™ 
der  Messpunkte  von  der  Wurzelspitze  in  mm,    in  der  Differenz  der 
Zahlen  0,2 — 5,66  mm  u*  s.  w.  also  zugleich  die  Länge  der  gemesse 
nen  Strecke   an   der   lurgescenlen  Wurzel   vor  dem  Eingipsen  ang< 
zeigt*     Die  Anwendung  einer  schwächeren  Vergrösserung  in  Tab.  IH 
(1   Strich   =r  0,043  mm)   bringt   es    mit   sich,    dass  diese  Strecke  in^ 
Tab.  111   kurzer   ist   als   in   Tab.  IV,    in    welcher   ein    Theilstrich 
0,013  mm  entspricht* 

Nach  84  resp.  56  Stunden  wurden   die    dem  llüligips   entnom- 
menen Gipsplatten   (vgl  Fig*  2  p.  241)    zunUclisl    kurz   mit  ä«5proc 
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Salpelerlösung  injicirt,  darauf  wurde  die  Wurzel  isolirt  und  sogleich 
^in  ß  proc.  Salpeterlösung  gebracht,  welclte  .sich  iu  kleinen  Cuvelten 
befand.  Die  nach  25  und  ebenso  nach  30  Min.,  also  nach  vollständiger 
Plasmolyse,  abgelesenen  Markendislanzen  linden  sich  in  der  dritten 
Horizontalreihe  verzeichnet,  wUhrend  die  Horizontalreihe  »vor  Ein- 
gipsen« die  Messungen  vor  dem  Eingipsen  in  Theilstrichen  des  Mikro- 
meters wiedergibt.  Die  vierte  Horizontalreihe  »in  Wasser u  gibt  den 
Markeoabstand  nach  wiedererreiehter  Turgescenz  an*  In  Tab.  III  ist 
feiner  der  nach  Wiederherstellung  der  Plasmolyse  gefundene  Werth  in 
der  vorletzten  Horizontalreihe  verzeichnet.  Unter  »Verkürzung  in  Proc« 
ist  der  in  6  proc.  Saljjetor  und  in  Wasser  gefundene  Langenunterschied 
in  Bezug  auf  die  in  Wasser  gemessene  Lllnge  procentisch  aufgeführt. 


b 


TabeUe  in. 

h'eimtvurzel  von  Vicia  f'aba. 


^P          Lage  der  Marken 

0;1— 3,66 
1       mm 

a 
mm 

mm 

t 
mm 

mm 

Vor  Eingipsen 
■  Nach  IM  SUL  entgipsi  iiml 

1*7    Sir 

H7    Sir. 

1ü3,5  Sir 

I4Ü    Str. 

i04    Sir. 

f 

1" 

in  6^   KalisülpekT 

116       » 

H6       » 

f03,5      " 

ii6        rt         i&l.fj    n 

In  WaSi^er 

HZ           H 

\tt      » 

iU4,0      » 

(36        «• 

I0G,5  * 

In  6;i;   Salpetor 

t«6       n      H6       ^     ; 

103,5       n 

H<>,5  » 

102       n 

^  Verktir/jaii<  in  Vrm. 

M, 9  Proc. 

4,9  Proc.  ! 

0,48   Proc. 

t4,7  Proc. 

3^9  Proc. 

\    Thoilstricli  (Str.)   =  0,043  mm. 

Tab  alle  IV. 
Keimwurzel  von  Vicia  faba. 


Ljige  dLT  Marken 

i, 1-1,1 
mm 

8,4-4,6 
mm 

Vor  Eingipsen 

i^t   SXi, 

77,5  Sir. 

89    Sir. 

Nach  56  Std,  ent^ipsl  und 

1 

in   6^   Salpeter 

81       •      1 

77,0     i 

89       » 

In  Wijsser 

9t      » 

87,5     n 

100,5   D 

Verkürzung  in  Pro€. 

\t,\  Proc. 

12,6  PrOf. 

H,4  Proc. 

I   Slricli  =  ü,0i3  mm. 


Man  ersieht  ans  diesei'  Znsanimenstenung,  dass  in  der  Versuchs- 
^^eit   eine   völlige  (Tat),   III  ft,  Tah.  IV  2.    und    3.  Verticalreihe)   oder 
fioch    nahezu  vollsUindige   (Tab.  III  a  nntl  Tah.  IV  erste  Vcrticalreiht*} 


W.  Pfeffer^ 

Enlspannung  erreiclit  wai".  Denn  die  Plasmolyse  ruft  keine  Verkürzung 
hervor,  d.  h.  die  Zell  wände  sind  auf  die  der  Gipsform  entsprechende 
Länge  herangewachsen  und  demgemäss  ergibt  sich  nach  dem  Ein- 
gipsen für  die  tiirgorlose  Wurzel  dieselbe  oder  fast  dieselbe  Marken- 
dislanz  wie  für  die  turgescente  Wurzel  vor  dem  Eingipsen.  Die 
Herstellung  des  turgescenten  Zuslandes  beweist  aber,  dass  in  der 
enlgipsten  Wurzel  hohe  elastisclie  Dehnbarkeit  besteht,  dass  also  bei 
unvollstlindiger  Enlspannung  im  Gipsverband  eine  Verkürzung  durch 
Plasmolyse  hatte  eintreten  müssen.  Aof  einen  ganz  geringen  Rest 
der  bezüglichen  Zellhautsjiannung  deutet  der  schon  erwähnte  kleine 
Kückgang  auf  1  Theilstrich  hin  (127  Th.  auf  126;  82  auf  81),  ein 
Rückgang,  der  freilich  so  gering  ist,  dass  er  möglicherweise  Mes-y 
sungsfetdern  entstammt.  ■ 

Mit   dem   Uebergang   in   Dauergewebe    wird    natürlich    die  Ver- 
kürzung gering  und  das  trifft  schon  in  der  von  5,66  bis  10,69  mm 
reichenden  Stiecke  (Tab.  III  a)  zu,  da  in  der  eingegipsten  Wurzel  die 
zum    L^ngenwachsthum    befähigte   Zone    auf  etw^a    6  mm    eingeenc 
wird. 

Zu  gleichem  Resultate  führte  folgende  Methode,  in  welcher  die" 
häufige  Verwischung  der  Marken  vermieden  war.  Die  Wurzel  wurde 
derart  zwischen  Glasplatten  in  eine  Gipsplatte  gebracht  (p.  242),  dass 
eine  schmale  Längsleiste  frei  blieb  oder  nur  von  sehr  dünner  Gips- 
masse bedeckt  war.  Audi  in  letzlerem  Falle  gelingt  es,  nach 
Herausnahme  der  Gipsplatte  aus  dem  Hüllgips,  durch  sanftes  Reiben 
mit  einem  nassen  Läppchen  eine  Ijängslinie  bis  nahe  an  die  Wurzel- 
spitze so  fiei  zu  legen,  dass  die  Wurzel  in  der  Gipshülle  völlig  fixirl 
bleibt,  also  keine  Verlängerung  ausführen  kann^).  Nachdem  diesem 
freien  Längsstreifen  Tuschmarken  aufgesetzt  waren,  wurden  vor  und 
nach  dem  Befreien  aus  dem  Gipsverband  die  nüthigen  Operationeo^ 
ausgeführt.  ^M 

In  solcher  Weise  sind  die  in  Tab.  V  zusammengestellten  Resultate 
mit  Keimwurzeln  von  Vicia  fäba  (25 — 40  mm  lang)    gewonnen. 
jeder  der  Verticalreihen  a  —  y  sind    die    an  je  einer  Wurzel   ausgc 
führten    Behandlungen    aufgeführt      Am    Kopfe    ist    die    Dauer    do^ 


ale 


i)  So  vorbereitete  Ohjeotc  dicnlen  aiirli  zu  den  im  Eingang   dieses  Capilefs 
bG5€brjel>etieii  Versucberu 


Dmck-  und  Arbeitsleistung  ddbch  wachsende  Pflanzen. 
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Eingipsens  vermerkt.  Dann  folgen  die  innerhalb  des  Gipsverbaades 
vorgenommenen  Operationen,  unter  welchen  auch  die  auf  dieee 
Zwangslage  bezügliche  Lage  der  Messmarken,  von  der  Wurzelspitae 
ab  gerechnet,  verzeichnet  ist.  Die  nächsten  Horizontalreihen  geben 
die  Markendistanz  für  die  Messung  »in  Wasser«  oder  »in  2,5  Proc. 
Salpeter«  in  Theilstrichen  (ä  0,045  mm)  an.  Der  nach  vöUigper 
Plasmolyse  gefundene  Werth  steht  in  der  Reihe  »6 — 8  Proc. 
Salpeter«. 

Nun  folgte  das  Entgipsen  ohne  Wechsel  der  Lösung  und  die 
einige  Zeit  darauf  ausgeführte  Messung  ist  in  der  bezüglichen  Reibe 
))In  6 — 8  Proc.  Salpeter«  aufgeführt.  Nur  in  Versuch  a  wurde  in 
einer  SI,5procentigen  Lösung  entgipst  und  dann  erst  der  volle  plas- 
molytische Zustand  hergestellt.  Die  Objecte  sind  dann,  wie  aus  dier 
Signatur  der  Horizontalreihen  ersichtlich  ist,  theil weise  in  Wasser 
gebracht  und  später  nochmals  mit  6 — 8  Proc.  Salpeter  behandelt, 
oder  es  wurde  eine  Behandlung  mit  2,5  Proc.  Salpeter  eingeschaltet 
und  theil  weise  die  volle  Turgescenz  erst  hergestellt,  nachdem  in- 
zwischen nochmals  volle  Plasmolyse  herbeigeführt  worden  war.  lo 
der  letzten  Horizontalreihe  steht  wiederum  die  in  derselben  Weise 
wie  in  Tab.  111  und  IV  berechnete  procentische  Verkürzung. 

In  analoger  Weise  ist  die  Tab.  VI  eingerichtet,  welche  sich  SLtxf 
4  Maiswurzeln  (a,  6,  c,  d,  25 — 35  mm  lang)  bezieht  und  eioer 
weiteren  Erklärung  nicht  bedarf. 

Tabelle  VI. 

Keiimvurzel  von  Zea  mais. 


Zeitdauer  des  Eingipsens  1 


a 
46  Sld. 


^  [Lage  der  Marken 

^  <  In  Wasser 

•§  lln   10^   Salpeter 


.9-1  In   {0^  Salpeter 


In  Wasser 
In  10)^  Salpeter 
Verkürzung  in  Proc 


0,7 — 5,0  min 
95, ü  Str. 
94,;i     )) 

91,0  » 
10ü,0     » 

94,5  » 
<0,5  Proc. 


b 
47  Std. 


c 
47  Sld. 


0,4  —  3,4  mm  1  1,0 — 4,6  mm 
65,5  Str.  81,0  Str. 

64,0     »  78,0     » 

63,0     »  I       78,0     » 
74,5     »  92,0     » 

64,0      »  79,0      » 

18,3  Proc.  i     15,3  Proc. 


54,0 
60,5 


10,7  Pit^^ 

Zur  Einstellung  reicht,  wie  früher  (p.  295)    hervorgehoben,  ^ 
halbstündiger  Aufenthalt  in  dem  neuen  Medium  aus,  doch  wurde 


in 
rn 
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ganz  vollendete  HauteotspanouDg  in  den  Maiswurzein  zu  beurtheilen 
(Tab.  VI). 

Die  plasmolytische  Verkürzung  in  der  Gipsform  gestattet  wohl 
eine  gewisse  Vorstellung  über  die  Grösse  der  noch  verbliebenen 
Spannung,  jedoch  keine  ganz  genaue  Berechnung  derselben.  Der 
Mangel  an  Verkürzung  ist  dagegen  ein  voller  Beweis  für  die  gänz- 
liche Entspannung  und  bei  der  erheblichen  Verlängerung  nach  dem 
Entgipseu  (7 — 15  Mikrometerstriche)  sind  die  Messungen  (mit  einem 
Fehler  von  weniger  als  i  Theilstrich)  im  Verein  mit  allen  beige- 
brachten Argumenten  ausreichend  zur  Begründung  des  Schlusses, 
dass  in  unseren  Wurzeln,  in  der  Reaction  gegen  eine  unvcrrück* 
bare  Widerlage,  alhniihlich  eine  gänzliche  oder  doch  nahezu  voll- 
ständige Entspannung  der  Zellhaut  erreicht  wird,  dass  also  auch 
das  zu  diesem  Ziele  noünvendige  Flöchenwachsthum  der  Zellhaut 
ausgeführt  wird,  obgleich  die  Turgorspannung  allnicihlich  auf  Null 
^Kinkt. 

Natürlich  muss  nicht  jede  Pflanze  oder  jeder  Pflanzentheil  gleicli 
beftUiigt  sein  und  von  den  unlersuchlcn  Objeclen  scheinen  es  Keim- 
stengel,  sowie  Chara  nicht  zu  einer  vollen  Entwicklung  der  osmo- 
tischen Energie  gegen  eine  Widerlage  zu  bringen.  Dagegen  wurde 
wiederum  für  die  Wurzeln  von  llelianihus  annuus  und  Pisum  salivuni 
eine  volle  Turgorentspannung  in  der  in  diesem  Kapitel  zuerst  be- 
schriebenen Weise  eonstatirt. 

Wie  die  Druckentwicklung  muss  auch  das  hierzu  führende  Mittel, 
die  Hautentspannung,  nach  allen  Bichtiingen,  also  auch  in  radialer 
Richtung  Ihätig  sein.  Dem  entsprechend  zeigten  auch  einige  Mes- 
sungen an  der  Wurzel  von  Faba,  dass  diese  durch  Plasmolyse  sogleich 
nach  dem  Eingipsen  gegenüber  der  Gipsform  an  Querdurchmesser  ver- 
liert, während  eine  solche  Verminderung  nach  2-  bis  3tägigem  Aufent- 
halt im  Gipsverband  unterbleibt.  Auf  eine  genaue  Messung  dieser 
Abnahme,  die  zudem  Schwierigkeiten  bietet,  durfte  ich  verzichten, 
und  erinnere  nur  daran,  dass,  ebenso  wie  hinsichtlich  des  Aussen- 
druckes, die  Actionen  in  der  Längs-  und  Querrichtong  nicht  gleiche 
Energie  und  Ausgiebigkeit  erreichen  müssen.  Aus  der  Druckieistung 
der  eingegipsten  und  der  Verliingerung  der  aus  dem  Gips  be- 
freiten Wurzel  folgt  ferner  mit  vollster  Sicherheit,  dass  für  unsere 
Versuche  die  in  cUteren  Wurzellheilen   eintretende  Verkürzung  (resp. 


87] 


Druck-  us»  AuueirüLLiitiTüNU  «titcii  WACtlt>b^uli  IVtAwzüN. 
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die  damit  vei  keüplie  Formänderung  der  Zellen)  *)  nicht   in   Betraclil 
komnit. 

Ich  kann  es  dahin  gesteht  lossen,  ob  im  Spitzentheil  dei*  Wurzel 
alle  Zonen  durch  eigene  TliiStigkeit  sich  gleich  Michaeli  und  gleich 
weit  entspannen.  Denn  falls  einzelne  Partien  weniger  activ  sind 
und  denigemUss  von  Seiten  anderer  eine  gewisse  Compression  er- 
fahren^ so  ändert  dieses  doch  an  dem  Wesen  der  Sache  gar  nichts. 
Ohnedies  würde,  falls  überall  die  Entspannung  complet  wird,  eine 
locale  (^Kompression  nur  dann  ganz  unterbleiben,  wenn  für  alle  Zonen 
das  Product  aus  Querschnitt  und  Turgorkraft  constant  ist  (vgl.  p.  274). 
Nach  der'  Tabelle  IV  war  übrigens  lür  die  drei  gemessenen  Zonen 
(at>vischen  0,6—4,6  mm  von  der  Wurzelspitze  liegend)  die  active 
Entspannung  ungefähr  gleich  weit  fortgeschritten. 

Die  selbstthiUige  Entspannung  im  Spitzenlheil  ist  schon  deshalb 
ausser  Zweifel,  weil  die  basipetal  anschliessenden  Zonen  (etwa  6  mm 
von  der  Spitze  ab)  so  fixirt  sind,  dass  durch  ihre  Verlüngerung 
eine  Compression  des  Spitzen Iheils  nicht  erzielt  werden  kann.  Zu- 
dem lehren  die  Versuche  der  Tab,  III  und  IV  für  die  gemessenen 
Strecken  direct  die  nur  activ  eireichbare  LiUigenzunahme  kennen. 
Ausserdem  ergaben  directe  Versuche,  dass  die  auf  der  Wurzel  von 
Faba  aufgesetzten  iMarken  gegenüber  der  Gipshülle  keine  Verschiebung 
erfahren,  dass  also  der  Spitzentheil  keine  Compression  erßihrt.  Die 
Tuschmarken  auf  der  Wurzel  waren  in  der  schon  beschriebenen  Weise 
angebracht,  wührend  als  fixe  Punkte  in  der  Gipshüüe  einzelne  dem 
Gipsguss  incorporirte  Wollefäserchen  dienten.  In  Bezug  auf  diese 
wurden  in  zwei  gelungenen  Versuchen,  bei  mikrometrischer  Messung, 
keine  Verschiebungen  der  Tuschmarken  gefunden,  die  von  der  Wurzel- 
spitze 6,1  ;  4,0  und  3,5  mm  entfernt  standen. 

Wahrscheinlich  wird  auch  der  hinlere  Tlieil  der  normal  wachs- 
thuüisftlhigen  Zone  zuniichst  gewisse  Entspannung  crlahreo,  bevor 
er  allmählich  in  Dauergewebe  übergeht,  das  nach  48  Stunden  bis 
auf  etwa  6  mm  gegen  die  Wurzelspitze  gerückt  ist.  In  solcher 
Weise  ist  dafür  gesorgt,  dass  diese  Spitzenpartie  jederzeit  eine 
wachsthums fähige  unverrückbare  und  nicht  comprimirbare  Widerlage 
gegenüber  dem  vom  vorderen  Spitzentheil  ausgehenden  Druck  bietet. 


\)  PfeffeUj   Prtaiizcnphysiologie  Bd.  11^   p.  90# 
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In  dem  activ  bleibenden  SpitzenÜieil  der  eingegipsten  Wuiisel 
von  Faba  und  Mais  ist,  ähnlich  wie  in  der  normalen  WinzeK  Gewebe- 
spannung kaum  vorhanden.  Doch  würde  deren  Existenz,  wie  schon 
bemerkt  (p.  29!),  die  Schlussfolgerungen  nicht  modißciren,  da  unsere 
Versuche  direct  zeigen,  dass  die  in  normalen  Wurzeln  vorhandene^ 
Gcsammlspannung  der  Zellwönde  durch  active  Thätigkeil  in  dem 
Gewebe  allmHhhch  ganz  eUminirt  wird,  ^ 

In  dem  activen  SpitzenLheil  sind  die  IntercelHibrrÜurae  nur  klein 
und  fehlen  in  dem  ebenfalls  activen  Urmeristem  giiozlich.  Dadurch 
ist  völlige  Widerlage  im  Inneren  geschaffen  und  ein  Ausbiegen  und 
Ausweichen,  das  bei  allseitiger  Druckentwicklung  zu  den  im  Gips-- 
verband  erzielten  Erfolgen  führen  könnte,  ist  ausgeschlossen*).  Zu- 
dem ist  dann,  wenn  der  Turgor  nicht  zunimmt  eine  Uebertragun^f 
der  osmotischen  Energie  gegen  eine  Widerlage  nur  durch  eine  Ent- 
lastung der  Haut,  also  duich  ein  zur  Entspannung  führendes  Wachs 
Ihum  der  Zellhaut  gewinnbar.  Sollte  diese  schliesslich  Faltungea] 
und  Wellungen  ausbilden  —  was  ich  nicht  sicher  ennitteln  konnte  — 
so  würde  daraus  nur  folgen,  dass  das  FUichenwachsthum  nach  Ent- 
spannung der  Zullhaut  noch  weiter  fortgesetzt  wird. 


D.  Schlüssbetrachtimgeii. 
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An  dt^r  Hand  exactcr  empiiischer  Eifahrungcn  lassen  sich  also 
mit  aller  Strenge  die  nächsten  Mittel  kennzeichnen,  mit  deren  llilFc 
die  Pllanze  beim  Anftreffen  auf  einen  Widerstand  in  rcgulaiorischer 
Weise  eine  Druckleislung  zu  Stande  biingl.  Diese  Heaction  li^uft, 
wie  schon  zu  Beginn  dieses  Ka|Mtcls  geschiklert  wurde,  darauf  hinaus, 
dass  der  Turgor  (osmotische  Kraft)  die  Energie  liclert,  die  Ent- 
s[>annung  der  Haut  aber  dazu  dient,  diese  Energie  gegen  einen 
Widerstand  zu  lenken.  Diesem  Principe  gemäss  arbeitet  die  Pllanze 
auch  dann,  wenn  durch  gleichzeitige  Turgorsteigerung  eine  Ver- 
mehrung der  osmotischen  Energie  hinzukommt. 

Das  Wachsthum  der  Zellhaut  liefert  also  nicht  die  Drockkrafi, 
ist  vielmehr  nur  das  Mittel  uui  diejenige  Energie,  durch  welche  die 
Zellhaut  bisher  in  Anspruch  genommen  war,  nach  aussen  zu  übertragen. 
Für  dieses  Ziel  ist  es  gleichgilttg,  wie  dieses  Wachsen  erreicht  wird; 


e 

1 


i)    t^rEFPJäH,  EuergeUk   1892^   p.  2,14. 
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volleodel  war  und  bis  dahin  kommt  nur  osmotische  Energie  für  die 
Ausseoleistung  in  Betracht.     Denn   so  lange  diö  Wandungen  negatii 
gespannt  sind,  kann  ein  Flächenzuwachs  nur  zur  Ausgleichung  diesef" 
Spannung   führen   und   erst    nach    Erreichung   dieses    Zieles   ist   der 
Wand  die  Möghchkeit  zu  einer  activen  Pressung  geboten. 

Ob  ein  solcher  activer  Druck  durch  die  Zellwiinde  nicht  in  Be- 
Irachl    kommt,    würde   auch   zu   beurlheilen  sein,    wenn  sowohl  di^| 
disponible   osmotische   Energie,    als   auch  der  von   der  Wurzel  enl- 
wickelte    Druck    genügend    genau    bemessen    wären.      ThatsUchhch 
wissen    wir  aber   nicht,    ob  der  miniere  isosmotische  SalpelerwertliH 
ganz  exact  bestimmt  ist  (vgl  p.  300)  und  ferner  ist  früher   (p.  276)'" 
erörtert,    wie  und  warum  die  Bestimmung  der  activen  Querschnitts-^ 
fläche,    resp.   die  Berechnung   der  Druckintensität   an  UnsicherheitenB 
leiden.      Immerhin    ist    nach    den    gefundenen    Salpeterwerthen    die 
osmotische   Energie    für   die   empirisch   gemessenen    Druckleistungen 
der  Wurzel  zureichend.  ^M 

Denn  da  der  Druck werth  einer  1  proc.  Lösung  von  Kalisalpeier 
3,6  Atmosphären  betrUgl*),  so  entwickelt  eine  i,5proc.  Lösung  einen 
Druck  von  16,2  Atmosphciren.  Dieser  Druck,  welcher  der  auf  die 
Spitze  der  eingegipsten  Wurzel  von  Faba  bezüglichen  Turgorcurvc  6' 
(Fig.  7  p.  397)  enlspricht,  wird  in  unseren  Druckmessungen  an  der 
Wurzel  dieser  Pflanze  (p.  264)  nicht  erreicht,  ausser  in  dem  Ver- 
suche 6A,  in  welchem  es  aber  zweifelhaft  ist,  ob  die  realisirte  Druck- 
leistung allein  auf  die  relativ  geringe  Querschnittsfläche  der  direct 
auf  die  Messplatte  wirkenden  Wurzelspitze  bezogen  werden  darf. 
Wenn  also  selbst  die  Druckinlensiläten,  in  Bezug  aul  die  real  aclive 
Fläche,  um  etwa  10  Proc.  höher  ausfallen  sollten,  so  würde  doch 
der  höchste  Werth  von  10,67  Atm.  (Versuch  3)  nur  auf  11,74  Alm. 
steigen  und  geringer  bleiben,  als  die  einer  3,5 proc.  Salpcterlösung 
entsprechende  Energie. 


i)  Pfeffer,   Studien  zur  Energelik   1892,   p.  ttl  Anm. 
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Ob  aber  für  die  in  der  Zeiteinheit  geleistete  Aussenarbeit  der  grOsste 
Werlh  erreicht  wird,  wenn  der  höchste  zulässige  oder  wenn  ein 
geringerer  Widerstand  zu  überwältigen  ist,  lässt  sich  nicht  voraus- 
sagen. Denn  die  Pflanze  antwortet  auf  eine  mechanische  Gegen* 
Wirkung  mit  Reactionen,  deren  Werth  und  Bedeutung  für  die  nach 
aussen  entwickelte  Energie  sich  nicht  theoretisch  abschätzen  lassen. 

An  dieser  Stelle  war  es  mir  aber  nicht  um  exacte  Messungen 
der  Bedingungen  für  maximale  Arbeit  etc.  zu  thun,  vielmehr  kam  es 
darauf  an,  die  grundlegenden  Principien  auf  empirischen  Boden  zu 
stellen.  Demgemäss  habe  ich  Methoden  nicht  weiter  verfolgt,  die  es 
gestatten  dürften,  unter  gleichzeitiger  Verhinderung  einer  Ausbiegung 
einen  genau  bemessenen  Widerstand  constant  zu  erhalten.  Vielmehr 
beschränkte  ich  mich  auf  die  Anwendung  homogener  Medien,  also 
auf  Culturbedingungen ,  die  auch  unter  natürlichen  Verhältnissen  ge- 
boten werden  und  benutzte  zu  diesem  Zwecke  besonders  eine  gute 
Qualität  von  plastischem  Thon.  Diesem  genügend  homogen  herstell- 
baren und  erhaltbaren  Medium  kann  man,  je  nach  dem  Wassergehalt, 
eine  sehr  geringe,  aber  auch  eine  ziemlich  hohe  Consistenz  geben, 
und  zwar  eine  viel  höhere  als  sie  die  noch  anwendbare  und  auch 
angewandte  Gelatine  gewährt. 

Aus  dem  tüchtigst  durchgekneteten  Thon  wurden  Würfel  von 
iOO  bis  120  mm  Seite  geformt  und  diese  vor  dem  Versuch  einige 
Tage  im  dampfgesättigten  Raum  gehalten,  um  eine  ganz  gleich- 
massige  Vcrtheilung  des  Wassers  zu  erzielen.  Mit  Hilfe  eines  Eisen- 
stäbchens, das  man  bis  an  ein  fixirtes  Schildchen  einstiess,  wurden 
dann  Löcher  von  20  mm  (vereinzelt  auch  15  mm)  Tiefe  in  den  Thon 
gebohrt  und  in  diese  die  Wurzeln  so  eingesetzt,  dass  ihre  Spitze 
aufstiess.  Zur  Controle  dessen  diente  eine  20  mm  (resp.  1 5  mm) 
von  der  Spitze  entfernte  Tuschmarke,  während  eine  5  mm  weiter 
abstehende  Marke  die  Basis  für  die  Zuwachsmessung  abgab.  Durch 
möglichst  geringen  Durchmesser  der  Löcher  und  nachheriges  Anpressen 
des  Thons  dürfte  eine  zumeist  ausreichende  Fixirung  gewonnen 
werden,  doch  wurden  stets  die  Cotyledonen  (resp.  die  Samen)  noch 
niittelst  Nadeln  an  Holzplättchen  befestigt,  die  in  den  Thon  einge- 
lassen waren.  Unter  diesen  Umständen  kam  nie  irgend  ein  Heraus- 
schieben der  Wurzeln  zu  Stande,  während  der  wachsende  Spitzen- 
theil in  den  Thon  eindrang.    Die  Culturen  befanden  sich  bei  annähernd 
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■  conslaoter  reiuperatur  im  dampfgesättigleo  H^iHue  und  die  Samen 
H  selbst  waren  mit  nassem  Fliesspapier  iimliullt.  Zum  Schluss  wurden 
B  dann  die  Wurzeln  direct  oder  nach  partiellem  Wegräumen  des  Thones 
I  herausgenomnicn  und  ilu*  Gesammtzuvvaclis  mit  dem  Maassstah  be- 
^H  Stirn  ml. 

H  Zum  Vergleich  diente  der  mit  Wasser  zu  einem  flüssigen  Brei  atifge- 

^  schwemmte  Thon.  Die  gleichartigen  Wurzeln  waren  in  diese,  in  Glüsein 
befindliche  Masse  gleich  tief  eingesenkt  nnd  wurden  ülirigens  unter 
den  gleichen  Bedingungen  wie  in  dem  Uarallelversuch  mit  consisten- 
teni  Thon  gehalten.  In  beiderlei  Versuchen  liel  der  Zuwachs  normal 
gestaltet  und  also  auch  frei  von  irgend  welchen  Anschwellungen 
aus 9  auch  diangen  die  Wurzeln  stets  geradlinig  in  die  Thon- 
tnasse  ein. 
K  Um    w^enigstens   eine    annähernde  Vorstellung    von   dem  Wider- 

stand zu  bekommen,  welchen  die  vordringenLle  Wurzel  zu  hewliltigen 
hatte,    wurde   der   Spitze    eines   eisernen  Strickstocks   die    Form  der 
I      Wurzelspilze   gegeben.      Für    die  Vergleichuog  mit  der  Wurzel    von 
^pVicia   faba  war   dieser   conische  Spilzentheil  3,4  mm  lang  und  hatte 
am  oberen  Ende   1,8  nmi  Durchmesser     Von  da  ab  war  der  Eisen* 
sial>    verdünnt,   so  dass   er  nicht    mit    der  Wandung   des  gebohrten 
Loches  in  Conlact  kam.    Aufvvürls  befand  sich  die  durch  einen  Glas- 
riag  hergestellte  Führung  und  endlicli   ganz   oben  ein  zur  Aulhahme 
von  Gewichten  bestimmtes  Telleichen.     Da  erst  bei  Uebersclireilung 
^ioes  üesammtdruckes  von  100 — 115  g,  in  anderen  Veisuchen  120— 
I40g,   der  Eisenslab   in    der  Thonmasse   sich  fortbewegte,  so  hatte 
a^lso   die  Wurzel    von  Vicia  faba    wiihrend    ihres    Fortwachsons   min- 
cJestens    einen    solchen    Widerstand    zu    überwinden,     wöhrend    im 

(»reichen    Thon    der  Conus  bei   einem  Gewicht  von   weniger  als   1  g 
»^ersank.     Diese  Angaben    beziehen    sicli    nur   auf  den  ohne  kriiflige 
Erschütterung   erzielten  Erlbig,    denn  energische  plötzliclie  Stosswir- 
l^cingen,    die   natüiüeh   den  Eisenstab  schon  bei  geringejcm  (iewicht 
den  Thon  treiben,  kommen  bei  dem  Wachslhum  der  Wurzel  nicht 
JBetracht. 

[n  den  Versuchen  mit  Zea  mais  hatte  der  der  Form  dieser  Wur- 

aachgcbildelo   Conus    eine    Liinge  von  3  mm,  einen  Durchmesser 

1,2  mm.      iMit   diesem   Stab   ergab  sich  eine   TragfUhigkcit   von 

Fens  70  g  für  einen  '! hon,  dessen  Wasseigehalt  ungefühi^  dem 
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oben  mit  einer  ttesistenz  von  1 00  bis  H  5  g  verzeichneten  Thoa 
entsprach.  Diese  Tlionmasse  verlor  bei  100^  C.  22,3  Proc,  die 
etwas  consislentere  (120 — 1  iO  g  Widersland)   18,3  Proc.  Wasser. 

In  analoger  Weise  wurden  vergleichende  Versuche  mit  einer 
0,6 proc.  eben  noch  erstarrenden  Gelatine  und  einer  13proc*  Gela- 
tine') in  der  Weise  ausgeführt,  dass  die  Wurzeln  erst  nach  deui 
Erstarren  der  Gelatine  eingesetzt  wurden.  In  die  consislentc  Gela- 
tine sank  die  in  Bezug  auf  Faba  benutzte  conische  Eisenspitze  bei 
einem  Druck  von  30  g,  nicht  aber   bei  einem  Druck  von  25  g  eio. 

Ueberblicken  wir  die  in  den  Belegen  in  der  Abth.  II  zusam- 
mengestellten Versuche  Nr.  23 — 27,  so  ergibt  sich  für  den  fraglichen 
consistenten  Thon  eine  müssige,  für  die  Gelatine  nur  eine  unsichere 
WachlhumsverzOgerung.  Als  Mittel  für  den  24slündigen  Zuwachs 
je  einer  Wurzel  von  Faba  ist  in  dem  mit  je  7  Keimlingen  angesteil* 
ten  Versuche  23  fUr  den  weichen  Thon  ein  Zuwachs  von  17,4  mm, 
für  den  härteren  ein  solcher  von  i2,9  mm  verzeichnet,  und  für  Jlais 
(Versuch  27)  stellen  sich  diese  Mitielwerthe  auf  21  mm  und  16  mm. 
In  diesen  Experimenten  halte  der  harte  Thon  eine  Resistenz  von 
100  g  (so  mag  kurz  gesagt  sein),  wUhrend  diese  Resistenz  120  g 
in  den  Versuchen  24  und  23  betrug,  die  auf  48  Stunden  ausge- 
gedehnl  wurden.  Der  raiitlcre  Zuwachs  in  24  Stunden  berechnet  sich 
für  Versuch  24  zu  18,7  resp,  12,7  mm;  für  Versuch  25  zu  19,3 
resp.  1 4,5  mm.  Für  den  24  stündigen  Gelatineversuch  stellt  sich 
dieser  Zuwachs  auf  19,1  resp.  18  mm.  (Die  zweite  Zahl  gibt  den 
Zuwachs  in  dem  consistentcren  Medium  an,) 

Die  Zuwachse  dieser  W^urzeln  fielen  bei  Beachtung  aller  Vor- 
sichtsmassregeb,  wie  schon  bemerkt,  durchaus  normalgestaltet  aus, 
und  in  dem  llüssigen  Thon  wurde  derselbe  Zuwachs  erreicht  wie  in 
anderen  in  Leitungswasser  gehaltenen  Wurzeln,  Voraussichtlich  wird 
also  auch  im  flüssigen  Thon  die  Wachsthumsschnelligkeit  gegenüber 
lockerer  Erde,  besonders  in  den  zweiten  24  Stunden,  etwas  ver- 
langsamt erscheinen^).  Ich  möchte  in  dieser  Verzögerung  aber  nur 
einen    der  mannigfachen  Reaclionserfolge  sehen ,  wie   sie    sich  unter 


t)  Es  wurde  dazu  die  mit  Salzsäure  ausgezogene  Gctatine  benutzt«    Vgl.  den 
Abschriiü  B.  dieses  Kcipitels. 

t)  Arbeiten  des  bot.   Insliluts  in  Würzburg   t873,   Bd.  I,   p,  410. 
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dem  WiderStande  mehr  und  mehr  ab.  Gegenüber  einem  WiderBtande 
von  200 — 250  g  wird  sich  die  Wurzel  von  Faba  sicherlich  nur  ganz 
langsam  verlängern,  300  bis  400  g  aber  vermag  sie  nicht  mehr 
zu  bewältigen^).  Doch  ist  es  zweifelhaft,  ob  ein  jeder  Widerstand 
eine  gewisse  Wachsthumshemmung  veranlasst.  Ja  eine  solche  scheint 
nach  den  Versuchen  in  Gelatine  durch  einen  Widerstand  von  25  g 
in  der  Wurzel  von  Faba  nicht  erzielt  zu  werden,  während  die  Hem- 
mung in  den  Thonversuchen  (Widerstand  100  bis  120  g)  schon 
hervortritt,  jedoch  thatsächlich  (nach  Wiederaufnahme  des  Wachsens) 
geringer  ist,  als  es  nach  den  gefundenen  Zahlenwerthen  scheint. 

Es  ist  nämlich  zu  bedenken,  dass  die  Verlängerung  so   lange 
gänzlich   stille  steht,   bis  die  Wurzel   eine   dem  Widerstand   gleich^^ 
Energie  nach  aussen  entwickelt  hat.     Erst  dann  beginnt  das  Fort — 
schieben   der  Last  und   das  Längen wachsth um,   das  nun,  wie   wii* 
noch  hören  werden,  mit  annähernd  gleicher  Schnelligkeit  fortgesetzL 
wird.     FUr  den  Zuwachs  ist  also   nicht  die  ganze,  sondern  die  um 
die  Hemmungsphase  verkürzte  Versuchszeit  in   Rechnung  zu  ziehen. 

Nach  Versuchen,  in  welchen  die  Wurzel  von  Faba  sich  hinter 
einer  Glasscheibe  in  Thon  (Resistenz  100  g)  befand,  dauerte  es 
4  bis  5  Stunden,   ehe   die  Wurzel  ihr   Längenwachsthum   begann^). 


i)  Die  Druck in(«nsitüt ,  welche  Wurzeln  noch  zu  überwinden  vermögen, 
liegt  nach  unseren  Versuchen  in  der  Wurzel  von  Faba  und  Mais  etwa  zwischen 
8  und  10  Atmosphären.  Das  Dickenwachsthum  der  Bäume  vermag  noch  höheren 
Widerstand  zu  überwinden.  Denn  Krabbe  (Wachsthum  des  Yerdickungsringes  und 
der  Holzzellen  4  884)  fand,  dass  Nadelhölzer  gegen  einen  constant  bleibenden 
Druck  von  iO  Atmosphären,  Laubhölzer  gegen  einen  solchen  von  it  bis  4  5 
Atmosphären  ein  wenn  auch  sehr  stark  vermindertes  Dickenwachsthum  ausführten. 

t)  Inzwischen  spielt  sich  freilich  das  zur  Entspannung  führende  Längen- 
wachsthum der  Zellhaut  ab,  welches  vciiirsacht,  dass  die  Wurzel  von  Faba,  nach 
vollständigem  Entspannen,  beim  Isoliren  sich  um  0,4 — 0,9  mm  verlängert  (p.  3H). 
Beim  Herausnehmen  der  Wurzeln  wird  also  diese  Längenzunahme  mitgemessen, 
die  indess  bei  einem  Widerstand  von  4  00  g,  also  bei  unvollkommener  Entspannung, 
wahrscheinlich  nicht  die  Hälfte  des  obigen  Endwerthes  erreicht.  Die  so  in  unseren 
Thonversuchen  erreichte  Verlängerung  dürfte  etwa  dem  lialbst  und  igen  normalen  Zu- 
wachs entsprechen,  der  sich  auf  0,37  mm  stellt,  wenn  die  Wurzel  in  34  Stunden 
um  4  8  mm  an  Länge  gewinnt.  In  unseren  Betrachtungen  darf  ich  indess  von 
einer  solchen  Correctur  Abstand  nehmen,  da  die  Hauptsache  unserer  Schlussfolge- 
rungen davon  nicht  betroffen  wird.  Ebenso  lasse  ich  hier  ausser  Acht,  dass  bei 
einer  Verkürzung  der  in  Wachsthum  begriffenen  Strecke  die  auf  die  Längeneinheit 
bezogene  Wachsthumsschnclligkeit  sich  relativ  höher  stellt. 
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Bis  dahin  blieb  die  Wui/els|ntze  (beobaclitet  wurde  an  einer  1  mm 
hinter  der  Spitze  anfgeselzten  Tuschmarke)  iinverrückt  oder  zeigte 
doch  nur  ganz  geringe  Verschtcbmigen,  die  durch  das  Ausweichen 
der  angrenzendon  Thonmasse  eriimglicht  wurden,  ein  Au.sweichen, 
das  die  fesle  Uipsmasse  in  die.ser  Weise  nicliL  gestattet.  Im  Gips- 
verband verlloss  noch  hingere  Zeil,  ehe  die  Wurzel  eine  Aussen- 
energie  von  100  g  entwickelte,  denn  diese  Zeil  würde  sicli  auf 
6  bis  7  Stunden  stellen,  wenn  wir  die  stündliche  Druckzunahme 
ungewöhnlich  hocli,  nämlich  zu  !5g  in  der  Stunde  annehmen. 
Doch  sind,  wie  ich  hier  nicht  näher  darlegen  will,  in  dem  Gips- 
verbanil  Veriiiiltnisse  geboten,  welche  wenigstens  die  zeitliche  Ent- 
wicklung des  Anssendi'uckes  beeinflussen  können  und  wir  dürfen 
ualurgemiiss  nur  ilie  aus  dem  Thonexpeiiment  gcscliOpflen  Erlah- 
rungen  unseren  Betrachtungen  zu  Grunde  legen. 

Nehmen  wir  die  bis  zur  Aequilibrirung  des  Thonwiderstandes 
(=  1 00  g)  verllossene  Zeit  zu  4  Stunden  an,  so  würde  der  in  Ver-- 
such  23  (vgU  Belege)  nolirte  2i stündige  Zuwachs  von  12,9  mm  in 
20  Stunden  realisirt  und  der  hiernach  für  24  Stunden  berechnete 
Zuwachs  auf  i5,5  nun  zu  erliöhen  sein,  und  dieser  Werth  stellt  sich 
auf  n,2  UHU,  wenn  eine  Latenzzeit  von  (i  Stunden  angenommen  wird* 
Diese  letzlere  Zahl  stimnrt  aber  mit  dem  für  den  fast  w^iderstands* 
losen  flüssigen  Thon  gefundenen  Zuwachs  (17,4  mm)  tiberein.  Für 
dieses  Medium  eigab  Mais  (Versuch  27)  in  24  Stunden  einen  Zu- 
wachs  von  21  mm,  füi'  den  consistcnten  Thon  von  i6  mm,  und  dieser 
Zuwachs  erhöht  sich  auf  19,2  mm,  wenn  er  statt  in  24  in  20  Stun- 
den ausgeführt  wurde. 

In  den  Versuchsreihen  24  und  25  mit  Faba  kam  ein  consisten- 
lerer  Thon  (Uesistenz  :=  120  g)  zur  Verwendung,  in  welchem  der 
übrigens  nicht  naher  ermittelte  Wachsthunisstillstand  wohl  mindestens 
die  ersten  6  Stunden  uuifasst,  aber  von  der  48  stündigen  Versuchs- 
zeit in  Abzug  zu  bringen  ist.  Auf  Grund  dieser  Daten  berechnen 
sich  dann  tblgende  Zuwachse  füj  24  Stunden:  Versuch  24  (flüssiger 
Thon  =18,7  mm)  14,6  mm  statt  12,7mm;  Versuch  25  (flüssiger 
Thon  ^=  19,0  mm)   16,6  mm  statt  14,5  mm. 

In  der  consistenten  Gelatine  (25  g  Resistenz)  dUrlle  1  bis  2 
Stunden  na(*h  Beginn  der  Versuche  die  volle  Wachsthumsschnelligkeit 
erreicht  worden  sein.     Ein  solcher  Aufeulhalt  genügt  aber,  um  den 
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an  sich  zweifelhaften  Unterschied  zwischen  weicher  und  consistenter 
Gelaline  auszugleichen.  Denn  der  für  letzlere  empirisch  gefundene 
Zuwachs  von  18  mm  stellt  sich  bei  1-  resp.  2  stündiger  Wachs- 
Ihnmshemmung  für  die  consistentere  Gelaline  auf  18,8  mra  resp, 
19,11  mm. 

Mit  Rücksicht  auf  die  individuellen  DÜTerenzen,  die  Unsicherheit 
der  Latenzzeit  u.  s.  w*  sind  unsere,  auf  eine  massige  Zahl  von  Einzel- 
veisuchen  basirten  Erfahrungen  unzureichend,  um  geringe  Differenzen 
zu  prticisiren.  Immerhin  dürfen  wir  folgern,  dass  die  Wacbsthun^s- 
Schnelligkeit  in  der  Wurzel  von  Fabo  (bei  Anrechnung  des  I^tcnz- 
sladiums)  durch  einen  conslanten  Widerstand  von  25  g  nicht  oder 
kaum,  durch  einen  Widersttind  von  100  bis  120  g  zwar  merklich, 
jedoch  in  einem  geringen  Grade  verlangsamt  wird  und  dass  sich  in 
letztgenannter  Hinsicht  die  Wurzel  von  Mais  ähnlich  verholt.  Mit 
höherem  Widerstand  wird  aller  Voraussicht  nach,  sowie  für  die 
Druckentwicklung,  aucli  für  die  Wachsthumsschnelligkeit  eine  Ue- 
schleunigung  der  Abnahme  eintreten. 

Unter  diesen  Umständen  steigt  die  Aussenarbeit  —  das  ProducI 
aus  Wegstrecke  in  den  constanten  Widerstand  —  nui  bis  zu  einer 
gewissen  Grenze  pioporlional  zum  Widerstand,  um  dann,  mit  Ver- 
langsamung des  Wachsens,  langsamer  zuzunehmen*  Da  wir  aber  die 
Curve  dieser  Wachsthumsverlangsamung  nicht  genau  kennen,  so  ls*ssl 
sich  nicht  sicher  sagen,  bei  welchem  Widersland  die  Arbeitsleistung 
ein  Maximum  erreicht,  das  nolhwcndig  existirt,  weil  ebenso  bei 
fehlendem  als  auch  bei  unüberwindlichem  Widerstand  das  Arbeits- 
product  Null  wird.  Nach  einer  (laiculation,  die  ich  indess  bei  ihrer 
UnsicherJieit  hier  nicht  näher  begründe,  dürfte  die  Aussenarbeit  fort-  — -■- 
während  dem  Maximal werth  nahezu  gleichkommen,  w^enn  zur  Aequi-  —  i- 
librirung  des  zu  besiegenden  Widerstandes  die  Aussenenergie  auf^  jmf 
4  bis  |-  ihres  höchsten  Werlhes  anschwellen  resp,  sich  erhalten  rauss—  .^3. 

Unsere  Versuche  zeigen  aber  evident,  in  wie  liohem  Grade  dr«3^  je 
Aussenarbeit  mit  dem  Widerstand  steigt.  Im  Versuch  23  stellt  sich  eli»  ^e 
in  24  Stunden  durch  die  Wurzel  von  Faba  geleistete  Aussenarbeit  fil^?:irj 
den  tlüssigen  Thon  (Resistenz  1  g)  auf  17,4  Grammmillimeter,  für  dc^^n 
härteren  Thon  (Resistenz  iOO  g)  auf  1290  gmm,  wenn  nicht  einin  -al 
die  aus  dem  Liitenzstadium  sich  ergebende  Correctur  angebracht  i^^. 
Das  Verhällniss,  welches  in  diesem  Falle  1  :  74,2  ist,  berechnet  si^^b 
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Die  allgemeinste,  in  alle  Theile  und  ThUtigkeiten  eingreifende 
selbstregulatorische  Tbätigkeit  ist  überhaupt  eine  nothwendige  Forde^ 
rung  für  Existenz  und  Entwicklung  des  Organismus,  dessen  grössere 
und  kleinste  Glieder  und  Organe  in  gegenseitiger  Abhängigkeit  und 
Unterstützung  bestehen  und  arbeiten^).  Dieses  gilt  ebenso  für  Spro68 
und  Wurzel  wie  für  die  einzelnen  Glieder  des  Protoplasmaorganismos. 
Und  wie  der  Organismus  ein  Ganzes  ist,  werden  auch  die  zur  regu- 
latorischen Thätigkeit  nöthigen  Beeinflussungen  durch  das  Ganze,  also 
bei  einem  Baume  auf  sehr  weite  Strecken  fortgepflanzt.  Das  Ent- 
blättern z.  B.  hat  nicht  nur  das  Austreiben  von  Reserveknospen  zur 
Folge,  sondern  Hand  in  Hand  mit  dieser  veranlassten  neuen  Thätig- 
keit  macht  sich  auch  eine  vorübergehende  Wachsthumshemmung  im 
Wurzelsystem  geltend.  In  der  Wurzel  aber  —  um  bei  dieser  zu 
bleiben  —  wird  sowohl  durch  Wegschneiden  als  durch  Umgipsen 
des  Spitzentheils  beschleunigtes  Produciren  und  Heranwachsen  von 
Nebenwurzeln  veranlasst  (Kap.  Vll).  Wird  aber  durch  entsprechende 
mechanische  Widerstände  dafür  gesorgt,  dass  nur  der  äusserste 
Spitzenlheil  der  Wurzel  sich  fortentwickeln  kann,  so  gibt  die  ge- 
waltige Beschleunigung  des  Wachsens  in  diesem  Spitzentheil  von  einer 
energischen  correlativen  Reaction  Kunde  (Abth.  B  dieses  Kapitels). 

Die  Wachsthumsvorgänge  sind  aber  stets  mit  Stoffwechselpro- 
cessen  verkettet  und  die  regulatorische  Beherrschung  des  Getriebes 
erstreckt  sich  natürlich  auf  die  Gesammtheit  der  Thätigkeiten,  also 
sowohl  auf  den  Stofl'wechsel  als  auf  den  Kraftwechsel.  Diese  Regu- 
lationsverkettung ist  somit  auch  ebenso  bei  der  normalen  Entwick- 
lung im  Spiele,  wie  in  der  Reaction  gegen  irgendwelche  besondere 
Verhältnisse  und  Eingriffe.  Dieser  Regulation  bedarf  es  u.  a.,  um 
den  Stoffumsatz  so  zu  lenken,  dass  die  osmotische  Energie  in  einer 
Zelle  bei  langsamer  und  schneller  Grössenzunahme  constant  bleibt 
und  in  richtigem  Yerhältniss  zu  dieser  und  zum  Wachsen  muss  auch 
die  Production  von  Cellulose  und  das  Flächehwachsthum  der  Zellhaut 
geregelt  werden. 

Es    entspricht    dem    allgemeinen   Charakter    der    automatischen 


\)  Die  allgemeine  Bedeutung  der  Selbslregulation  ist  z.  B.  hervorgehoben  bei 
Pfeffer,  Physiologie  Bd.  I^  p.  34  0;  Zur  Kenntniss  der  Oyxdationsvorgänge  1889, 
p.  i62. 
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liing  —  allein  uns  bekannt  siniK  Ohne  jeden  Zweifel  wird  es  Jeder- 
mmm  einen  Reizvorgang  nennen,  wenn  ein  Mensch  veranlassl  wird, 
seine  Krüfle  znr  UeberwUltigung  von  Widerstunden  anzuspannen;  dem 
Wesen  der  Sache  nach  verhiUt  es  sich  aber  analog  bei  einer  Pflanze, 
die  mit  Aufbietung  ihrer  Krall millel  gegen  eine  Widerlage  arbeitel. 
Auch  darf  man  sich  diese  Reactionskette,  die  auf  kleinem  Räume 
und  doch  wieder  nur  bedingungsweise  sich  abspielt,  die  aber  auch 
fernliegende  Glieder  des  Körpers  in  Mitleidenschaft  zieht,  keineswegs 
einfach  vorstellen  und  muss  sich,  wie  stets,  hüten,  die  letzten  Acte 
als  den  ganzen  Inhalt  der  Reaction  zu  nehmen.  Dass  es  Zeit  zur 
lintwickhiog  höheren  Aussendruckes  bedarf,  ist  eine  Eigenschaft  sehr 
vieler  Reizreactionen,  von  denen  nur  gewisse  sich  plötzlich  abspielen. 
Ucbrigens  erreicht  unsere  Druckreaclion  schnell  ihr  Endziel,  wenn 
ihr  nur  ein  geringei'  Widerstand  entgegentritt* 

Diese  alli;emeinen  Auseinandersetzungen  schienen  mir  gebeten, 
um  das  Wesen  der  gegen  einen  Widerstand  gerichteten  Reaction  ins 
richtige  Licht  zu  setzen.  Es  mag  noch  daran  erinnert  werden,  dass 
wie  üblich,  nur  der  Wechsel  des  Widerstandes  zu  einer  Veränderung 
i\vr  Thiitigkcit  ftllirtj  die,  wie  in  gar  vielen  Reizreactionen,  nach  der 
üebergangsreactiun  bei  Constanz  der  Verh^iltnissc  auf  dem  nun  er- 
worbenen Niveausich  erhält^).  Analog  vcrhöilt  sich  z.  B.  der  Muskel, 
welcher  durch  dauernde  Reizung  im  Tetanus  erhalten  wird,  und  wie 
bei  dem  Muskel  eine  intermittirende  elektrische  Reizung,  so  würde  bei 
der  Wurzel  ein  discontinuirlicher  Widerstand    zur  Folge   haben,   dass 


< 


i)  So  ist  es  nalürlicli  In  alleti  Reizungen,  welche  den  IJebergang  zu  einem 
neuen  Gleichgewichtszusljuid  veranlassen.  In  gleichem  Sinne  fülirl  auch  die  durch 
den  Wechsel  der  Lichlrichlung  erzielte  heliolropische  Reizung  den  Uebergang  auf 
eine  beslimmte  Slolhmg,  d.  h.  einen  Gleichgewichlszusland  herbei,  der  bei  Con- 
ti Um  z  der  Yeriial Inisse  und  durch  diese  Constanz  erhallen  wird.  Analog  ist  aber 
auch  ein  VVärmewechsel  eine  Veranlassiingi  dass  die  niil  den  eigenen  Energie- 
niilleln  belriebenco  Thiitigkeilen  erst  beginnen  oder  beschleünigi  resp.  verlangsamt 
werden.  Dieser  Wechsel  wirkt  also  jedenfalls  nur  auslösend,  d,  h.  als  Reiz,  der 
eben  die  Thäligkcit  auf  den  neuen  Gleichgewichtszustand  überführt,  dessen  Er- 
hiiltung  von  der  Constanz  der  Ten*peralur  (celeris  paribns)  abhangig  ist.  So  gut 
wie  eine  jede  durch  die  Bedingungen  constaiit  erhaltene  heliotropische  oder  geo- 
tropische  Krütnuiung  kann  man  also  auch  jede  durch  den  Mangel  des  Temperatur^ 
wechseis  conslant  erhaltene  Thätigkeit  als  den  jeweilig  bestehenden  Beizzusland 
bezeichnen*  Ausführticher  werde  ich  diese  und  anschliessende  Fragen  in  einem 
demnächst  zu  {lublicirenden  Vortrug  über  die  Beizburkeil  der  FÜauzen  hehandeh)» 


' 


103] 


DnUCä-  UND  AHBEtr^LElSIlING  DU ACtJ   WACtlJS£f(UE   PFLAFiZEN. 


335 


t: 


die  graphische  Darstellung  der  Bewegung  nichl  eine  gerade,  sondern 
eine  abwechselnd  faltende  und  steigende  Curve  liefert*  Uebrigens 
strebt  auch  die  phototacLische  Schwürmspore  so  lange  nach  der- 
selben Richtung,  als  derselbe  Reiz  anhält  und  ^o  lange  es  die  mecha- 
nischen Verhyltnisse  erlauben. 

I  Wie   allgemein   muss   auch  hier  das  Streben  dahin  gehen,    den 

Beactionsprocess  in  allen  seinen  Phasen  und  Beziehungen  zu  er- 
leuclilen.  hidess  dieses  endliche  Ziel  ist  noch  für  keinen  vitalen 
Vorgang  in  aller  Vollständigkeit  erreicht  und  so  müssen  wir  uns 
chon  glitcklich  schlitzen,  wenigstens  die  zur  unmittelbaren  Ausfüh- 
rung benutzten  Factoren  pröcisiren  zu  können.  In  diesen,  dem 
Flächenwachsthtim  der  Haut  und  der  Turgorspannimg,  begegnen  wir 
den  auch  im  Wachsthum  dienstbaren  Mitteln,  die  hier  zu  dem  be- 
sagten Reactionszwecke  nutzbar  gemacht  werden. 

Auch  der  Mensch,  welcher  durch  Aufladen  einer  Last  20  höherer 
Arbeitsleistung  veranlasst  wird,  macht  für  die  erhöhte  Leistung  nur 
die  üblichen  Energiequellen  nutzbar.  Andere  als  die  im  Organismus 
gebotenen  und  zu  Arbeitszwecken  disponiblen  Energiemittel  können 
überhaupt  nie  in  Betracht  kommen.  Auch  ist  die  Sachlage  keines- 
wegs principiell  verschieden,  wenn  in  einer  Reizreaction  eine  schon 
vorhandene  BewegungsthiUigkeit,  resp.  die  sie  vermittelnden  Processe 
nur  in  quantitativer  Hinsicht  in  andere  Bahnen  gelenkt  werden, 
oder  wenn,  wie  z.  B.  bei  Mimosa,  ein  bestimmter  Bewegungsvorgang 
nur  so  oft  und  so  weit  zur  Ausführung  kommt,  als  es  Reize  veranlassen, 
wodurch  zugleich  verursacht  wird,  dass  die  Pflanze  einen  grösseren 
Betrag  von  Arbeit  zu  leisten  hat.  Uebrigens  tritt  im  Grasknoten  die 
zur  Krümmung  führende  Wachsthumsthütigkeit  erst  mit  dem  geo- 
tropischen  Reize  in  Action  und  erst  durch  Entfesselung  dieser  Action 
werden  Energiemiltel  für  diese  Bewegung  in  Anspruch  genommen, 
die  ebenfalls  zur  Vollbriogung  hoher  Aussenarbeit  bef\ihigt  ist. 

Kommt  zu  dem  fortdauernden  Wachsen  noch  Aussenarbeit.  so 
fordert  die  so  vermehrte  Leistung  einen  höheren  Gesammtaufwaud 
an  Energie,  es  sei  denn,  dass  die  Pllanze  bis  dahin  im  Wachsen 
unnöthigen  Energieaufwand  trieb  und  Ökonomischores  Arbeiten  erst 
mit  dem  Entgegentreten  des  [iusseren  Widerstandes  begann.  Letzteres 
ist  weder  nach  teleologischen  Gesichtspunkten,  noch  nach  Analogien 
wahrscheinlich  5   und   so    ist  aller  Grund  zu   der  Annahme,   dass  die 
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erhallte  mechanische  Inanspruchnahme  in  der  Pflanze,  analog  wie  im 
Menschen,  einen  energischeren  Energieumsatz  veranlasste*  Wahr- 
scheinHch  wird  Hand  in  Hand  damit,  wie  im  Thiere,  so  auch  in  der 
Pflanze  eine  Steigerung  der  AthmungsUuitigkeit  eintreten,  eine  Steige- 
rung^ welche  z.  B.  auch  die  Reaclion  der  Pflanze  gegen  Verletzun- 
gen begleitet'). 

Nimmt  der  Turgoi  in  der  Rcaction  gegen  die  Widerlage  zu, 
so  ist  damit  eine  gesteigerte  ProduclionsthtUigkeit  osmotisch  wir- 
kender Substanz  direct  gekennzeichnet.  Denn  eine  entsprechende 
Mehrproduction  ist  noth wendig,  um  bei  gleichem  Zuwachs  (also  bei 
gleicher  Volurazunahme)  den  auf  höheres  Niveau  gehobenen  Tui^ur 
constant  zu  erhallen.  Die  Erhöhung  wie  das  Unterbleiben  der  Tur- 
gorschwellung  erfordert  übrigens  ebenso  gut  eine  specifische  regula- 
torische  Thaiiykeit,  wie  die  Erhaltung  der  Turgorconstanz  in  der 
wachsenden  Pflanze  und  es  ist  also  keineswegs  nolh wendig,  dass  in 
derselben  Pllanze  auf  jedwelche  Wachsüiumsverlangsamung  eine  Tur* 
gorsteigerung  folgen  muss   (vgl.  p.  303). 

Die  regulatorische  Steigerung  der  Arbeitskraft  kann  aber,  in 
Organismen  wie  in  Mechanismen,  immer  nur  bis  zu  einem  endlieb  be- 
grenzten Werthe  steigen  und  so  ist  es  mit  zunehmendem  Widerstand 
schliesslich  nur  durch  Verlangsamung  dei'  Bewegung  möglich,  dass 
die  in  der  Zeileinheit  djs[)onible  Energie  die  Summe  der  zu  leisten- 
den Arbeit  zti  bewältigen  vermag.  Dem  entsprechenil  wird  mit  zu- 
nehmender AussenarbeiL  ebenso w^ohl  das  Wachsen  (das  Fortbewegen) 
der  Pflanze,  wie  der  Gang  des  Menschen  oder  des  best  regulirenden 
Gasmotors  verlangsamt.  Mit  dem  merklichen  Beginn  solcher  Verlang- 
samung muss  natürlich  die  höchste  mögliche  Energieenf Wicklung 
nicht  erreicht  sein  und  dieses  muss  auch  für  die  Pflanzen  beachtet 
werden,  die  nach  unseren  Versuchen  augenscheinlich  —  und  man 
muss  sagen  in  ökonomischer  Weise  —  die  Verlangsamung  des  Wachs- 
thums  beginnen,  bevor  die  Production  der  Arbeitskjaft  auf  den  mög- 
lichen Maximalwerth  angelangt  ist. 

In  diesen  und  ähnlichen  Erwögungen  ist  es  einleuchtend ,  dass 
die  Aussenarbeit  kein  Maass  für  die  unbekannle  Energiesunuuö  sein 
kann,  welche  durch  Veilangsamung  des  Wachsens  in  der  Innouarbeil 
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I)  Ygb  PFßFFKR,  Energetik  1802,  p.  :iOL 


Drück-  und  Ahöeitsleihtükc  duhch  wachsende  Pflanzen. 


part  wurde ^).     Schon  die  bis  zu  einer  besliinmlen  Aussenleistutig 

nslaote   Wachsthumsschoelligkeit    sprlclU    entschieden    gegen    eine 

€  Auffassung,  die  auch  ganz  und  gar  nicht  in  Einklang  mit  der 

rfahmng  steht,  dass  die  Pflanzen  in  trefflicher  Weise  regulatorisch 

arbeiten    und    den   Bedörfnissen    entsprecliend    die  Ausgiebigkeit  des 

►loITwechsels  und  Kraftwechsels  modificiren. 

Neben  solcher  regniatorisch  geleiteten  Energieentwicklung  kann 

öd  wird  auch  der  auf  der  einen  Seite   ersparte  Arbeitsaufwand  in 

Bni    angedeuteten  Sinne    zu  Gunsten   der  Aussenarbeit   oder   irgend 

iner  anderen  Function  Verwendung  linden.     Dem  Wesen  der  Sache 

ich    liegt   in    dieser   wechselseitigen   Ueberlragung    und   Concession 

in  Fall  von  Correlation  vor,   der  in  so  einfacher,  durch  nichts  ge- 

frübter  Weise  im  Organismus  wohl  kaum  jemals  realisirl  sein  durfte. 

Doch  tragen  wenigsleus  den  allgemeinen  Stempel  der  wechselseitigen 

Uebei'tragungen    und  Concessionen   mehr  oder  weniger  die  uns  ent- 

llegenirelenden  Effecte  der  t^orrelationserscheinungen,  wie  verwickelt 

jmuierhin  ihre  Verkettung  und  ihr  Betrieb  sein  mag.    Denn  im  Wesen 

laufen   alle   die  mannigfachen  Correlationen  darauf  hinaus,    dass   die 

Unterdrückung  oder  Hemmung  eines  Geschehens  auf  der  einen  Seite, 

Auf   der   anderen  Seite  mit  dem  Erwachen  oder  Bescldeunigen  einer 

unction  veikuiipft  ist,  resp,  dass  die  umgekehrte  Beeinllussung  uns 

tgegenlrilt'^). 

Speciell  in  der  Wurzel  begegnen  wir  u.  a.  in  der  beschleunig- 

n  Nebenwurzelbiidung  bei  Hemmung  des  Wachsens,    sowie  in  der 

gemein  ansehnlichen  Wachsthurabeschleunigung  tlci   allein  in  Frei- 

leil  gelassenen  Wurzelspilze,  auffcilligen  Correlationen,  die,  wie  ebenso 

andere   Correlationsvorgänge,    sofort   erkennen    lassen,    dass    es  sich 

nicht  um  eiufat  he  Energieübertragungen  hanilell.     Denn  die  beschleu- 

igten  und  modiliciifen  TliUligkeiten  werden  durch  die  in  den  acliv 

erdenden  Partien  selbst  entwickelten  iMittel  betrieben  und  nicht  die 


I)  Vgl.   VvEvmn,  Energetik   ^89Ä,   p,  23«. 

l)   Eine  bestirnfnle  BegrilTsbesliramung    für  »Corrclalion«  ist  mcinos  Wissens 

Mslier  uirl»l  gegebc»,     Wt-jiri  umn  die  BcziMcliiHing  bisher  wobl  zurneisl  für  iinsser- 

ildi    sichlhar    werdcnile  GeslaHiiiigeii    arnvandtt*,   80    ist   dfjch   kein   Grimil,   warum 

Blaii  nichl  auch  die  ontsprcchenden  pliysiolo^ischen  Wechselbeziehungen  in  gleicher 

Weise  ats  Correlniionen  bezeitiinen    soll,   wenn  es  sich    auch   um    ausserhch   nicht 

firvoHreteude  Processe  bündelt. 
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Bciriebsencrgie,  sondern  nur  der  auslosende  Ansloss  ging  von  dem 
correlativen  Theile  aus.  Aber  gerade  in  Hinsicht  auf  die  uns 
gchizlich  unbekannten  auslösenden  Reizverkettungen  müssen  diese 
und  andere  Erfolge  aueli  in  energetischer  Hinsicht  stets  beurtheUt 
werden. 

Bei  einer  solchen  verwickelten  Sachlage  lässt  sich  auch  nicht 
voraussagen,  was  sich  in  dem  durch  mechanischen  Widerstand  im 
Wachsibum  gehemmten  Theile  abspielt.  Denn  wenn  auf  der  einen 
Seite  mit  dem  Wachsthum  die  Production  von  Baumaterial,  osmotisch 
wirkenden  Stoffen  u.  s.  w.  sistirt  werden,  so  kann  man  doch  nicht 
wissen,  in  wclclier  Weise  durch  die  auf  Ueber\>indung  der  Wider- 
läge  strebenden  Reactioncn  die  Thlitigkeiten  der  Pflanze  gelenkt  wer- 
den und  in  welchem  Veihciltniss  demgemciss  der  gesammte  Energie- 
umsatz bei  sistirlem  und  freiem  Wachsthum  sich  gestaltet. 

Eine  weiterstrebende  causale  Zergliederung  hat  die  entschei-- 
denden  und  mitwirkenden  Factoren  zu  [Häeisiren,  In  Bezug  auf 
die  mechanische  Vermittlung  wurde  aber  gezeigt,  dass  die  gesammte 
Energie  für  die  Aussenleistung  durch  die  Turgorkraft  geliefert 
wird,  während  das  Flächenwachsthum  der  Zellwand  nur  dazu 
dient,  die  Haut  zu  entspannen  und  auf  diese  Weise  die  Turgorkraft 
ganz  oder  theil weise  gegen  die  gebotene  Widerlage  zu  lenken. 
Natürlich  ist  ein  entsprechend  geregeltes  FllVchenwachsthum  für  das 
Gesammtwachsthum  und  somit  für  die  äussere  Arbeitsleistung  der 
Pflanze  ebenso  nolhwendig,  wie  die  Regulation  des  Turgors  in  den  an 
Vohiraen  zunehmenden  Zellen,  Doch  spielt  das  Flächenwachsthum  in 
Bezug  auf  die  Aussenleistuog  in  analogem  Sinne  eine  nur  auslösende 
KuUe,  wie  die  Drehung  eines  Hahnes,  durch  welche  das  bis  dahin 
zurückgehaltene  Wasser  zur  Yollbringung  von  Leislungen  gegen  äussere 
Widerstände  gebracht  wird.  Denigemäss  sind  die  auf  das  Uaut- 
wachsthum  (resp.  Drehung  des  Hahnes)  verwandte  und  die  in  der 
Ausscnarbeit  re[)räsentirte  Energie  ganz  inconi mensurabel,  denn  für 
letztere  ist  es  ganz  gleich,  ob  für  einen  bestimmten  Zuwachs 
(resp.  eine  gewisse  Hahndi'elumg)  eine  sehi'  geringe  oder  eine  selir 
hohe  Energie  aufgewandt  wurde.  Auch  ist  es  für  das  Wesen  der 
Aussenleistung  einerlei,  mit  welchen  Betriebskräften  die  Hautent- 
spannung oder  die  Drehung  des  Wasserhahnes  ausgeführt  wird. 

Auf  die  an  sich  bedeutungsvolle  Mechanik  des  Wachsthums  der 
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sieht  und  so  auch  in  Rücksicht  auf  das  besprochene  Flachenwachs- 
Ihum  nur  eine  Allgemeinbedingung  für  Herstellung  des  thätigen 
Zustandes.  Auch  lehrt  die  Yerlangsamung  des  Wachsens  bei  Steigerang 
der  mechanischen  Spannung,  dass  die  Grösse  der  mechanischen 
Dehnkraft  keineswegs  für  das  Flächen wachsthum  entscheidend  ist^). 

Wenn  also  das  Flächenwachsthum  der  Zellwand  nicht  durch 
osmotische,  sondern  durch  Ausscheidungs-Energie  betrieben  wird,  so 
kommt  doch  der  Turgorkrafl  eine  andere  mechanische  Bedeutang 
darin  zu,  dass  erst  durch  sie  in  zartwandigen  Geweben  die  Straffheit 
und  Tragfähigkeit  hergestellt  wird,  ein  Zustand,  der  natürlich  bei 
Anschmiegen  der  Zellen  an  eine  resistente  Widerlage  nicht  verloren 
geht.  Doch  darf  die  Turgescenz  überhaupt  nicht  ausschliesslich  nach 
rein  mechanischen  Gesichtspunkten  beurtheilt  werden,  denn  thatsSch- 
lich  gehen  von  jener  auch  regulatorische  Beeinflussungen  anderer 
Actionen  aus.  In  welcher  Weise  diese  in  der  Reaction  gegen  eine 
Widerlage  im  Näheren  eine  Rolle  spielen,  das  ist  zur  Zeit  nicht  zu 
sagen.  Nur  soviel  ist,  wie  auch  schon  betont  wurde,  in  diesen  und 
anderen  Erwägungen  gewiss,  dass  aus  der  äusseren  Arbeitsleistung 
kein  sicherer  Maassstab  für  die  Innenarbeit  zu  entnehmen  ist,  und 
spocicll  die  im  Flächenwachsthum  der  Zellhaut  aufgewandte  Arbeit 
wird  in  concreten  Fällen  gar  nicht  von  der  Turgorkrafl  betrieben, 
welche  grade  die  nach  aussen  gerichtete  Energie  liefert^. 

Der  Ruckverfolg  aller  Thätigkeit  im  Organismus  führt  unver- 
meidlich zuletzt  auf  chemische  Umsetzungen^.  Gleichzeitig  hiermit 
habe  ich  auch  betont,  dass  die  in  den  chemischen  Processen  um- 
gesetzte und  disponibel  gemachte  Energie  u.  a.  keinen  Maassslab  für 
diejenigen  Leistungen  im  Organismus  geben  kann,  welche  zunSkchst 
nur  an  die  Existenz  eines  Stoffes  und  dessen  richtige  AngriGTsweise 
und  Wirkung  gekettet  sind.  Denn  davon  hängt  es  schon  ab,  ob  z.  B. 
überhaupt  mechanische  Leistungen   durch  osmotische  oder  Ausschei- 


1]  Vgl.   Pfeffer,  Energetik   1892,  p.  215  und  Kap.  XIII  dieser  Arbeit. 

t)  Da  man  unter  »Waclisthumsenergietr  die  im  Wachsen  aufgewandte  oder 
(geleistete  Arbeit  zu  verstehen  hat,  so  ist  es,  wie  ich  schon  in  der  Energetik  p.  23  f 
bemerkte,  nicht  zweckentsprechend,  die  »Zuwachsgrösse«  als  »Wachsthumsenergiet 
zu  bezeichnen.  Denn  beide  sind  keineswegs  proportional  und  bei  hoher  Aussen- 
arbeit  kann  z.  B.  die  Zuwachsgrösse  minimal  sein. 

3)  Pfeffer,   Energetik  t892,  p.  209. 
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clungs-Energie  vollbracht  werden,  und  für  das  Ausmaass  dieser  ist 
fes  ohne  jeden  Belang,  ob  die  Pflanze  für  Producüon  und  Gewinnung 
der  wirkenden  Sloffe  eine  mügliclist  geringe  oder  eine  taiisendinal 
grössere  Energie  aufzuwenden  halte.  So  ist  es  —  um  nur  ein  Bei- 
spiel anzuführen  —  für  das  nur  durch  seine  Fallhöhe  Arbeit  voll- 
l>ringende  Wasser  einerlei »  ob  Darapfkraft  oder  Mcnscbcnkraft  die 
Hobung  zum  Bassin  besorgt,  oder  ob  die  in  dieser  Hebung  aufge- 
^vandte  Energie  dem  theoretischen  Minimum  gleichkam,  oder  ein  be- 
liebiges Mulliphim  dieses  Minimalwerthes  war* 

^        In   diesen    und    cUinlichen  Erwägungen    ergibt   sich  auch  die  in 
der  Energetik  niiher  erlltulerle  vüllige  Unbestimmtheit  der  Bezieliun- 
gen    zwischen   der   in   dei-  Athuiung  disponibel  gewordenen  und  der 
atu  Arbeitsleistungen    in    und   durch  die  Pflanze  verwandten  Energie. 
In  Anschluss    an    das  soeben  Besprochene  leuchtet  dieses  sofort  ein, 
sobald  man  bedenkt,  dass  die  Aufgabe  der  Athmungslhilligkeit  viel- 
fach   in   der  Ermöglichung  der  Produclion    bestimmter  SloÜ'e  gipfelt, 
deren    fcruere    Leistung   im  Dienste   des  Organismus   von    der    Ent- 
slehungsweise   ganz    uuabhcingig   ist*}.     Und    wenn  u.  a.  die  regula- 
loriscli  geleitete  vermehrte  Production  eines  Körpeis  im  Allgemeinen 
von  einer  Steigerung    der  Alhnumg    begleitet  sein  wird,  so  ist  doch 
einmal    eine    Pro|)ortionalit<it    zwischen    beiden    Grössen    nicht    nolli' 
wendig  und  zudem  pOegen  vitale  Vorgänge  gleichzeitig  verscliiedene 
Tliätigkeiten  und  Bahnen  in  Mitleidenschaft  zu  ziehen.     Deshalb  schon 
kann  die  Beziehung  zwisclien  Attmmngsgrosse  und  Ausscnarbeit  nicht 
eindeutig  sein,  jedocli  hat  ein  auf  diese  Behilion  gelichtetes  Studium 
ein  vielfaclies  Interesse, 

Uebrigens  ist  die  durch  die  Athnuing  disponibel  werdende  Energie 
sehr  gross  gegenüber  der  maximalen  Ausscnarbeit.  Denn  da  tue 
Veiirrennung  von  0,242  mg  Stärke  1  Calorie  liefert,  eine  solclie 
Calorie  aber  einem  ArbeitsUquivalent  von  42350  gmoi  entspricht,  so 
genügt  für  eine  Arbeit  von  1300  guim,  wie^  sie  unsere  Wurzel- 
versuche in  24  Stunden  ergaben  (p.  330),  die  Verbrennung  eines 
kleinen  Bruchtheils  von  einem  mg  Stärke^), 


4)   Ppbpper,   Energetik   i892r   p.  2tU. 
1)  Vgl,  Pfk^feh,   L  c.   p.  202, 
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B.  CoiTelatiYe  YersehiebaEg  der  WachsthEOisthiitigkeit 

Durften  wir  in  den  auf  Arbeil slejjsliing  bezüglichen  Versuchen 
iinerui'lert  lassen,  ob  die  wachst liumslhät ige  Strecke  die  normale  Lüngo 
Ijcwahrl,  so  knüpft  sicli  doch  antlerweitig  ein  hohes  Interesse  au' 
die  Frage:  wie  gestaltet  sich  die  Zuwachsgrösse,  wenn  allein  der 
äussersten  Wiirzelspitze  die  Möglichkeit  der  Verlängerung  gewUlul 
ist?  Derartige  Verhältnisse  würden  duich  entsprechendes  Eingipsen 
durchftthrbar  soin,  doch  konnte  ich  mich  auf  Versuche  in  Gelatine 
beschränken,  da  schon  diese  in  sehr  klarer  Weise  das  Resuliat 
lieferten,  dass  in  der  Wurzelspitze  eine  ungemein  beschleunigte  Zu* 
wachsthütigkeit  entwickelt  wird»  wenn  die  anderweitige  Verlängerung 
der  Wurzel  mechanisch  gehemmt  wird. 

Zur  Ausführung  der  Versuche  kamen  die  Keimwurzeln  von  Fab 
in  die  bei  32"  C,  verllüssigte  13proc.  Gelatine*),  welche  dann  durch 
Einstellen  der  kleinen  Cüvette  in  Wasser  thunlichst  schnell  zum  Er- 
starren und  auf  die  gewünschte  Temperatur  gebracht  wurde.  An  den 
zuvor  an  der  Wurzel  angebrachten  Tuschmarken  wurde  darauf  der 
Zuwachs  resp.  die  Constanz  der  Länge  ermillell.  Die  Gelatine  war 
durch  Behandeln  mit  Iproc,  Salzsäure  und  Auswaschen  mit  Wasser  ge- 
leinigt.  Diese  Gelatine  reagirte  nur  sehr  wenig  sauer  und  nach 
kurzem  Erwärmen  auf  100*'  C.  kamen  in  ihr  während  der  äistün- 
digen  Versuche  Bakterien   nicht   in   störender  Weise  zum  Vorschein. 

Die  mit  fünf  Keimwurzeln  von  Vicia  faba  ausgefühiten  Experi- 
mente sind  in  den  Belegen  Abth.  111,  Versuch  28 — 32  tabellarisc 
zusammengestellt.  Die  erste  Verlicalreihe  gibt  Lage  und  Länge  der 
markirten  Zone  zu  Beginn  des  Versuchs  an  und  zeigt,  dass  die  ge- 
samrate  normale  Zuwachssirecke  controlirt  wurde.  In  den  folgenden 
Verticalreihen  ist  für  jede  Zone  die  Ablesung  in  Theilstrichen  dei 
Mikrometers  {i  Strich  :=  0,045  mm)  notirt,  welche  sich  zu  der  am 
Kopf  der  Reihe  notirten  Zeit  ergab.  In  der  ersten  Horizontal- 
reihe    ist   zugleich   die   diesen   Ablesungen    eulsprechende   Länge    ii 

i)  Im  Wasser  quilil  lufttrockene  Gdatiue  so  laoge,    J>is  eine  circa   <  4  proc.^ 
Gelatioe  vorliegt  (PrEFFBti,   Unters,  a.  d*  bot.  InstUut  zu  Tübingeü,  Bd.  [,   p.  '^S9)JH 
Deingeniäss  wirkl  unsere  Gelalifie  nicht  mehr  wasserentziehcntl.    Dieses  wird  aucli 
dackircli  erwiesen^   dass  das  Einbelle»  in  Gelatine  bei  Spirogyra   crassa  und  belli» 
den   zu   eben  uierkticher  llasmolyse  notlnveudigen  Salpetenverlh  nicht  beeintlussU 
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erst  beganiu  naclideiii  sicli  die  Wurzeln  ungeföhr  i  Stunde  in  der 
erslarrten  Gelatine  hefanden. 

Dann  begann  der  Zuwachs,  welcher  mit  ungefähr  gleich 
Schnelligkeit  bis  zum  Schluss  des  Versuchs  forlgeselzl  wurde.  VvqU 
lieh  ist  für  die  letzten  13  bis  Mi  Stunden  die  Curve  durch  VeH 
bindung  der  am  Abend  und  der  am  nächsten  Morgen  vorgenonimenei 
Messung  conslrurrt.  Doch  gentigt  der  übrige  Theil  der  Curve  voll- 
ständig, um  zu  beweisen  5  dass  das  Wachsthum  sogleich  zu  Beginn 
mit  voller  Schnelligkeit  einsetzt  und  dann  nur  Schwankungen  biete 
wie  sie  auch  stets  an  den  unter  normalen  Verhältnissen  wachsende! 
Wurzeln  gefunden  werden.  Auch  wurde  noch  constatirt.  dass  annP 
folgenden  Morgen  dieselbe  Wachsthumsschnelligkeit  fortdauerte,  doch 
ist  nur  in  der  tabellarischen  Zusammenslellung  der  Versuche  31  und 
32  je  eine  dieser  Messungen  aufgenommen  worden.  Natur  lieh  mu 
der  stündliche  Zuwachs  geringer,  die  Gurve  also  zu  Beginn  d 
Wachsthuais  weniger  steil  erscheinen,  wenn  das  Wachsthum  eri 
gegen  Schluss  des  zeilliclien  Ablesungsintervalles  seinen  Anlang  nabni 
(vgl  z.  B*  Belege  Versuch  30).  ' 

Aus   der   mittleren  Wachsthumsschnelligkeit   berechnet   sicli   für 

24  Stunden  (vgl  die  tabellarische  Zusammenstellung  der  Versuche 
28—31)  ein  Zuwachs  von  13,3;  11,4;  11,6;  18,8  und  1G,5  mm;  also 
im  Mittel  1 4,3  mm.  Dcmgcmäss  ist  eine  gewisse  Verlaugsamung 
gegenüber    denjenigen  Vei suchen   in    derselben  Gelatine   (Widerstand 

25  g)   erreicht,    in    welchen    das  Wachsthum  nicht  auf  die  äussersi 
Spitze   eingeengt   war,   sondern    sich   in   dem    10  bis  13  mm  lang 
Spitzeniheil    in   der  üblichen  Vertheilung  und  zwar  oline  eine  merk 
liehe  Verzögerung  vollzog  (p.  329).     Eine  solche  Wachstlmn*sschnellig- 
keit  von  ungefähr  18  nun  in  24  Stunden  wird  indess  (bei  annähernd 
derselben  Temperatur)    in   einzelnen   unserer  Versuche   (Nr.  28 — ^31) 
annUhernd    erreicht   und   so    ist   möglicherweise  die  Wachslhumsver 
langsamung  in  unseren  Experimenten  in  Wirklichkeit  geringer,  als 
nach  dem  Mitlelvveilh  einer  beschränkten  Anzahl  von  Experimenten 
der  Fall  zu  sein  scheint'}. 


1 
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<)  Pur  vergleichende    Versuche    fallea   andcrweUige    Einflüsse   des   Mediums 
aus,       üebrigens    war,    wie    schoQ    p,   327    besprochen,    die    SauerstülTversurgut 
oü'enbar  i^eoiigend.     Zur  Sielierlieit  war  die   bei   32"  G.    ViTlhissif-ifo  (irlaiine   tlurc! 
Schiiltelu  mit  Luft  gesättigt  worden. 


^  ganz  allein  durch  den  mechanischen  Widerstand  erzeugt,  welchen 
,      die  durch  das  Einschmelzen  der  Wurzel  adhärirende  Gelatine  bewirkt, 

■  da  alle  übrigen  Verhallnisse  dieselben  bleiben,  wenn  die  Wnrzel  in  die 
schon  erstarrte  Gelatine  eingeführt  wird.  Eine  solche  Wurzel  gleitet 
bei  mechanischem  Zug  leicht  aus  dem  gebohrten  Canal,  während  es 
einer  sehr  viel  höheren  Energie  bedarf,  um  die  eingeschmolzene 
Wurzel  aus  der  Gelatine  zu  ziehen.  Dabei  pflegt  die  Gelatine  der 
Wurzel  zu  adhöriren,  das  Zerreissen   also   in   der  Gelalinemasse  ein- 

n      zutreten* 

B»         Dieses  enge  Anschmiegen  und  Ausfüllen  aller  Unebenheiten  ver- 

Hmag  also  die  subapicalen  Wurzellheile  genugsam  zu  fixiren,  während 

■  die  glattere  Spitze  aus  leicht  begreiflichen  Gründen,  ohne  eine  höhere 
mechanische  Intensität  entwickeln  zu  müssen,  sich  leichter  den  Weg 
in    die  Gelatine   bahnt*     In    dem   so   gebohrten  (lanal    fehlt  abei-  die 

^  höhere  Adhäsion,  der  nicht  adhärirende  Spitzeniheil  der  Wurzel  wird 
jm  also  verlängert  und  Hand  iu  Hand  mit  der  Verlängerung  der  wachs- 
thumslh^Uigen  Strecke  wird  allmählich  die  normale  Wachsthumsver- 
theilung  wieder  hergestellt. 
^m  Ein  solches  Verhalten  folgt  schon  mit  Noth wendigkeit  aus  den 
Erfahrungen  an  den  gewaltsam  in  die  erstarrte  Gelatine  eingesetzten 
Wurzeln.  Von  drei  solchen  Versuchen  ist  einer  unter  Nr,  33  der 
Belege  mitgetheilt.  Aus  den  24 stündigen  Zuwachsen  (letzte  Vertical- 
reihe)  ist  zu  ersehen,  dass  die  Gesammtverlängerung  für  den  zu 
Beginn  1,16  mm  langen  Spitzentheil  nur  0,39  mm  beträgt,  während 
sie  sich  für  die  anschliessende  Zone  1,46 — 3,1 6  mm  auf  13,29  mm 
stellt,  d,  h,  den  grössten  Theil  des  I6,S2  mm  betragenden  Gesammt- 
Zuwachses    ausmacht.      Diese    Vertheilung    entspricht    der    in    Erde 

■  oder  in  Wasser  wachsenden  Wurzel  von  Faba,  in  welcher  die 
I  2i stündige  Messung  für  eine  2  —  4  mm  von  der  Spitze  entfernte  Zone 
^die  grüsste  Zuwachsschnelligkeit  ergibt*). 

™  Die  directe  empirische  Bestätigung  bringt  ausserdem  Versuch  32  B 

(Belege).     In  diesem  wurde  der  Spitzentheil  vor  dem  Einschmelzen 
in   Gelatine    mit    zahlreichen    dichtstehenden    Marken    versehen ,  die 

i 

^p  I)   Sachs,   Arbeiüni  iles  bolnn.  IrislHiils  in  Wiirzbnrg   1873,   Bil,  I,    p.  ilt; 

^^1*PEFPKB,   Pflanzcnpliysiologie  M,  U^  p.  77. 

Abb&odL  A.  K.  ä.  0«ti«H«c)i.  «1.  WlaHrnRch.  XXXUL  f  | 
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zur  Messung  der  Waclislhutusvertlieilung  in  dein  Spitzenlheil  dienten, 
Dachdem  dieser  zwischen  8f  Mo  und  2^^  Na  von  0,45  mm  auf 
3,01  mm  herangewachsen  war*)*  Nach  zwei  Stunden  waren  die 
Marken  des  1,39  mm  langen  üussersten  Spitzenlheils  gar  nicht  aus- 
einander gerückt,  wUlirend  sich  inzwischen  die  Lunge  der  ursprüng- 
lich zwischen  1,39  und  3,01  mm  liegenden  Strecke  etwas  mehr  ab 
verdoppelL  hatte  (von  36  auf  75  Theilslriche). 

Wir  begegnen  also  hier  einer  ausgezeichneten  correlativen  Wachs- 
thumsverschiebung,  durch  welche  erreicht  wird,  dass  der  Gesammt- 
Zuwachs  nur  massig  verringert  wird,  wenn  auch  der  Zuwachs  in 
der    normal    wachstliumsthutigsten    Region     mechanisch     vollkommea.jK::zi 

gehemmt  wird.     Denn  nun  erfahrt  der  sonst  sehr  langsam  sich  ver -*- 

llingernde  üusserste  Spitzenlheil  eine  solche  Beschleunigung,  dass  er^  :5r 
den   ausfallenden  Zuwachs  beinahe  conipensirL     Eine  solche  regula — .am' 
torische  ThUtigkeit  verruag  schon  der  äusserste  Spitzentheil  allein  tu^^m  ^u 
vollbringen.      Denn   als    (Versuch  32)    der   markirle  Spitzenlheil   dub  Äur 
0,45  mm  lang  war,  erfuhr  die  uomitlelbar  anschliessende  Zone  keinec^»  ^o 
Zuwaclis,     Da  aber  von  der  Spitze  der  llaube  ab  gemessen  wurde  ^^^e, 
die    bei   Faba    0,4    bis    0,8  mm    lang    ist,    und    in    unserem    Falloff  Ite 
0,55  mm  lang  war,   so   muss    liie    compcnsirende  Wachsthumsthälig— ^^^g- 
keit    wesentlich    von    dem    urmeristematischen    Theile    der   Wurzel— ff  ^- 
spitze  übernommen  worden  sein  und  jedenfalls  wird  es  wahrschein- ä:»  n- 
lich,    dass  schon  das  Urmoristem  allein  in  diesem  Sinne  einzutretecw  ^^eo 
vermag^). 

Sobald  indess  die  Zwangslage  aufhört,   rückt  die  Zone  lebhaf^^  «f- 


\)  Durch  die  tteibiing  an  der  Gebtine  kommt  häufig  ein  Verwisclien  de 
auf  einer  forlgleitenden  Strecke  bofindlicheji  Marke«  zuwege.  ludern  man  gleich- 
zeitig an  verschiedenen  Marken  Me^^sungen  vornimmt,  steigert  man  die  Wahrschein- 
lichkeit des  Gelingens  eines  Versuchs. 

%]  Eine  ganz  genaue  ßestimmung  ist  so  nicht  möglich,  da  zunächst  nur  dii 
Wurzelhaube,  die  etwa  1^7  mm  weit  vom  Scheilelpmikl  aus  sich  erslreckl,  lixir 
Ist  und  ein  gewisses  Gleiten  des  Wurzelkörpcrs  innerhalb  dieser  denkbar  ise 
Allerdings  deutet  die  Gewebeanordnung  in  Schnitten,  die  bald  nach  Beginn  d» 
Wachslhums  in  Gelatine  angefertigt  wurden,  auf  solches  Gleiten  nicht  hin.  Z''  - 
dem  war  in  Versuch  32  die  Haube  sorglaltig  so  weit  abgeschabt,  dass  sie  «■ 
noch  0,6  mm  von  der  Spitze  ab  reichte  und  also  auf  ihr  noch  die  erste,  ni^ 
aber  die  zweite  Tuschmarke  sass.  Schon  die  zweite  Zone  (0,45 — l,ft 
ergilb  über  keinen  Zuwachs,  wiihrend  anderseits  der  ansehnliche  Gesammtamwa 
seigt,   dass  die  W^irzc!  durch  besagten  Eingrill  nicht  gelitten  haUe. 
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tesler  Streckung  voin  Sclieifcl  hinweg  und  dieser  Irilt  nach  den 
mitgelheilien  Krlahrungen  (Versuch  32  B)  so  schnell  als  UainHch  in 
den  üblichen  Wachslhuraszustand  zurück,  während  zugleich  die  maxi- 
male Streckungsthäligkeit  sich  offenbar  so  lange  basipetal  verschiebt, 
bis  dieselbe  die  übliche  Lage  erreicht  hat. 

Wie  ansehnlich  diese  apicale  Wachlhunisbeschleunignng  ist,  mag 
daraus    erhellen,    dass    z.  B.    in   Versuch  32    der    O^iö  mm    lange 
SpttzenthetI    in   24   Stunden    uni   16,5  mm,    also    um   das   36,3fache 
zuwuchs,  während  in  normalen  Verhältnissen  der  I  mm  lange  Spitzen- 
Hlheil  in  24  Stunden  Zuwachse  von   1   bis   1,8  mm  eigab*)* 
H         Da  in  normalen  Verhiillnisscn  das  Wachsthum  auf  eine  grössere 
^^trecke  vertheilt  ist,  wird  nirgends  eine  solche  Wachslhumsschnellig« 
^keit  w^ie  in  dem  künstlich  beschleunigten  Spitzentheil  erreicht,  denn 
in    der  Streckungszone    normaler  Wurzeln    konmit   es  in  24  Stunden 
höchstens    zu    einer    4-  bis  9  fachen   Verlängerung    einer    markirten 
Strecke  (Sachs,  L  c.). 
^h         Diese  Beschleunigung  führt  zunächst  allein  die  Wurzelspitze  aus, 
da    erst  mit   der  Vertängerung  der  mechanisch  nicht  fixirten  Region 
^das  Wachsthum  auch  andere  Strecken  in  Mitleidenschaft  zieht,    Dieser- 
halb   ist  aber  aus  unseren  Versuchen  nicht  zu  entnehmen,  ob  etwa 
der  iUtsserste  Spitzenlheil  allein  dauernd  eine  solche  Beschleunigung 
aufrecht   zu   erhalten    vermag,    w^enn  fortwährend  dafür  gesorgt  ist, 
dass  nur  ihm  die  Freilieit  zum  Wachsen  gewährt  wird.    Die  Befähigung 
^bu    solcher   conlinuirlich   gesteigerten  Activilät   darf  wohl  als  wahr- 
scheinlich  angesehen,    kann   aber  nur  empirisch  festgestellt  werden. 
Jedenfalls  kann  abej'  die  Streckungszone  weitgehend  verschoben  wer- 
den   und    so   ist   es   kein  Wunder,    wenn  dieselbe  schon  unter  nor- 
rjalen  Verhältnissen  nicht  immer  genau  dieselbe  Lage  einhält. 
Wenn  in  Folge  der  llemmitng  oder  Unterdj'ückung  eines  Strebens 
eine  correlative  Tliätigkeit  erweckt  wiid,  muss  der  Eifolg  mehr  oder 
weniger   den  Anschein    erwecken,   ^Is   ob   das  Quantum    der  dispo- 
niblen Energie   minmehi'   zur  Arbeitsleistung   an   anderer  Stelle   oder 
^in  anderer  Weise  käme.     So  ist  es  wenn  z.  B-  austreibende  Reserve- 
knospen  Ersatz    tüi'   die   verlorenen    Triebe   liefern,    oder  wenn   die 
Wachsthumshemmung  der  Wmzelspitze  veranlasst,  dass  ScitenwHuzcln 
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befechleunigt  gebildet  werden  und  dass  zugleich,  wo  es  angeht,  die 
Wachsthumsthatigkeit  Lücken  in  einer  umhüllenden  Form  ausfüllt 
Dieser  Stempel  wird  in  unserra  Falle  den  Erscheinungen  in  erhöhtem 
Grade  aufgedrtlcktj  weil  es  sich  einfach  um  Verlegung  der  Wachs- 
tliumsschnelligkeit  in  demselben  Organe  handell. 

Wird  umgekehrt  das  Wadislhum  der  Wurzelspilze  mechanisch 
gehemmt,  so  ist  ein  völlig  gleicher  Reactioiiserfolg  ausgeschlossen,  weil 
die  subapicalcn  Theile  allmiihtich  in  Dauergewebe  übergehen,  unter 
diesen  Umständen  also  ein  Löngenwachsthuni  der  Wurzel  nur  bis  zu 
einem  gewissen  Grade  möglich  ist.  Dafür  wird  jetzt  durch  die  aus  loca- 
len  Productionsherden  eDts[)ringenden  Nebenwurzeln  für  einen  passen- 
den Ersatz  der  in  der  Fortbildung  gehemmten  Hauptwurzel  gesorgt 

Der  Anstoss  für  solchen  Ersatz  ist  nur  in  der  Hemmung  der  an- 
gestrebten Bildungsthüligkeit  gegeben.  Denn  die  beschleunigte  Pro- 
ducLion  von  Nebenwurzeln  wird  ebensowohl  durch  Eingipsen  als  durch 
Abschneiden  der  Wurzelspitze  veranlasst  und  die  Gelatine  wirkt  in  den 
soeben  besprochenen  Versuchen  auch  nur  durch  die  mechanische  Hem- 
mung, denn  ohne  solche  (so  nicht  bei  dem  Einstossen  in  die  erstarrte  Ge- 
latine) kommt  das  beschleunigte  Wachsthura  der  Wurzelspitze  nicht 
zu  Stande, 

Nach  den  früher  gewonnenen  Erfahrungen  wird  im  ganzen 
Spilzentheil  der  in  Gelatine  eingeschmolzenen  Wurzel  in  Folge  des 
mechanischen  Widerstandes  die  auf  Aussenleistung  hinarbeitende 
Tlmtigkeit  sogleich  beginnen  und  so  lange  fortschreiten,  bis  der 
Druck  zum  Fortschieben  der  Spitze,  also  zum  Durchbrechen  der 
Gelatine,  ausreicht.  Da  hierzu  ein  Druck  von  25  bis  30  g  genügt 
(p.  326),  so  würde  bei  einer  Druckzunahme  von  10  g  in  der  Stunde 
(vgl.  Kap.  IV)  in  2^  bis  3  Stunden  die  nöthige  Energie  erreicht  sein  und 
günstigen  Falles  kam  in  unseren  Versuchen  nach  dieser  Zeit  das  Fort- 
wachsen der  Spitze  zu  Stande.  Die  Realisirung  dieses  Wachsens  wird 
verrauthlich  die  subapicalen  Theile  der  Wurzel  derart  beeinflussen, 
dass  in  ihnen  die  Aussenleistung  nicht  oder  doch  nicht  in  solchem 
Maasse  zunimmt,  wie  es  bei  einer  allseitig  unverrückbaren  Widerlage 
der  Fall  sein  würde*  Dafür  spricht  die  Fixirung  der  subapicalen 
Partie  der  Wurzel,  welche  bei  weiterer  Zunahme  der  Aussenenergie 
zweifellos  die  Gelatine  durchbrechen  würde,  deren  Widerstand, 
gegenüber  der  maximalen  Dnickleislung*   doch    immerhin  nur  gering 
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ist.  Zudem  geht  diese  Partie  mit  dem  Fortwachsen  des  Spilzeulheils 
bald  in  Dauergewebe  über  und  mit  dem  Wachsthum  in  die  Lüngu 
endet  auch  die  Druckzunahme  in  der  Längsrichtung.  Uel)rigens  kann 
bei  der  allseitigen  Correlation  ein  derartiges  Verhalten  nicht  über- 
raschen. Auch  ist  bereits  früher  (p.  302)  milgelheilt,  dass  die  Tur- 
gurregulation  in  der  Wurzel  von  Faba  sich  von  den  wachsenden 
auf  die  nicht  mehr  wachsenden  Strecken  ausbreitet 

Mag  nun  auch  die  Aussenenergie  in  allen  wachsenden  WnrzelparLien 
zuerst  gleichmUssig  zunehmen  oiid  der  erste  Durchbruch  und  Wachs- 
tliumsbeginn  der  Spitze  durch  den  an  diesem  Punkte  relativ  geringsten 
Widerstand  bedingt  sein,  jedenfalls  ist  doch  in  der  nun  folgenden 
Wachsthumsbeschleunigung  der  Wnrzelspitze  eine  besondei'e  Ueizreac- 
tion  ausgesprochen.  Diese  ist  als  ein  Correlatiooserfolg  in  den  inneren 
W^echselbeziehungen  begründet,  durch  welche,  in  Folge  des  rea- 
lisirten  localen  Wachsthums,  die  Thlitigkeiten  in  Bahnen  gelenkt 
werden,  die  zu  einer  Wachsthumsbeschleunigung  in  analogem  Sinne 
führen,  wie  in  anderen  Fällen  Wachsthumshemmungen  correlative 
Beschleunigung  gewisser  Thlltigkeiten  veranlassen.  Und  es  ist  wieder 
eine  Folge  dieser  inneren  Verkettungen,  dass  die  Wachsthumsbe- 
schleunigung in  der  Spitze  aufhört,  sobald  eine  snbapicale  Streckungs- 
zone sich  ansbilden  kann.  Es  ist  dabei  nicht  zu  vergessen,  dass 
das  Wachsen  die  Resultante  einer  complexen  Thäligkeit  ist,  also 
keineswegs  allein  von  Turgorhöhe  oder  Turgorschwellung  abhUngt, 
welche  letztere  ohnehin  wohl  bei  Faba,  jedoch  nicht  in  anderen 
Pflanzen  eintritt,  die  sicherlich  in  analogem  Sinne  reagiren. 

Die  biologische  Zweckmässigkeit  einer  solchen  Reactionsf^higkeit 
ist  tlbrigens  einleuchtend.  Denn  w^enn  z.  B.  eine  Wurxel  in  einem 
engen  Steinloch  festgehalten  wird,  so  wird  sie  durch  beschleunigtes 
Spitzenwachsthura  in  tdmlicher  Weise  ins  Freie  gelangen,  wie  eine 
Wurzel,  die  bis  auf  den  äussersten  Spitzenlheil  in  t^ips  fixirt  ist. 
Und  wenn  in  einem  widerstandsfähigen  Boden  ähnliche  Bedingungen 
wie  in  der  Gelatine  geschaflen  werden,  so  ist  io  der  Wachsthums- 
beschleunigung der  Spitze  das  Mittel  geboten,  um  mit  möglichst  ge- 
ringem  Energieaufwand  den  Weg  sich  zu  bahnen. 

In  Thon  werden  unter  Umständen  ähnliche  Verhältnisse  geboten 
sein  wie  in  der  Gelatine,  und  falls  sich  in  dem  Zuwachs  immer  wie- 
der die  genugende  Adhäsion  heistelltj  wird  die  Wachsthumsthäligkeit 
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nicht  nur  vorUbergehencU  wie  bei  ynserer  Gelatine,  sondern  dauernd 
auf  den  Spitzenlheil  eingeengt  bleiben.  Wie  weit  solche  Verhältnisso 
in  unseren  Experimenten  mit  plastischem  Thon  eintraten,  habe  ich 
nicht  näher  gepriin,  doch  dürtle,  nach  beikliifigen  Beobachtungen, 
nicht  allein  die  tlussersle  Spilze,  vielmehr  eine  grössere  Strecke,  den 
Zuwachs  vermittelt  haben.  Für  die  Beurtheilung  der  Arbeitsleistung 
sind  diese  Fragen  deshalb  von  [nteresse,  weil  für  einen  gegebenen 
Zuwachs  mit  der  Verkürzung  der  wachsenden  Strecke  die  Wachs 
thurasschneltigkeit  und  also  auch  die  auf  die  Längeneinheit  Ijezogetii 
Aussenarbeit  zunimmt.  Ein  ntSheres  Eingehen  auf  diesen  Punkt  darf 
indess  an  dieser  Stelle  unterbleilien,  da  von  einer  niUieren  Prücisiuu 
der  Arbcttsgrösse  imsere  allgemeinen  Schhissfolgcrungen  nicht  be- 
rührt werden. 


D 
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Wahrend  des  correlaliven  Waclisthums  der  Wurzelspitze  nimm 
die  gesammtc  siibapicale  Strecke  (bis  13  min)  in  unseren  Versuchen 
während  24  Stunden  nur  um  0,2  bis  1,4  mm  an  LUnge  zu  (vgK  die 
Belege  Abth.  III,  Nr.  28 — 32).  Diese  verhallnissmtlssig  geringen  und 
für  die  WaGhstlmmsbesclileunigung  in  der  Wurzelspitze  bcdeulungi 
losen  Dimensionsünderungen  durften  wir  um  so  mehr  vernachlässigen,^ 
als  sie  ganz  unterbleiben  würden,  wenn  die  Gelatine  ein  genltgend 
starrer  Körper  wlire.  Factisch  ist  aber  die  Gelatine  in  gewissen^ 
Grenzen  elastisch  und  beim  Ziehen  *m  der  Keimpflanze  kann  man 
leicht  sehen,  wie  die  Wurzel,  milsammt  der  adhürirenden  Gelatioi^^ 
gewisse  elastische  Nachgiebigkeit  bietet.  In  Folge  dessen  muss  auch 
die  in  der  Wurzel  entwickelte  Zug-  und  Druckwirkung  eine  gewisse 
Verschiebung  erzielen.  Wenn  z.  B.  eine  einige  Millimeter  hinter  der 
Spitze  gelegene  Zone  eine  relativ  höhere  Aussenenergie  entwickele., 
so  muss  eine  Verlängerung  derselben  erfolgen,  bis  die  ElasticitHt  doi 
mit  ihr  verketteten  Gelatine,  sowie  die  Gegenwirkung  der  beiderseits 
angienzenden  (mit  Gelatine  umbidlten)  Wurzelpartien  den  Gleichge- 
wiehtszostand  herstellen.  ^ 

In  dieser  Weise  ?^ind  auch  die  thalsilchlicli  gefundenen  VerUinge- 
rungen  der  subapicalen  Zonen  zu  erkliiren.  die  öfters,  jedoch  aus 
naheliegenden  Gründen  nicht  immer,  von  einer  gewissen  Verkürzung 
in  anderen  Zonen  begleitet  sind  (vgU  die  Tabellen),  während  die 
Wurzel  in  festem  Verbände   mit  der  angeschmolzenen  Gelatine  bliet 
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Mit  der  Entwicklung  von  Aussenenergie  in  den  subapicalen  Th eilen 
muss  es  in  denselben,  der  elastischen  Nachgiebigkeit  der  Gelatine 
halber,  stets  zu  einer  gewissen  Verlängerung  konimen.  Und  diese 
wird  nicht  überall  dieselbe  sein,  wenn  für  die  verschiedenen  Zonen 
das  Product  aus  InlensiüU  des  Drockes  und  wirksametu  Querschnitt 
einen  verschiedenen  Wei'th  hat  (vgl  p,  319),  Umgekehrt  würde 
also  auf  Differenzen  dieses  Werihes  aus  der  ungleichen  Lungen- 
zunähme  geschlossen  werden  können,  wenn  allen  in  Betracht  kom- 
menden Factoren  Rechnung  gelragen  wirth  Dieses  ist  itidess  in 
meinen  zu  anderen  Zwecken  angeslelhen  Versuchen  nicht  geschehen 
und  so  unterlasse  ich  auch  ein  Eingehen  auf  diese  und  die  sich  an- 
schliessenden Fragen. 


C,  Waclisthuiii  nach  irmgcrem  Eingipsen. 


y  In  früheren  Kapiteln  wurde  gezeigt,  dass  gegenüber  einer  starren 
Widerlage  durcfi  Entspannen  der  Haul,  cvenluell  unter  gleichzeitiger 
Turgorschwetlung,  der  Aussendruck  allmählich  bis  zu  einem  endliehen 
Grenzwerthc  ansteigt.  Mit  Erreichung  des  stationJlren  Zustandes  hört 
das  Flachen  vvachslhum  i\er  Zell  haut  auf  und  die  Wurzel  befindet  sich 
nunmehr  in  einer  anderen  Lage,  als  eine  unter  Arbeitsleistung 
dauernd,  wenn  auch  verlangsamt  fortwachsende  Wurzel.     Deragemüss 

P^kanu  nur  empirisch  entschieden  werden,  wie  sich  nach  späterer  Ent^ 
fernung  der  starren  Widerlage  die  WachsthumsthJStigkeit  gestaltet. 

ft  Zunächst   verlängert   sich   die   Wurzel    nach    dem    Befreien    aus 

dem  Gipsverband  so  lange,  bis  die  Ilautspannung  der  Turgorkraft 
äquivalent  ist  (p.  311).  Darauf  wird  das  zwangsweise  unterbrochene 
Wachsthum  wiedei'  aufgenommen  und  somit  die  wichtige  Thalsache 
festgestellt,   dass  die  Gewebe  der  Wurzelspitze  in  wachsthums-  und 

I  bildungsfähigem  Zustand  veiharrten.  Dieser  war  noch  vollständig 
conservirt,  nachdem  die  Wurzeln  von  Faba,  resp.  Mais  28,  resp. 
25  Tage  im  Gipsverband  zugebracht  hatten*), 

^         Diese   Erhaltung   der  Wachsthumsfahigkeit   erstreckt   sich    allcr- 

HUngs   nur   auf  das  Urmeristera    und   das    zunäclist  angrenzende  Gc- 

i]   Auch  liier  kuramt  in  Froge,   in  wie  weit  correlative  WirkuDgen  eine  Ver- 
iliDgerucig  oder  Verkürzung  der  Lebeusdiiuer  veranlassen. 
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webe   (vgl.  Kap.  VII},   so   dass   in   eolgipslen  Wiirzelo   eine  kürzere 
Strecke  das  L^ngenvvaclislhoin  aurnimml,  als  in  den  normal  in  Erd^ 
oder  Wasser   gehaltenen  Wurzeln.      Letztere   ergaben    bei    Faba    für^ 
die   vvachstlisijmfiiliige   Zone   eine  LUnge   von   10 — 13  mm,    Withrcad^ 
diese  Zone  nach  2 — Stägigenj  Eingipsen  auf  5 — 6  mm»  nacli  25  Ta-4 
gen  auf  3  mm  zurückgegangen  war.     Analog  war  nach  2 — Sliigigeiu 
Eingipsen  die  Zuwachszone  annähernd  auf  die  halbe  uorriiale  Länge 
reducirt  bei  den  Keimwurzeln  von  Mais  (normale  Lunge  6 — 7  mm)  J 
Pisum  sativum  (normal  7  —  9  mm)  und  Vicia  sativa   (normal  7 — 8  mm} 
und   es   ist   anzunehmen,    dass  bei  verlängertem  Eingipsen  die  Ver-« 
klirzung  ebenfalls  etwas  ansehnlicher  ausfallen  wird^).  " 

Diese  Verkürzung  der  wach sthums fähigen  Strecke  beruht  auf  der 
acropetal,  jedoch  nur  bis  zu  einer  gewissen  Grenze  fortschreitenden 
Ausbildung  von  Dauergewebe.  NaturgeoUiss  wird  mit  der  Zuwachs- 
thlUigkeit  in  der  freien  Wurzel  die  normale  Lange  der  Zuwachs- 
zone bald  wieder  hergestellt.  Uebrigcns  ist  —  was  hier  nicht 
weiter  behandelt  zu  werden  braucht  - —  an  freien  Wurzeln  die  L^nge 
ihr  Zuwachszone  individuell  und  nach  äusseren  Verhällnissen  in 
gewissen  engeren  Grenzen  vcrUnderlicIi'*^  und  wir  haben  schon  ge- 
hört (p.  342),  wie  durch  mechanische  Hemmung  die  ZuwachsthUlig- 
keit  auf  eine  sehr  kurze  Strecke  eingeengt  werden  kann,  ^ 

hl  der  wachsthuraftihigen  Strecke  wird  das  Längenwachsthum 
odenbar  sogleich  wieder  aufgenommen,  nachdem  die  Wurzeln  ent- 
gipst sind  und  der  normale  Turgescenzzustand  wieder  hergestellt  ist. 
Denn  an  die  Wiederherstellung  der  normalen  Hautspannung  muss^ 
unmittetbai'  das  Wachsthum  anschliessen,  da  die  mikrometrische™ 
Messung  zu  keiner  Zeit  einen  Stillstand  in  der  Verlängerung  zu  er- 
kennen vermag.  Doch  fällt  nacti  Versuchen  mit  Keim  wurzeln  von 
Vicia  faba  der  Gesammlzuwachs  der  ersten  2i  Stunden  geringer  aus, 
als  der  der  folgenden  24  Stunden,  in  welchen  die  normale  Wachs-fl 

4)  [n  allen  P;llleii  wurden    die   aus  dem   Gips  befrcileu   Wurzeln  ^   Stunde 
in  Wasser   gebracht ^    darauf  mit  Tufichmarken   von   1  mm   Abstand   versehen   ua^l 
in  feuchten  Sägespanen  ciillivirt.      Die  Messung  geschab  direci  mit  Maassstab,  was 
für  unseren  Zweck  ausreichend  war, 

2)  Nach  Sachs  (Arbeit,  d.  bot.  [nsliluls  in  Würzburg  1813^  Bd.  I  p.  418] 
ist  bei  Faba  die  Länge  der  Zuwachszone  in  feuchter  Luft  etwas  geringer  als  in 
Wasser  oder  Erde*  Nach  Askbnasv  (Berichte  d.  boL  Gesellschaft  1890,  p.82)  wird 
in  der  Wurzel  von  Mais  die  Zuwachszone  in  niedriger  Temperatur  etwas  verlängert. 
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Ihuinsthllligkeit  wieder  erreicht  war.     Aus  der  labellorischen  Zusain- 

■lenslelluiig  (B(?tege  Abth.  IV,  Versucli  34  B)  ist  zu  ersehen,  dass  nach 

iSslüüdigem  Eingipsen    der  Zuwachs   in  den  ersten  24  Stunden  im 

Mittel  fUr  eine  Wurzel   11,2  mm,  in  den  folgenden  24  Stunden  aber 

^3,2  mm    betrug.      Achnliclie  Werthe,    niUylicIi    23,9    und    22, *1  tum 

^ersuch  34  A)    ergaben   die    nach   cinsliindigem   Eingipsen   befrei  ton 

ind  nun  bei  gleicher  Tem|>eratur  in  SügcspLinen  gchalloncn  Wurzekij 
ad  ebenso  Wurzeln,  die  ohne  die  Operation  des  Eingipsens  in  sonst 
leicher  Weise  behandelt  worden  waren* 
Nach  den  eben  mitgetheiUen  Erfahrungen  wird  die  Wachs- 
iumshemmung  nicht  etwa  durch  die  mit  dem  Eingipsen  und  Ent- 
gipsen  verknüpften  EingritTo  herbeigefilhrl,  sondei'u  hiingL  mit  der 
Reaclion  gegen  die  mechanische  Widerlage  zusammen.     Diese  Ueac- 

|lion  ist  aber  ein  verwickelter  Vorgang  und  so  iUsst  sich  nicht  olme 

Bireiteres  sagen,  welche  ntiheren  Factoren  für  den  Erfolg  entscheidend 
waren.  Auf  die  Verkürzung  der  wachsthumsfahigen  Strecke  kann 
aber   nicht   wohl   allein  der  Effect  geschoben  worden,    da  bei  einer 

biet  weitergehenden  Einengung  die  Zuwachseinbusse  geringer  ausfiel 
(p.  344).  Ein  mit  in  Betracht  zu  ziehenden  Factor  ist  ferner  die 
früher  (p.  309)  besprochene  Veränderung  der  Elasticilätsvei'hUltnisse 
der  Zellh^iule,  die  indess  sicherlich  nicht  allein  entscheidend  ist.  Hier 
kennen  und  milssen  wir  uns  mit  den  Thalsachen  begnügen,  zu  denen 
auch  die  Hand  in  Hand  mit  dem  realisirten  Zustand  erstrebte  und 
erreichte  Rückregulation  auf  die  normale  Wachsthumsvertheilung  zHhIt. 
Demselben  Streben  begegneten  wir  übrigens  schon  in  den  Versuchen, 
iü  welchen  die  Wachsthumsthäligkeit  durch  mechanische  Mittet  auf 
die  Wurzelspilze  eingeengt  w^ir  und  ebenso  ist  schon  früher  der 
Rückregulation  der  in  der  Wurzel  von  Faba  gesteigerten  Turgorkraft 

^gedacht  worden. 

T  Die  nach  24  Stunden  vorgenommene  Messung  hisst  natürlich 
den  näheren  Gang  der  Zuwachscurve  unbestimmt  und  wenn  wahr- 
Bcheinlich  zu  Ende  der  Versuchszeit  die  mittlere  Wachsthumsschnellrg- 
kcit  überschritten  wurde,  so  ist  doch  nicht  ausgeschlossen,  dass  zuerst 
eine  gewisse  Beschleunigung  stattßmd.  Insbesondere  muss  es  mög- 
lich erscheinen,  dass  die  gewaltige  Steigerung  der  Turgorkraft,  wie 
sie  u.  a.  die  Wurzel  von  Faba  im  Gipsverband  erftthi't,  in  dej' 
solirten  Wurzel  eine  gewisse  plastische  Verlängerung  der  Zellwünile 


erzfelt.  Einige  mehr  beilUiißge  Versuche  führten  zu  keinem  ganz 
entscheidenden  Resultate.  Denn  es  ist  eben  schwer  zu  sagen,  wann 
in  der  befreiten  Wurzel  die  einfache  elastische  Dehnung  aufhört*) 
und  wann  wirkliches  Wachsen  beginnt.  Lelzleres  wird  allerdings 
durch  Einbringen  in  Wasser  von  0,5"  C.  in  normalen  Wurzeln  ganz 
unmerklich-),  während  die  i8  Stunden  lang  eingegipsten  Wurzehi 
noch  nach  ^  und  selbst  1  Stunde  (brLfahren  sich  etwas  zu  ver- 
Itlngern  um  dann  bald  stationär  zu  werden.  Aber  diese  gesammte 
Verlängerung  ist  so  gering  —  sie  betrug  nach  luikromeirischen 
Bestimmungen  höchstens  0,2  nun  —  dass  sie  sehr  wohl  aus  einer 
gewissen,  nur  allmählichen  Ausgleichung  in  dem  zuvor  in  einer 
Zwangslage  gehaltenen  Gewebeverband  entspringen  kann.  Demnach 
ist  die  in  der  Wurzel  von  Faba  sehr  gesteigerte  Turgorkraft  nicht 
oder  doch  nicht  in  nonnenswerther  Weise  im  Stande,  ein  Wachsthura 
durch  plastische  Dehnung  der  Zellwünde  zu  erzielen  und  biologisch 
ist  es  bedeutungsvoll,  dass  die  Wurzel  nach  der  Isolation  nicht 
urplötzlich  durch  die  holie  Turgorenergie  im  Uebermaass  verlängert 
wird.  Mit  Rücksicht  auf  die  Wachsthumsmechanik  wUrde  übrigens 
aus  einer  plastischen  Verlängerung  nur  folgen,  dass,  wie  es  bekannt 
ist,  eine  genügend  gesteigerte  mechanische  Energie  die  Zclhvandun- 
gen  über  die  ElasticitHtsgrenze  hinaus  zu  dehnen  vermag. 


Vn*  Aiiderweitigo  Reaetionf^erfolge  in  der  Wurzel. 

Durch  einen  äusseren  Widerstand  wird  die  Pflanze  nicht  allein 
zu  Druck-  und  Arbeitsleistungen  veranlasst,  vielmehr  spielen  sich 
Iheils  im  Verband  mit  diesen,  llieils  unabhängig  von  diesen  mannig- 
fache Roactionen  ab,  welche  wir  nur  deshalb  nicht  nlther  zu  ver- 
folgen haben,  weil  sich  unsere  Aufgabe  auf  die  Aufhellung  der 
mechanischen  Ausseuleistungen   beschränkt      Im  Verfolg  dieser  Auf- 


i)  üeber  ebstfscho  Nachwirkung  Ygl.  u.  a.  Pfekfeh,  Pbysiolog,  Bd.  11,  p.  <3* 
^]  Wurden  die  Wurzeln  nach  einem  f^slyndigeo  Aufenthalt  io  Wasser  voo 
0,5**  in  ein  wänncres  Sledium  gebraclit,  so  wucfisen  sie  zunächst  fast  gar  nichl 
imd  begannen  erst  allmTdilicli  sich  wieder  zu  erholen.  Aehnliches  wurde  auch 
schon  all  Maiswurzeln  von  Askbnasy  (Berichle  d.  bot  Geseüscbaft  (890,  p.  85) 
beobachtet.  ^.h^^^^^b^^^^^^ 
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treflen,  wo  eine  Sctioitliiiig  in  Dauergcwebe  und  Büdungsgewcbe 
einlritt,  und  nach  unseren  Erfahrungen  ist  wahrscheinlich,  dass  alle 
«liejenigen  Zollen  endlich  in  den  Dauerzusland  übergehen,  welche 
sich  bis  zu  einem  gewissen  Grade  von  dem  embryonalen  Gewebe- 
zusland entfernten.  Dem  enlsprcchend  dürfte  l.  B.  in  einem  begrenzt 
wachsenden  Blalle  alle  Wachsthumsfahigkeit  ci'lüsehen,  wenn  das 
Eingipsen  in  einem  geeigneten  Entwicklungssiadium  vorgenommen 
wird,  wyihrend  sich  in  Spirogyra  nach  zweimonallichcm  Eingipsen  die 
gleichwerthigen  Zellen  des  Fadens  sllmmtlich  wachsthumsl^hig  eiM 
wiesen.  Dem  Gesaglen  enlsprcchend  wurde  auch  das  Dickemvachs- 
tlium  der  Wurzeln  nach  dreiwöchentlichem  Eingipsen  wieder  aufg« 
nomnicn  und  sicherlich  bewahrt  auch  der  Cambiumring  sein 
Büdungslühigkeit,  wenn  das  Dicken wachslh um  eines  Baumes  mecha'^ 
nisch  gehemmt  wird*).  « 

Uebrigens  wird  der  embryonale  Zusland  auch  dann  conservirt, 
wenn  die  Wachsthumsthäligkeit  durch  niedere  Temperatur,  durch 
Austrocknen  (wo  solches  zulässig)  etc.  oder  auch  durch  autonome 
lluheperioden  sistirt  wird.  Diese  wichtige  und  nothwendige  Eigen- 
schaft findet  natürlich  eine  zeitliche  Grenze  durch  das  endliche  Ab- 
sterben, welclies  sowohl  bei  niederer  Temperatur  als  auch  im  li'oek- 
nen  Samen  und  schliesshch  auch  im  Gipsverband  eintrilt.  In  diesem 
erwiesen  sich  Wurzeln  von  Faba  noch  nach  fünf  Wochen  vollslündig 
lebendig  und  wachsthumsfähig,  während  nach  zehn  Wochen  das  Ab- 
sterben der  Würzelspitze  begonnen  hatte.  M 

Gleichzeitig  mit  der  Ausbildung  von  Dauergewebe  rückl  die 
Bildung  von  Nebenwurzeln  acropetal  vor,  so  dass  diese  in  der  Wur- 
zel von  Faba  schliesslich  nur  4  mm  von  der  Wurzelspitze  entfernt 
sind,  während  sie  bei  noriualem  Wachsthum  in  Erde  einen  Abstand 
von  ungefähr  50  bis  70  mm  einzuhalten  p liegen.  Dieses  Vorrücken 
vollzieht  sich  ziemlich  schnell,  denn  schon  nach  zweitägigem  Ein- 
gipsen  waren  Wurzelanlagcn  6  mm  von  der  Spitze  entfernt  zu 
finden  und  nach  6  Tagen  war  die  höchste  mögliche  Annäherung 
erreicht. 


j 


1]  So  fand  Kbaqbe  (Wacbsthytn  des  Verdickungringes  I8S4,  p.  58)  Gam- 
biuTtizellt^n  noch  lebend,  die  w';i!jrctid  r;int,'t^rer  Zeil  ein  nur  geringes  Dickenwachs- 
Ihuiu,    gegenüber  dcni  henioieadcn   mechanischen  Widersland,   ausfübren  konnte 
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Ganz  analoge  Resultale  eingaben  die  Wurzeln  von  Zea  niais, 
Pisum  sativum,  Yicia  saliva,  Phaseolus  multillorus,  Heliaulhus  annuus 
und  ich  halte  es  deshalb  nicht  für  nothig,  die  Zahlenwerthe  nvitzu- 
theiJen,  welche  tlbiigens  für  den  AbsLand  von  Wurzelspitze  und 
nächster  Wurzelanlage  zwischen  3 — 6  mm  sich  bewegen, 
"  In  dem  starren  Gipsvcrban<l  ist  nalUrlich  ein  Weiterwactisen 
dei*  Wurzelanlagen  unmöglich,  welche  aber  durch  Conipression  des 
bedeckenden  Itindenparenchyms  erzielen,  dass  an  den  befreiten 
Wurzeln  entsprechende  Hervorwölbungen  erscheinen,  aus  denen  die 
■Ich  nun  fort  entwickelnden  Wurzeln  bald  hervorbrechen.  Bei  An- 
■rendung  eines  weichen  Gipses  kommt  ein  Hervorbrechen  schon 
innerhalb  des  Verbandes  vor,  indem  sich  die  Wurzeln  etwas  in  den 
Gips  einbohren  oder  auch  zuweilen  zwischen  GipslUitle  und  Wurzel- 
jkörper  «ich  einen  Weg  bahnen. 

r  In  Folge  der  dauernden  Verlängerung  und  der  nachrückenden 
Nebenwurzelbildnng  ist  an  freien  Wurzeln  nach  einiger  Zeit  eine 
Uingere  Strecke  mit  Nebenwurzeln  versehen,  als  an  den  eingegipsten 
oder  an  solchen  Wurzeln,  deren  Spitze  decapitirt,  oder  durch  allei- 
Mges  Umhüllen  mit  Gips  an  der  Fortbildung  verhindert  war.  Doch 
wird  durch  alle  diese  WachsthumsheniTuungen  die  Nebenwur/el- 
bildung  beschleunigt,  wie  man  aui  besten  sieht,  wenn  man  ungefähr 
20  mm  lange  Keimw  urzeln  von  Vicia  faba  zu  vergleichenden  Versuchen 
verwendet.  Nach  36  Stunden  findet  man  dann  in  den  inzwischen 
auf  etwa  50  mm  herangewachsenen  freien  Wurzeln  keine  oder  doch 
kur  am  basalen  Theile  Nebenwurzelanlagen,  während  sich  solche  in 
Folge  der  Wachslhumshemmung  auf  einer  Strecke  von  etwa  12  mm, 

|llso  bis  etwa  8  mm  von  der  Spitze  einstellten. 

Analog  wie  nach  dem  Decapitiren  wird   auch  durch  Umhiillung 

ines   1 0  omi   langen   Spitzentheils    der  Wurzel    von   Faba    mit   Gips 

8ine   kräftigere  Ausbildung   der  heranwachsenden  Nebenwurzeln  und 
jöiD  verstärkter  Geotropismus  dieser  veranlasst*).     Ebenso  wird  durch 

^egsclineiden  des  Epicolyls,  sowie  durch  Umgipsen  dieses,  das  Her- 

^ortreiben  von  Sprossen  aus  dem  Winkel  der  Cotyledonen  veruisacht. 

migemäss  wirkt   das  Decapitiren   zunächst  durch  die  mit  der  Ent- 

srnung    der    Sprossspitze    herbeigeführie    Hemmung    oder   Sistirung 


i)   Vgl.   Pteffek,    Hiysiologic  M.  W^   [>.  338. 


des  Wachsens^].     Daneben    iiuig    aber    immerhin    begünsligend    eint^^ 
traumatii^cber   Reiz   mitwirken,    welcher    auch    die  Veranlassung   der 
auf  die  Vernarbung  berechneten  ThlHigkeilen  ist 

Durch  die  mechanische  Hemmung  isl  den  einzelnen  Zellen  die 
Mögliclikeit  geraubt  sieh  zu  vergrössern  und  in  Zellen,  die  normaler-* 
weise  noch  gewachsen  würen,  niuss  sich  eine  fernere  Fortbildungj 
und  Umbildung  bei  Conslanz  des  äusseren  Lmfangs  vollziehen^).! 
Unter  diesen  abnormen  Yerhiiltnissen  hat  sich  also  das  Vorrücken 
des  Dauei'gewebes  gegen  den  Spitzenllieil  der  Wurzel  abzuspielen^ 
Die  Hemmung  des  Dickenwachsthums  aber  bringt  es  mit  sich,  das 
die  Constitüirung  des  Cambiururinges,  und  Hand  iti  Hand  damit  das 
Absterben  der  Aussenrinde  unlerbleibeo,  Durcli  die  Zvvangshemmung^H 
wird  also  die  so  angestrcble  ProductionsthUtigkeit  unterdrückt  und  ; 
potentielle  Fiihigkciten  schlummern,  bis  sie  mit  Wegräumen  des  Hemm-  - 
Bisses  in  Action  zu  treten  vermögen.  So  kann,  ähnlich  wie  durch  m 
andere  Ruhezeiten,  auch  das  Leben  von  solchen  Zellen  verlängert  ^ 
werden,  die  bei  normaler  Fortentw^icklung  ein  baldiges  Absterben 
erfahren  hlitleo. 

Die  Zellen  des  Urmerislems  der  Wurzel  bleiben  im  Gipsverband 

dauernd  in  formeller  Hinsicht  unvermindert,  während  sich  in  den  an 

sehliessenden  Partien  analomische  Diirerenzen  einstellen.     So  rücken« 
mit   der  Ausbildung   von    Dauergewebe,   auch    die   Geftissbündel    bii 
nahe  an  die  Spitze  vor  und  nach  der  zwangsweisen  Hemmung  wer- 
den   endlich   1    bis  2  mm    von   der   Spitze   entfernt   ausgebildete  Ge 
t*asse   gefunden,   die   noraialerweise    erst   in   gleiclier  Ausbildung  20 
bis  40  mm  hinter  der  Spitze  auftreten. 

Dazu   kommt,    dass   in   der  Region,    welche  durch  die  Gipsum 
hiillung   an   dem    angestrebten  Längenwaclistimm    verhindert   wurde, 
die  fusionirenden  Geftisszellen,  sowie  auch  die  Zellen  von  Rinde  und 
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(}  Auch  DuiUMEL  (NaturgeschlclUe  d.  Eiiutuc  1764.  MA,  [k  IOü)  bcübacli 
tüte  schon,  iiass  es  oineri  ülirilidieii  ElVect  wir  diis  Decapilireu  halle,  wenn  Jas  Fort 
vviichst'ü  derWurzelsiiitzc  durch  ;^yfiiliigc.s  Einkleuinieri  KvviscfHüj  Sleirie  gehonuiil  wnr. 

3}  Ich  gehe  hier  nrcht  auf  die  anatomischen  Abwcicliuagefi  ein,  welche  die 
durch  plastisches  Wachsen  erziellen  atjnornien  Gestaltungen  begleiten.  —  Auch 
soll  in  Folgendem  nur  ein  Hinweis  auf  die  zunächst  in  die  Aygen  fallenden  atia-^, 
tomischen  Verhältnisse  gegeben  werden.  Weitere  Studien  i^iber  die  in  manch 
Hinsicht  interessante  Frage:  welchen  Einlluss  hat  nieclianische  Mernniung  auf  d 
Gewebebitdyng  u,  s.  \\\i    sind    bereits  im  hiesigen  botanischen  Inslilul   im    Gangi 
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Füllgewebe  kürzer  sind,  als  in  iiquiilistanten  ZoncD  normal  wacbsen- 
der  Wurzeln.  Ein  solcher  Unterschied  besteht  noch  nichl  in  der  Nähe 
des  Urmeristems,  wo  die  Zellen  mehr  oder  weniger  quadratisch  sind, 
wird  aber  bei  basijietalem  Fortsclireiten  mehr  und  mehr  bemerklich, 
erreichl  ungefähr  in  der  Zone  schnellisler  Streckung  sein  Maximum,  um 

Kit  der  Streckungszone  wieder  aufzuhören.  Ausserdem  sind  im  Gips- 
srband,  wie  als  Folge  der  mechanischen  Hemmung  leicht  verstund« 
lieh  ist,  die  Intercellularen  etwas  enger,  ohne  indess  zu  fehlen* 
■  Da  die  Zellen  der  Streckungszono  wesentbch  kürzere  Maasse 
aufweisen,  als  sie  zur  Zeit  des  Eingipsens  in  demselben  Gewebe 
besasseo,  so  ist  erwiesen,  dass  nach  dem  Eingipsen  die  Zelltheilung 
in  den  am  Wachsen  verhinderten  Zellen  fortschritt.  Demgemilss 
kann  die  Theilung  noch  in  Zellen  eintreten,  deren  Längendimensiun 
unter  das  normal  vorkommende  Maass  gesunken  ist,  d.  h.  die  Zellen 
müssen  nicht,  damit  eine  Theilung  eintritt,  bis  auf  diejenige  Grösse 
heranwachsen,  die  sie  in  normalen  Wurzeln  erreichen.  Doch  wird 
buch  in  den  eingegipsten  Wurzeln  die  Lunge  der  Zellen  nur  auf 
eine  gewisse,  für  ein  jedes  Gewebe  specifische  Grösse  reducirt  und 
damit  im  Zusammenhang  steht,  dass  die  Zellen  des  Urmeristems  und 
ebenso  die  anscidiossenden  noch  wenig  gestreckten  Zellen  in  freien 
und  eingegipsten  Wurzeln  dieselbe  Grösse  besitzen.  Uebereinstim- 
mend  fand  auch  Krabbe*),  dass,  als  in  Bciumen  der  Dickenzuwachs 
durch  mechanischen  Widerstand  sehr  weitgehend  reducirt  war,  die 
Cambiumzellen  ihre  Form  bewahrten,  während  die  unter  diesen  Um- 
ständen prodücirten  Folgezellen  in  radialer  Richtung  verkürzt  waren. 
Uebrigens  sind  Abweichungen  von  dieser  Regel  zu  erwarten  und  ich 
will  z.  B.  beiiciuiig  erwälmen,  dass  in  einer  eingegipsten  Spirogyra 
die  Zellen  durch  Theilung  unter  die  normale  Minimalgrösse  gebracht 
wurden,  obgleich  sie  im  Gipse  ihre  Wachs thumsPtlhigkeit,  also  ihren 
Lnbryonalen  Charakter  bewahrten. 

m  Nach  dieser  Orientirung  mögen  etwas  näher  die  anatomischen 
DiRbrenzen  geschildert  werden,  die  endlich,  d.  h.  nach  15-  bis  27  teigi- 
gem Eingipsen  in  einer  Keimwurzel  von  Vicia  faba  erreicht  wurden. 
In  einer  solchen  waren  ausgebildete  Tüpfel-  und  SpiralgePdsso  nur 
im   von  dem  Scheitelpunkt  des  Wurzelkörpers  enlfernt  (der  von 


()    VViiL'lislbum  des   Verdickungsringes   1884,   |i. 
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oiner  0,6  mm  luUcliUgen  Wurzelhaitbc  bedeckt  war)*  während  in 
normalen  Wurzeln  diese  Gefässe  erst  25  bis  35  mm  von  der  SpiUe 
entfernt  eine  gleiche  Ausbildung  erreichen.  Zwischen  dieser  defini- 
tiven Verdickung  und  Verholzung  und  dem  Entwicklungsbegion,  der 
6  bis  8  mm  hinter  der  Spitze  hegt,  ist  also  in  normalen  Verhält- 
nissen eine  ansehnliche  Wegstrecke  eingeschaltet,  während  diese 
minimal  in  den  eingegipsten  W^irzeln  ist,  in  welchen  die  endgiltig 
ausgebildeten  GefUsse  und  Geftissbündel  fast  unvermittelt  abbrechen* 
jedoch  mil  ihrem  apicalen  Theile  in  die  wachsthurasfähig  bleibende 
Zone  ragen. 

Die  fusionirten  Zellen  der  Gefiisse  sind  am  Spilzentheil  deg.^ 
Bündels  etwa  Ij  mal  so  breit  als  lang  (Länge  0,02 — ^0,04  mm)  undt^ 
nelimen  9 — AQ  mm  rückwärts  von  der  Wurzelspitze  (d*  1k  in  dei 
beim  Eingipsen  nahezu  ausgew^achsenen  Strecke)  die  übliche  Läng« 
an,  in  welcher  eine  Gliedzclle  0,3  —  0,6  mm  lang  ist.  Grösse  un* 
Distanz  der  Tüpfel  liietel  keinen  auffälligen  Unterschied,  ebenso  sin 
die  Spiralverdickungen  in  den  eingegipsten  Wurzeln  nur  unbedeute 
flacher  gewunden,  was  daher  kommt,  dass  die  Ausbildung  dies« 
Verdickung  erst  in  einer  Region  erfolgt,  welclie  den  grössten  Th 
ihrer  Streckung  bereits  durchgemacht  haL 

Die  Zellen  des  Kindenparenchyms  besilzen  normalersveise  4^ — Srofli 
von  der  Wurzelspilze  entfernt  noch  quadratische  Form,  werden  vonÄT 
da    ab   läugsgestreckt   und  sind  gegen  das  Ende  der  Streckungszooe   - 
und  im  ausgewaclisenen  Theil  etwa  2i  mal  so  lang  als  breit  gewor- 
den,     hl   dem   ausgewachsenen   Theile   findet  man  diese  Form  auch 
nach  dem  Eingipsen,  vvätirend  in  der  beim  Eingipsen  noch  streekungs* 
thätigen  Partie   die  Zellen   kürzer  werden  und  schon  6 — 8  mm  von 
der  Wuizelspitze   entfernt  quadratische  Form  annehmen*     Aehnliche 
Relationen   bieten   die   übrigens  absolut  längeren  Füllzellen  des  Cen- 
tralcylinders.     Beiläufig  sei  noch  bemerkt,  dass  in  den  eingegipsten 
Wurzeln  die  Zellen  der  Endodermis  viellach  eine  tangentiale  Theilung 
erfahren  halten. 

Nach  kürzerem  Eingipsen  ist  natürlich  die  Differenz  noch  nichl 
zu  dem  eben  geschilderten  Extrem  fortgeschritten.  Nach  dreitägigem 
Aufenthalt  in  Gips  waren  übrigens  schon  3  mm  vom  Vegetaiions- 
punkt  entfernt  Tüpfelget^sse  zu  erkennen,  die  ihre  volle  Wand  Ver- 
dickung freilich  erst  7  mm  weiter  rückwärts  erreichten. 
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VTIl.   Anshlick  auf  die  meclianisclie  Action  der  Wurzel 

iii  der  Kiiter. 

Die  Kenntniss  der  Fähigkeiteo  und  Thätigkeiten  bildet  die  Grund- 
lage für  das  VeFsflmdniss  der  Wirkungsweise  der  Wurzeln,  doch 
konnte  in  den  bisherigeii,  auf  die  causale  Aufhellung  dieser  Funda- 
inente  gerichteten  Studien  nicht  im  Zusammenhang  dargestellt  werden, 
wie  sich  das  Verhalten  und  die  Aclion  der  Wurzel  unter  den  in  der 
Natur  gebotenen  Verhältnissen  gestaltet.  Auf  diese  Vorgänge  wollen 
wir  hier  einen  orientirenden  Blick  werfen,  wobei  wir  uns  indess  auf 
die  mechanischen  Actionen  beschrcinken^  also  z.  B.  die  eine  bestimmle 
Wachsthuoisrichtuog  inducirendcn  Reizreactionen  ausser  Acht  lassen, 
da  thatsächlich  für  das  Arbeiten  gegen  Widerstände  nur  das  eul- 
sprechende Entgegentreten  dieser  massgebend  ist.  Ebenso  ist  die 
morphologische  Dignität  der  Wurzel  ohne  Bedeutung,  so  dass  die 
Berücksiclitigung  der  llauplwurzel  genügt* 

Wie  schon  wiederholt  betont  wurde  arbeitet  die  Wurzel  in  dem 
Sinne  regulatoriseh  und  zweckentsprechend,  dass  sie  nur  dann  höhere 
Aussenenergie  entwickelt,  wenn  ein  Ausbiegen,  resp.  ein  Umgehen  des 
Widerstandes  unmöghch  ist,  Demgemäss  kommt  es  in  Luft,  im  Wasser 
oder  im  Boden  zumeist  nur  zu  geringlilgiger  Aossenarbeit  (vgL  p.323). 
Denn  trillt  die  in  bekannter  Weise  fortwachsende  Wurzel  auf  irgend 
einen  festen  Gegenstand,  so  biegt  sie  schon  nach  Erreichung  geringer 
Aussenenergie  vermöge  ihrer  biegsamen  und  plastischen  Eigenschaften 
aus,  und  der  wachsthumsfähige  Spitzentheil  gleitet  längs  der  Widerlege 
so  lange  weiter,  bis  er  an  deren  Ende  umzubiegen  und  seine  frühere 
Wachsthumsrichtung  fortzusetzen  vermag. 

Hinsiclitlich  der  näheren  Gestaltung  dieses  Ausbiegens,  Forl- 
wachsens und  Umbiegens  kann  ich  auf  die  schon  (p.  271)  citirten 
Abhandlungen  von  Sachs  und  von  Detleisen  verweisen.  Auch  genügt 
es  daran  zu  erinnern,  dass  das  umgebende  Medium  natürlich 
Einfluss  auf  den  Vorgang  hat.  Denn  ein  seitliches  Ausbiegen  der 
subapicalen  Theile  ist  nur  so  weit  müglich,  als  es  der  Widerstand 
der  Erde  erlayhl,  kann  also  auch  ganz  verhindert  werden.  Das  ist 
z.  B.  erreicht,  wenn  aus  dem  Gipsverband  nur  ein  kurzer  Spitzentheil 
hervorsieht,  welcher  mit  seinem  Wachsthum  sogleich  auf  eine  wider- 
stehende Platte  ti  ilTt.    Aber  selbst  dann,  wenn  dieser  Zwischenraum 
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nur  gering  ist,  gelingt  es  der  jetzt  allein  zuwachsenden  Wurzelspitze 
Iwermüge  ihrer  plastischen  Eiyenscliaften  umzubiegen  und  so  vermag 
Bogar  die  relativ  dicke  Keimwurzel  von  Faba  durch  einen  I  mm 
breiten  Spalt  sicti  durchzuzwängen  und  den  Weg  in  das  lockere  Erd- 
reich zu  finden, 
m  Von  besBglen  Verhältnissen  htingl  auch  der  Druck  ab,  welcher 
■«IS  zur  Erzielung  des  Ausweiehens  entwickelt  wird.  Denn  mit  der 
lleduction  des  Spaltes  auf  minimalen  Wertli  kommt  die  ma>Limale 
Druckenergic  zu  Stande,  während  die  völlige  Freiheit  eines  llingeren 
Wurzeltheils  die  Leichtigkeit  des  Ausbiegens  begünstigt.  Uebrigens 
zeigen  früher  besprochene  Versuche  (p.  271),  dass  ein  nur  6  nun 
langei'  freier  Spitzenüieil  der  kräftigen  Ilauplwurzel  von  Vicia  faba, 
bei  senkrechtem  Auftretfen,  nur  einen  massigen  Druck  (etwa  10—15  g) 
entwickelt,  der  nach  Realisirung  der  Ausbiegung,  also  nachdem  die 
Wurzel  schiefwinklig  gegen  die  Platte  gerichtet  ist,  auf  1—2  g  sinkt, 
ein  Druck,  der  sich  in  dieser  Höhe  erhält,  wülirend  die  wachsende 
Wurzel  auf  der  Platte  fortgleitel*), 
p'  Vermöge  dieser  Eigenschaften  kommt  es  auch  dann  nicht  zu 
hölierer  Aussenleistung,  w^enn  die  Wurzel  auf  ihrem  angestrebten 
Wege  vielfach  auf  Steine  trilU  und  dieserhalb  oft  genüüiigt  wird, 
längs  des  Widerstandes  hinzuwandern  und  vielleicht  eine  zickzack- 
förmige  Bahn  zu  durchlaufen.  Im  Allgemeinen  wird  dabei,  soweit 
es  mit  der  erstrebten  Wachsthumsrichlung  verträglich  ist,  der  den 
geringsten  Widerstand  bielende  Weg  eingeschlagen.  Dieses  Ver- 
halten erklärt  sich  ganz  naturgemäss  aus  den  besprochenen  Eigen- 
schaften und  es  muss  dieserhalb  nicht  eine  dirigirende  Contactsensi- 
biliiat  in  der  Wurzelspilze  gefordeit  werden,  welche  Darwin  zu 
erweisen  suchte  (vgl.  den  Sehluss  dieses  Kapitels).  Auch  haben  die 
an  sich  nur  schw^achen  Nutationon^)  der  Wurzelspitze  fUr  besagtes  Ziel 
keine  besondere  Bedeutung,  da  schon  die  nach  Bedürfniss  gesteigerte 
Druckwirkung  für  enlsi>rechendes  Ausbiegen  sorgt,  dessen  zweckenl- 


l)  Wegen  des  Aiisbiegens  vermag  keine  angeslreblc  Krümmung  {grosseren 
Druck  /u  leisten*  Es  isl  deshalb  ein  IrrUiuru  Ciu  Dahwin's  (DeAve^^ungsvermögcn 
1881,  p.  t68)  aus  der  geringen  KraH,  mit  welctier  eine  nach  geotropischer  Krüiu- 
muDg  strebende  Wurzel  gegen  den  Boden  wirkt ,  auf  eine  geringe  geotropisclie 
Energie  zu  schliessen.  Dass  diese  sehr  bocli  sein  kano^  werden  wir  für  Gras- 
knoteu   (Kup.  XI)  kennen  leinen. 

J)  ÜAiiwiM;   ßewegungsveraiogen  der  PHanKen   t88t,  p.  t69. 
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sprechende   WiederholuDg    auf    den    Beßchauer    wohl   den    Eindruck 
üjacheii  kann,  als  ob  die  Wurzelspilze  tastend  und  suchend  forlscbritle. 

Bei  solcher  geringen  Druckentwicklung  genUgt  eine  massige 
Befestigung  der  ausgewachsenen  Wurzeltheile  im  Boden,  um  ein 
Herausschieben  zu  verhindern,  das  bei  höherer  Energieenlwicklung 
erreicht  werden  kaon.  hu  Gipsverband  z,  B.  (vgl.  Fig,  3  p.  251) 
sucht  die  durch  die  Feder  bemessene  Kraft  den  Topf  zu  heben, 
resp.  die  Wurzel  und  den  anschliessenden  Keimslengel  nach  oben 
zu  treiben.  Dieser  vollen  Energie  ist  aber  die  Befestigung 
einer  Keimwurzel  im  Boden  nicht  gewachsen  und  wenn  beispiels- 
weise nur  die  Wurzelspitze  in  einem  üxirten  Gipsklotz  steckt»  kommt 
solches  Herausschieben  aus  dem  Boden  in  schöner  und  continuirlicher 
Weise  zu  Staude,  weil  das  Gleiten  der  Wurzelspitze  in  der  Gipshnlle 
(p,  249)  eine  dauernde  liückwiUtsschiebuug  durch  die  neu  hinzu- 
wachsenden  Partien  gestattet.  Uebrigens  ist  seit  alter  Zeit  bekannt*), 
dass  unter  geeigneten  Verhältnissen  Keimstengel,  Zwiebeln  und  selbst 
schwerere  Pllänzentheile  durch  die  Activität  der  Wuizeln  emporge- 
hoben und  eventuell  aus  dem  Boden  hervorgeschobeu  werden  können. 
Ebenso  ist  ohne  weiteres  klar,  warum  es  zu  Ausbiegungen  und 
schhesslich  zu  eigenthümlichen  Schleifenbildungon  kommt,  wenn  die 
äussere  Wurzels()itze  und  der  Samen  üxirL,  der  zwischenliegend^ 
Wurzellheil  alier  olme  genügende  Widerlage  ist.  B 

Zur  Veranschaulichung  der  Befestigung  in  einem  massig  lockereu 
Gartenboden  mögen  hier  zwei  Versuche  mit  Keimprianzen  von  Vicia 
faba  Platz  linden,  io  welchen  der  Zug  bestimmt  wurde,  der  auf  das 
Epicotyl  ausgeübt  werden  musste,  um  das  Wurzelsystem  nebst  dem 
von  einer  20  mm  hohen  Bodenschicht  bedeckten  grossen  Samen  aus 
dem  Boden  hervorzuziehen.  In  dem  einen  Fall,  in  welchem  die 
Keim  Wurzel  30  mm  lang,  also  fiei  von  Nebenwurzeln  war,  erfolgte 
ein  allmähliches  Herausziehen  durch  150  g,  aber  nicht  durch  100  g. 
Zu  dem  anderen  Vei^uch  diente  eine  120  mm  lauge  Wurzel,  welche 
zehn  Seitenwurzeln  zwischen  2 — 22  mm  Lüinge  li  ug  und  demgeuiüss 
viel  ansehnlicher  lixirt  war.  Denn  es  wurden  jetzt  320  g  getragen, 
während  380  g  allmlihlich  eiu  Herausziehen  bewirkten.  Eine  solche 
Befestigung  ist  also  der  maximalen  Energieentwicklung  gleich,  resp, 
gewach.sen,    die    bei    Faba   zwischen  220 — ^350  g   gefunden    wurde. 


I)   Vgl.   Ihevihamjs,   Physiologie  d.   Gewächsö   (838,  Bd,  II,  p.  157. 
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der  Zellhaut  üquilibrirt.  Damit  ist  eine  gewisse  elastische  Ver* 
läDgerung  verknüpft,  dann  aber  schlägt  das  Wachsthum  das  ttbliche 
Tempo  ein.  Dieses  ist  nur  wenig,  vielleicht  auch  gar  nicht 
schneller  als  in  dem  resistenteren  Medium,  da  erst  höhere  Wider- 
stände ansehnliche  Yerlangsamung  des  Wachsens  veranlassen.  Die 
Wurzel  arbeitet  eben,  wie  früher  betont,  in  der  Weise  regulatorisch, 
dass  sie  bei  höhcrem  Widerstand  eine  grössere  Gesammtenergie  ent- 
wickelt und  also  trotz  höherer  Arbeitsleistung  mit  annähernd  gleicher 
Schnelligkeit  vorrückt.  In  principieller  Hinsicht  ist  das  dieselbe  Regula- 
tion, welche  es  einem  Menschen  ermöglicht,  auch  dann  noch  einen 
Berg  mit  gleicher  Schnelligkeit  wie  zuvor  hinaufzuwandem,  wenn 
ihm   eine  massige  Last  aufgeladen  wird. 

Gelegentlich  gelangt  auch  einmal  eine  Wurzel  in  einen  engen 
cylindrischen  Canal  oder  in  einen  Spalt,  den  Steine  oder  Holzmassen 
darbieten,  und  wenn  dann  durch  Dickenzunahme  der  subapicalen 
Theile  Anpressung  und  genügende  Fixirung  erzielt  werden,  so  sind 
ähnliche  Verhältnisse  hergestellt,  wie  in  einem  entsprechend  geformten, 
eine  resistente  Widerlage  bildenden  Gipsverband.  Am  häufigsten 
wird  wohl  in  der  Natur  das  Eindringen  in  einen  engeren  Steinspalt 
und  damit  Entwicklung  von  Querdruck  vorkommen,  während  die 
Wurzelspitze  selbst  gewöhnlich  im  Stande  sein  wird,  den  Spalt  zu 
durchwandern  oder  seitlich  auszubiegen. 

Vermöge  der  plastischen  Eigenschaften  kann  eine  Wurzel  sogar 
durch  einen  recht  engen  Canal  oder  Spalt  den  Weg  finden  und 
dieses  auch  dann,  wenn  allein  die  äusserste  Spitze  vorzudringen  ver- 
mag, während  die  rückwärts  anschliessenden  Partien  an  die  Wider- 
lage fixirt  werden.  Unter  solchen  Umstünden  beginnt,  in  Folge  einer 
zweckentsprechenden  Correlationswirkung,  ein  sehr  beschleunigtes 
Wachsen  der  äussersten,  unter  normalen  Verhältnissen  sich  sehr  lang- 
sam verlängernden  Wurzelspitze,  so  dass  ziemlich  schnell  das  Fort- 
rücken in  einer  so  eingeengten  Zwangslage  gelingt  (p.  349). 

Mit  Herstellung  geeigneter  Führung  vermag  die  Wurzel  einen 
hohen  Spitzendruck  ebenso  gut  in  der  Natur  zu  entwickeln,  wie 
in  unseren  Versuchen,  in  welchen  die  im  Gipscanal  geleitete  Wur- 
zel  gegen   die  Messfeder   traf*).     Es   ist  deshalb    nicht   wunderbar, 

1)  Vgl.  p.  974.  Wichtig  ist,  dass  auch  die  Spitze  für  sich  allein  schon  eine 
so  hohe  Druckkraft  entwickelt. 
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dass  eine  Wurzel  unlei*  geeigneten  VerhiUtnissen  in  der  Natur  hohe 
Widerstünde  überwindet  und  z.  B.  gelegentlich,  wie  es  u.  a.  Dübamei,*) 
heobachLete,  in  weichen  TufT  eindringt,  der  wohl  keinen  höheren 
Widerstand  bot  als  ein  weicher  Gipsgüss,  in  welchen  sich  eine  Kcini- 
wurzel  rein  mechanisch,  d.  h.  ohne  irgend  eine  lösende  Wirkung, 
den  Weg  zu  bahnen  vermag. 

Bildet  ein    lockerer  Erdboden   die  Führung  und  Widerlage.    so 
vermag,    wie  schon  besprochen,   die  senkrecht  auftreffende  Wurzel- 
spitze    zwar  nur  einen  müssigen,  jedoch  genügenden  Druck  zu  ent- 
wickeln •   um  merkliche  Leistungen  zu  vollbringen,  z,  B.  um  dünnes 
Stanniol  zu  durchbohren,   das  übrigens  auch  von  einer  der  Wurzel- 
spitze ähnlich  geformten  Eisenspitze  durchbrochen  wird,  wenn  diese 
mit  20 — 30  g  belastet  wird.     Jedenfalls  ist  dieses  Durchbrechen  des 
Stanniols,  wie  auch  Detlefskw^)   hervorhebt,  leicht  zu  beobachten  und 
wenn  Darwik^)  zu  einem  negativen  Resultate  kam,  muss  der  Grund  in 
der  Dicke  des  Stanniols  oder  in  der  Versuchsanstellung  gesncht  werden. 
In  einer  für  die  Druckentwicklung  günstigen  Lage  befinden  sich 
U.  a.  die  Anlagen  der  Seitenwurzeln.     Es  ist  deshalb  w^ohl  möglich, 
das6  diese  rein  mechanisch   sich  ihren  Weg  durch  das  Hindenparen- 
cbym  bahnen,  wenn  es  auch  scheint,  als  ob  ausserdem  eine  AclivitiU 
des  letzteren,  veranlasst  durch  eine  correlativeTh^tigkeit,  eine  Rolle  mit- 
spielt. Uebrigens  vermögen  unter  entsprechenden  Bedingungen  dieKeiin- 
wurzeln,  allein  durch  ihre  Druckkraft,  ihren  Weg  in  das  Innere  leben- 
diger parenchymatischer  Gewebe  von  Stengeln*  Knollen  etc.  zu  finden*). 
Die  Ftihigkeit  zur  Entwicklung  von  hohem  Querdruck  wird  in  der 
Natur  durch  das  Auseinandertreiben  grosser  Steine,  ja  sogar  durcli  das 
Sprengen   von  Felsstücken    erwiesen,    was   dadurch  veranlasst  wird, 
dass    die   nach   Dickenwachsthum   strebende  Wurzel   (oder  auch  der 
Stengel)    gegen  das  mechanische  Hemmniss  Aussenenergie  producirt. 
öurch    diese  Energie   kommt  es  auch  zur  Sprengung  von  Gipscylin- 
cl^rn,  und  da  diese  Sprengung  oft  erst  nach  zwei  bis  drei  Wochen  er- 
tolgtj  so  ist  damit  dargelhan,  dass  diese  Druckleislung  längere  Zeil, 


I)  Nalurgescbiebte  ä,  Baume   1764,  Bd.  I,  p.  108. 
t]  Arbeit  d.   bot,   Instituts  in   Wiinsburg   i88«,  Bd.  2^  p.  630. 
3j   ßeweguogs vermögen  d.   Pflanzen   iSBI,   p.  60  und    i09. 
4]  Ein  näheres  Sludiuia  dieses  Gegenstandes  wurde  bereits  im  biesigen  In- 
stitut begonnen. 
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weon  auch  nach  einigen  Tagen  nur  langsam  zuniinnit  (p.  281).  Die 
endliche  Zcrreissung  einer  cohiirenten  Masse  isl  aber  für  die  Pflanze 
in  jedem  Falle  von  hoher  Bedeutung,  da  datuit  die  Wui^el  (oder 
der  Stengel)  die  Freiheit  gewinnt  und  nun  bei  geringer  Leistung  vod 
Aussenarbeit  lortzuwaclisen  vermag.  Wichtig  und  entschcideod  aber 
ist,  dass  die  Pflanze  solchen  pltUzlichen  Widorstandswechsel  ohne 
Schaden  ertiögt  und  dieses  ist  erreicht,  indem  die  plötzliche  Llebei- 
tragung  der  vollen  Aussenenergie  auf  die  Zellwanduugen  kein  Zer- 
reisscn  oder  Schödigen  veranlasst. 

Zwar  ist  die  Druckintensitcil  in  radialer  Richtung  vielleicht  etwas 
gei-inger    als   in  der  Längsrichtung,   aber   bei   der  Grösse  der  wirk- 
samen Flüche   kommen  deshalb  doch   absolut   höhere  Leistungen  zu 
Stande  (vgl  Kap*  111,  C).    Schon  eine  4t)  mm  lange  Keirawurzel  von 
Vicia  faba    vermag  einen  Querdruck  von    riiehr  als  5  kg  gegen  den 
intacten  Gipsverband  zu  entwickeln  (p.  281)*    Befindet  sich  aber  eine 
Wurzel  (oder  ein  Stengel)  zwischen  zwei  Platten,  so  nimmt  mit  dem 
nach    zwei   Seilen    fortschreitenden    Dickenwachsthum   die    wirksame 
Fläche,  also  der  Qoerdruck  Jbrlwährend  zu*     In  diesem  Sinne  wirken 
auch   die   mit   dem   Dickenwachsthum    sich    gleichTalls   anpressenJeo 
Nebenwurzeln,  so  dass  es  schliesslich  doch  zur  Sprengung  oder  all- 
gemein  zur  Beseitigung   eines   Hindernisses   kommen    kann,   welches 
längere  Zeit  der  Aussenwirkung  der  Wurzel  oder  des  Wurzeisystems 
zu  widerstehen  veroiochte.    Steigt  die  wirksame  Fläche  auf  iOOO  qcm 
(was    bei    dickeren    Wurzeln   und    grosser    Widerstandsfläche    leicht  | 
möglich    ist) ,    so    genügt   eine    Druckintensität    von    6   Atmosphären^ 
um    einen   Gesammtdruck    von    rund    6000  kg    zu    erzielen.      Eine 
solche  Kraftentwicklung  aber  macht  die  Thatsache  wohl  verstündlich, 
dass  selbst  gewaltige  SteinblOcke  durch  eingeklemmte  W^urzeln  (resp.| 
Stiimme)   gehoben   oder    bei    Seite  geschoben   werden    können.      laj 
Folge  des  fortschreitenden  Dickenwachsthumes  kommt  solche  Wirkung 
auch  in  solchen  Spalten  zu  Wege,  welche  den  jungen,  in  die  Länge 
wachsenden   Pflanzentheilen    freien    Durchtritt  gestatteten.       Da    da5 
Dickenwachsthum  nach  Vollendung  des  Längenwachslhums  fortdauert^ 
so  isl  auch  die  Möglichkeit  für  Ausübung  von  Radialdruck  noch  geboten 
nachdem  die  Beltihigung  zur  Entwicklung  von  Längsdruck  verloren  ging. 

Doch  dürfte  (besonders  bei  jüngeren  Pflanzentheilen)  der  höchst 
Radialdruck  nui*  dann    entwickelt  werden,   wenn  die  Widerlage  all 
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soilig»  also  jod welches  Wachsen  aLisgesclilossoo  Ist  {p.  282).    Übrigens 

Wßi  solches  nur  eine  der  vielen  zweckiiiiissigen  Conelalioncn,  welche 

auch  anderweitig  im  Kampfe  gegen  Ilenimnisse    eine  wichtige  Rolle 

spielen.     So  ist  schon   (p,  356)  der  beschleunigten  Wurzelproduclion 

^nd    des    kriifligeren    Hervorwachsens    von    Seitenwnrzelo    gedaclit^ 

welche  durch  Hemmung  des  Waclislhums  der  Spitze  der  Hauptwur/el 

und  gleichsinnig  durch  Decapitiren  hervorgerufen  werden.  In  analogem 

Biono  wird  bei  Umgipsen  oder  bei  Wegschneiden  dei'  ganzen  Wurzel 

durch   die  Produclion    von  Wurzeln    aus   dem  hypocolylen  und   dem 

cpicolylen  Gliede  Ersatz  geschaiTen. 

^        Wie  sich  die  Wurzel  durch  eine  fortschreitende  Sprengwirkung 
Ben  Weg   zu   bahnen   vermag,   demonstrirt   sehr   anschaulich  die    in 
^!g.  \  (p.  240)  abgebildete  Gipss[)rengung.    Wird  in  der  beschriebenen 
und    aus   der  Figur   ersichtlichen  Weise   eine  Keirawurzel  von   Faba 
pwischen   zwei  Glasplatten   in  Gips   gebracht,   so   errolgt,   wenn    ein 
weicher  Gipsguss   gewählt    wurde,    nach   1    oder  i  Tagen   die   abge- 
bildete Sprengung,  welche  keine  sehr  hohe  Energie  erfordert,  da  die 
&Q  sich  dünne  Gipsplalte  bei  Benetzung  mit  Wasser   leicht   auf  der 
Glasfläche  gleitet,  so  dass  selbst  ein  harter  Gipsguss  schliesslich  ge- 
sprengt zu  werden  pflegt*).     Wie  beim  Eintreiben  eines  Keiles  läuft 
3r  Spalt  fortwahrend  der  Wurzel  voraus,   die   dauernd    nachdrängt 
|Dd    weiter   rückt,   so   dass   endlich   die  Gipsplatte    in   zwei    Hulften 
erlegt  ist  und  die  Wurzel    frei  weiter  wachsen   kann.     Die  Wurzel 
bahnt   sich    also  durch  die   Sprengung   vermittelst  Keil-   und   Hebel- 
wirkung den  Weg  durch  ein  Medium,  das  die  Energie  des  direclen 
Spitzendruckes    (226 — 352  g)   nicht   zu  durchbrechen   vermag,    und 
zwar  ist  der  Erfolg  bei  weicherem  Gips  so  gUnsüg,  dass,  vom  Beginn 
der    Sprengung   ab,   die   Wachsthumsschnelligkeit   anscheinend    nicht 
mehr  beeinträchtigt   wird,   als   in   unseren   Thonversuchen   (Kap.  VI). 
wkk  analoger  Weise  wird  aber  auch  ein  Zerspalten  von  Steinen  erzielt 
piverden,   nachdem    die  Wurzel,   resp.  ein  Wurzelsystem,  durch    Ein- 
dringen in  einen  passenden  Spalt  den   geeigneten  Angriffspunkt   ge- 
funden hat. 

Diese  Spaltung,  welche  durch  das  Zusammenwirken  von  Querdruck 


\)   Solche    Präparate   lassen   sich    in  Alcotiol    als  Demonstrationsobjecle   auf- 
Bwabren. 
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(Dickeowachstliuni)  uml  LHngsdruck,  resp.  LEiögenwachsJhimi,  erreicht 
wird,  kann  man  einem  Keil  vergleichen,  der  gleichzeitig  durch  eine 
vorwärts  treibende  Kraft  und  eine,  etwa  durch  Quellung  erzielte, 
senkrecht  gegen  den  Spalt  gerichtete  Druckenergie  wirksam  ist.  Der 
nach  Vollendung  des  Längenwachsthums  fortdauernde  Querdruck 
greift  in  einer  für  das  Fortschreiten  der  Sprengung  sehr  günstigen 
Weise  an.  Liegt  z,  B.  bei  der  schon  (p.  368)  erwähnten  Druckentr^ 
Wicklung  von  5  kg  durch  eine  40  mm  lange  Wurzel  von  Faba  der 
Schwerpunkt  der  parallelen  Kräfte  in  der  Mitte,  also  20  mm  von 
der  Wurzelspitze  entfernt,  so  sucht  an  dieser  Stelle  ein  nach  beiden 
Seilen  wirkendes  statisches  Moment  von  100  kg  den  Gips  ausein- 
anderzureissen.  Und  während  die  Wurzel  in  dem  vorauslaufenden  Spalt 
tbrtschreitet,  pressen  sich  stets  neue  Partien  der  Gipswandung  an,  so 
dass  diese  Querdruckenergio  fortwährend  auch  dann  erhalten  wird, 
wenn  die  Erweiterung  des  oberen  Spalttheils  den  Contact  mit  den 
nicht  in  gleichem  Maasse  in  die  Dicke  wachsenden  Wurzelpartien 
aufhebt.  ^ 

Gleichzeitig  drängt  die  wachsende  Zone  nach  vorn,  und  gleichviel 
ob  der  Längenzuwachs  auf  einer  grosseren  oder  kleineren  Strecke 
gelingt,  jedenfalls  kommt  damit  eine  keilartige  Wirkung  zu  Stande« 
Beim  starren  Keil  würde,  bei  einem  Verhältniss  der  flöhe  zur  Liinge 
von  1  :  5,  durch  eine  Triebkraft  von  200  g  ein  Druck  von  I  kj 
gegen  die  Spaltwand  zur  Geltung  kommen,  eine  Energie,  die  ebenfalls 
mit  dem  entsprechenden  statischen  Moment  für  das  fernere  Zerreissen 
des  Gipses  wirksam  vvird^).  ^ 

Durch  Waclisthum,  PlasticitlU  u.  s,  w.  sind  allerdings  besondere 
Eigenheiten  geboten,  auf  deren  Erörterung  ich  indess  verzichten  darf, 
da  es  hier  nur  darauf  ankam  zu  zeigen,  in  welchem  Sinne  Keil-  und 
Ilebelwirkungen  die  allerdings  mächtige  Sprengkraft  der  Wurzel  ve 
mittein.  Entscheidend  ist,  dass  diese  Sprengkraft  die  genügende  Inlensiläl 
erreicht  und  es  Ihut  nichts^  dass  mit  dem  Realisiren  des  Sprengens  der 
Widerlage  resp.  dem  Auseinanderweichen,  die  Druckenergie  sogleich 


1 

*1 


i]  Diese  rein  mcclwmsche  Wirkung  ist  auch  bcdcutuogsvoU  für  die  Zer 
trümmerung  von  Gesteinen  und  andere  Veriiuderyngeii  in  der  festen  Erdrinde, 
Uebrigens  spielen  in  solcliem  Sinne  die  Pflanzen  auch  durch  Secretion  von  Säuren 
und  «indenvejtige  Eingriffe  eine  Holle  und  die  Bildung  von  Uutnushoden  iist  eben- 
falb  nur  von  der  Produclionslliiiligkeil  von  Pflanzen  abhängig. 


lüCK-  ÜK0  Arbejtsleistdng  oübcb  wachsende  Pelaüzeh. 
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stark  siokL,  denn  nunmehr  ist  durch  die  einmalige  intensive  An- 
spannung der  freie  Weg  gebahnt.  In  dem  voraushuifenden  Spalt 
aber  hat  die  iuisserste  Wurzelspitze  gar  nicht  mit  Widerstünden 
zu  kämpfen  und  ist  also,  da  wo  Sprengung  erreicht  ist,  wenigei"  Unbilden 
ausgesetzt  als  in  der  Erde,  wo  sie  immer  wieder  auf  feste  Partikel 
aofstösst  und  wo  die  Wurzelhaube  eine  schcUzenswerthe  Schutzhülle 
abgibt. 

p        Mit  der  Thatsache  des  Querdruckes  und  des  durch  Wachsthum 
vermittelten  gewaltsamen  Fortschiebens   der  conischen  Spitze  ist  die 

Besprochene  Keil-  und  Hebelwirkung  eine  physikalische  Nothwendig- 
eit^  sobald  nur  das  geeignete  Substrat  und  die  geeignete  Angriffs- 
weise geboten  w^erden,  die  für  die  Aussenleistung  überhaupt  eine 
(Bedingung  sinil. 
In  der  Erde,  in  welcher  jedes  einzelne  Theilehen  ausweicht^ 
kann  mit  dem  Mangel  des  Zusammenhaltes  eine  Sprengwirkung  wie 
kn  einer  cohärenten  Masse  nicht  zu  Stande  kommen.  Immerhin  aber 
pDuss  das  Eintreiben  der  Wurzelspitze  zwischen  zwei  Partikel  keil- 
arlig  wirken,  wenn  auch  dieser  Action  praktisch  nicht  die  Bedeutung 
zukommt,  welche  Darwin'}  ihr  beizumessen  scheint,  welcher  übrigens 
das  Wesen  der  Sprengwirkung  nicht  richtig  erkannte.  Anderseits 
ist  Deilefsen^)  im  Unrecht,  wenn  er  der  Keilwirkung  allgemein  alle 
Berechtigung  abspricht. 
p»  Die  Eigenschaften  des  widerstehenden  Mediums  bringen  über- 
haupt Besonderheiten  für  die  unter  Arbeitsleistung  fortwachsende 
Wurzel  mit  sich.  Während  z.  R.  die  Wurzel  in  einer  grobkörnigen 
Erde  unter  Umstanden  zum  Umgehen  von  Widerslliiiden  vielfach 
ausbiegen ,  also  sich  gleichsam  schlängelnd  hindurchw  inden  muss, 
föllt  eine  solche  Anforderung  in  dem  sehr  feinkörnigen  Thon  so  gut 
wie  ganz,  in  homogener  Gelatine  gUnzlicIi  weg,  [n  diesem  bis  zu 
einem  gewissen  Grade  elastischen  Medium  sind  die  Widerstandsver- 
hältnissc  wieder  verschieden,  wenn  die  Gelatine  nicht  adhärirt  oder 
wenn  eine  starke  Adhäsion  durch  Einschmelzen  erreicht  ist  (p*  345). 
Solche  Adliäsion  konimt  ferner  beim  Thon  mehr  als  in  humüser  oder 
sandiger  Erde  in  Betracht.     In  Erde,  und  auch  in  anderen  Medien, 


I)  Bewegimgsveniiijgen  d.   Pll?inxen   i%%\,   p.  63. 

t]  Arbeilen  d.   bot.  Instituts  in  VViirzburg  i882|   Bd.  0,  p.  63a. 
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hängt  CS  ferner  von  verschiedenen  Umständen  ab.  ob  mit  dem  Bei- 
seiteschieben der  Partikel  der  Widerstand  schnell  steigt,  wie  es  z.  B. 
der  Fall  sein  oiuis.  wenn  die  Erdtheilchen  sogleich  g^en  eine 
starre  Widerlage  angepresst  werden. 

Soweit  aber  die  potentielle  Energie  ausreicht,  findet  die  Wurzel 
ihren  Weg  durch  die  verschiedensten  Medien  und  Hindemisse,  wenn 
y'if:  auch  in  mannigfachster  Weise  sich  durchzwängen  und  durch« 
schlängeln  muss.  Dieserhalb  bietet  ein  grobkörniges  Medium  z.  B. 
für  die  Wurzel  nicht  den  gleichen  Widerstand  wie  filr  einen  starren 
Eisenstab,  den  vielleicht  ein  Steinchen  aufhält,  während  die  das 
Ilemmm'ss  umgehende  Wurzel  mit  viel  geringerer  Bnei^e  ihren  Weg 
fortzusetzen  vermag.  Bei  diesem  und  anderem  Fortschreiten  ist  im 
Allgemeinen  Druck,  nicht  aber  die  lebendige  Kraft  eines  Stosses 
wirksam.  Denn  schnelle  Bewegungen  kommen  nur  untergeordnet 
vor,  wenn  irgendwo  und  irgendwie  eine  Spannung  plötzlich  ausge- 
glichen wird  und  sind  z.  B.  auf  eine  kurze  Wegstrecke  wirksam, 
wenn  beim  plötzlichen  Durchbrechen  eines  Hindernisses  die  ja  gleich- 
sam elastisch  comprimirte  Wurzel  sich  etwas  verlängert  (p.  311). 

Ftir  den  endlichen  Erfolg  spielen  ferner  die  specifischen  Eigen- 
heiten der  Wurzel  eine  Rolle,  die  in  Bezug  auf  Enei^eentwicklung, 
Form  und  Dimension,  Verankerung  und  andere  Umstände  Verschieden- 
heiten bietet.  Auf  Einiges  in  dieser  Hinsicht  ist  früher  (p.  278)  hin- 
gewiesen, eine  nähere  Specialbehandlung  aber  liegt  nicht  im  Rahmen 
dieser  Studien.  Für  den  Erfolg  mögen  ausserdem  noch  besondere 
Reizwirkungen,  wie  Aerotropismus,  Contactreiz  etc.  mit  ins  Gewicht 
fallen,  so  dass  in  Hinsicht  auf  alle  diese  und  andere  Umstände  eine 
ungleiche  Fähigkeit  zum  Eindringen  in  ein  Medium  noch  kein  Ar- 
gument für  eine  geringere  energetische  Fähigkeit  ist^).  Bis  zu  einem 
{gewissen  Grade  kann  bei  den  Wurzeln  die  Säuresecretion  bei  Bahnung 
des  Weges  mitwirken,  und  z.  B.  bei  parasitischen  Pilzen  ist  das 
ÜurchlOsen  mit  Hilfe  von  Secreten  vielfach  im  Gebrauch. 

Ferner  soll  hier  nicht  das  Durchbrechen  der  Samen  und  Frucht- 
schalen beim  Keimen  behandelt  werden,  wobei   (abgesehen  von  der 


4)  So  fand  z.  B.  Duhamel  (Naturgeschichte  d.  Bäume  4  764,  Bd.  I,  p.  4  08}, 
dass  in  einen  weichen  TulF  die  Wurzeln  vom  Weinstock  und  Nussbaum,  nicht  aber 
die  einer  daneben  befindlichen  Ulme  eingedrungen  waren. 


Drück-  und  Arbeitsleistung  durch  wacetsendb  Pflanzen. 

QuelluDg)  theilvveise  vielleicht  sehr  hohe  Aussenleislungen  zur  Wirkung 
kommen,  aber,  wie  bekannt,  auch  raannigtach  verschiedene  Ein- 
richtungen entscheidend  mithelfen. 

■  Eine  Berücksichtigung  der  ablenkenden  Reizbewegungen  ist  an 
Bieser  Stelle  niclit  noth wendig,  da  wir  diejenigen  Reactionen  zn 
betiandeln  haben,  welche  zu  Stande  kommen,  wenn  eine  Wurzel  in 
der  von  ihr  unter  den  gegebenen  Bedingungen  angestrebten  Wachs- 
thumsrichtung  auf  einen  mechanisschen  Widerstand  stüsst.  Dieser, 
oder  präciser  die  durch  diesen  Widerstand  hervorgebrachte  mecha- 
nische Wachsthumshemmung,  ist  dann  die  Veranlassung,  dass  die 
Ipllanze  mit  den  ihr  zo  Gebote  stellenden  Mitteln  die  auf  Überwin- 
dung des  Hemmnisses  gerichtete  Aussenenergie  entwickelt*  Wir 
haben  es  also  mit  einer  Reizreaction  zu  thun,  welche  in  correlaliver 
Weise  auch  andere  Thütigkeiten  veranlasst  oder  in  Mitleidenschaft 
ficht  (vgl  p,  333), 

Sobald  aber  mechanische  Energie  auf  die  Wurzel  in  hinreichender 
reise  einwirkt,  nniss  diese  bei  ihren  biegsamen  and  plastischen 
äigenschaften  unvermeidlich  ein  entsprechendes  Ausweichen  erfahren 
id  dieser  rein  mechanische  Erfolg  ist  vollstilndig  ausreichend^  um 
|lle  diesbezüglichen  Beobachtungen  zu  erkhtren.  Doch  ist  damit  nicht 
jeschlossen,  dass  aus  dem  Conlact  ausserdem  ablenkende  Reizbe- 
i^egungen  entspringen  und  es  ist  bekannt,  dass  die  Beröhrung  (Reibung) 
in  der  Streckungszone,  analog  wie  in  Ranken,  eine  schw^ache  Meiz- 
krtlmraung  erzielt,  welche  u,  a.  beschleunigend  auf  eine  gleichsinnige 
geotropische  Krümmung  einwirkt^). 

P  Ausserdem  trat  üakwik^)  für  eine  Contactsensibilitlit  der  Wuizel- 
spitze  ein,  welche  in  der  Wurzel  eine  von  dem  berührenden  Körper 
hin  weggewandte,  active  Krümmungsbewegung  veranlasse.  Doch  kann 
ich  mit  Detlefsen^)  diese  Annahme  Darwin's  nicht  als  erwiesen 
ansehen  und  in  Uebereinslimmung  mit  Detlefsen  sprechen  meine 
Erfahrungen  dafür,  dass  solche  Reizbarkeit  nicht  oder  doch  nicht 
leutungsvoller  Weise  besteht. 


1)  Sachs,   Arbeiten  d.  boL   Instituts  io  Würzburg  <873,  Bd.  I,   p.  437. 

2)  Bewegiing?»vcrmögea  d.   l'Üanzen   t8S1,   p.  H9,  163. 

3)  Arbeileu  d.   boL  liistiluls  in  WiifÄburg  1882,   Bd.  ä,   p.  634. 
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Dagegen    luuss    ich    mit    Darwin    al^    eine    Heizbewegung,     als 
Traumatropisinus,  diejenigea  KiUnrtiiungeri  anselieiij  welche  oberfläch- 
liche einseitige  Beschätliguog  durcb  etwas  Höllenstein,  durch  hei^sea 
Draht  u.  s.  w,   in  der  Weise  veranlassen,  dass  die  in  der  Slreckungs- 
zone  ausgeführte  Krümmung  von  der  afficirten  Flanke  hinweggevvandt 
ist.    Dieser  Erfolg  ist  sicher  nicht,   wie  es   Detlefsen   {I.  c.)  will»  ein 
mechanisch,    durch    die    localisirte   Hemmung  des   Wachstliums    der 
Wurzelhaube  erzielter  Effect.     Auch  ist  die  räumliche  Trennung  von 
Perceptions-  und  Actionszone  im  Getriebe  der  Pflanze  allgemein,  wenn] 
auch  nicht  immer  in  unmittelbar  hervoitretender  Weise  im  Spiele').] 
Und  die  Wachslhumshemmungen,  welche  bei  Verwundung  der  Wurzel 
sich  bis  in  den  Stengel  erstrecken,   ferner  die   auf  Vernarbung    hin- 
arbeitenden ThUtigkeiten,  welche  StolTzuwanderung  von  benachbarten 
und  ferner  gelegenen  Zellen  veranlassen,   sind   auch   schon  Beispiele     i 
des  Ausstrahlens  eines  traumatischen  Reizes.  ( 

Führen  also  Eingrifle  zu  einer  leichten  einseitigen  Verletzung 
an  der  Wurzelspitze,  so  wird  eine  abgevvandte  traumatische  Bewegung 
die  Folge  sein  und  solches  wird  sich  zwar  nicht  als  Regel,  doch 
dann  und  wann  beim  Wachsen  durch  den  Boden  ereignen.  Vielleich^B 
ist  ein  Theil  der  Krümmungen,  welche  Dakwln  auf  Contactsensibilitüt^ 
dei"  Spitze  schob,  dem  Traumatropismus  zuzuzählen,  doch  ist  ein 
anderer  Thcil  der  von  Dahwin  eizielten  Erfolge,  wie  hier  nicht  dis- 
cutirt  werden  kann,  offenbar  durch  andere  Ursachen  veranlasst 
worden. 

Nicht  zu  vergessen  ist  aber,  dass  jedwelcher  Organismus  iinme^ 
nur  nach  Maassgabe  der  jeweils  gegebenen  Eigenschaften  und  Dis- 
positionen reagirt,  die  von  ausseien  Bedingungen  und  Verhältnissen, 
also  auch  von  der  Inanspruchnahme  durch  andere  Reizvorgüngeg 
abhängig  sind.  Dieseilialb  ist  es  also  wohl  möglich,  dass  ben 
Inanspruchnahme  durch  Aussenarbeit  die  Wurzel  ein  quantitativ 
oder  auch  qualitativ   verändertes  Reactionsveroiugen   gegen   Reizein- 


si 

I 


I)  Auf  die  Wichligkeit  dieser  Verliallnisse  wurde  sdmn  in  meiner  Pliysio-^ 
logie  ßd,  II,  z.  B,  p.  25 f,  327  hingewiesen.  Sobald  man  übrigens  die  reguta- 
torische  GesfinimtUuHigkeit  beachtet  isl  klar,  dass  überall  Ueizlransmissionen  im 
Spiele  sind.  Von  Erscheinungen  die  ohoo  Ueberlegung  überzeugen,  sei  aus  neuerer 
Zeil  noch  auf  die  Unlerauchuugeo  Rotüekt's  über  belioiropische  Sensibilität  hin- 
gewiesen  (ßerichle  d.  bot.   üesellschalt  1892,   p.  374). 


lua] 


Drück-  und  Ahbeitslkistung  dühch  WACiißENUE  Pflanze«. 


375 


IX.  Stengel  yoii  Eeliiipfliiezcn. 


griffe  bietet.  ThatsUchüch  sprechen  EifHliiungen  hierfür,  die  ich 
indess  übergehe,  da  ich  specicllc  StudieD  über  dieses  Thema  uichl 
anstellte. 

^r  Bei  der  Mitlheilung  der  Versuche  mil  KeiiiLstrng«*lii  kann  ich 
micb  kurz  fassen,  da  analoge  Resultate  wie  mit  Wurzeln  erhalteu 
wurden.  Nach  den  Erfahrungen  mit  dem  Epicotyl  von  Faba  vulgaris 
und  Phaseotus  multiflorus,  sowie  mit  dem  Hypocotyt  von  Heliantliug 
annuus  wird  die  mechanische  Reaction  gegen  eine  Widerlage  eben- 
falls erreicht  durch  eine  mehr  oder  weniger  weitgehende  EnlNpannting 
der  Haut.  Diese  wird  bei  Faba  von  einer  ansehnlichen  Turgor- 
Schwellung  begleitet,  während  eine  solche,  wenn  überhaupt,  bei 
Helianthus  in  nur  sehr  geringem  Grade  eintrill,  so  daiss  affeabar  aho- 
liche specifische  Differenzen  wie  bei  Wurzeln  iietlehen. 

Die  Wurzeln  sind  übrigeiis,  schon  vermOg^e  ihrer  Lebeiisweiief 
gllnsliger  Tür  unsere  Studien  aU  Stengelorgane,  die  asudem  mit  dem 
EiobeUeD  in  Gips  dem  Licht  ganz  oder  weilgehead  eolzogeo  wer- 
dett.  Dieserfaalb  sind  zum  Vef^eiche  itebs  elialirie  Pflaozen  gcrwSbll 
und  die  Versocfae  auf  mAsä^tg  lange  Zeil  amigedefani  worden.  Die 
KrUmmong  der  Sieagdgpitzeo,  die  Gliederung  bi  Noifieii  uml  Inier« 
nodien  und  andere  Ycfhlllm'iBe  »od  ferg^er  z.  B.  bei  teiglejcfaendeii 
KVersocbeo  Ober  die  Torgonerhdltoiüe  hisdiilicfa  09d  die  giermge 
^DnoeosifiiKiBdennig  doreb  die  ro  Beirsebt  iimymfJro  Ddmkrttte 
ersdiwert  eam  geoaiie  FeittleUiiog  der  UaulMlipMMiig,  mBkim  im 
Folge  der  Bcmmamn  des  Wa 
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Die 


meflnig  der 


aber  hamgiänA  {Tth.Wi^  rap.  QmfÖntk  (tA.Ylttj  rnUkmH  laek 

ganz  der  Ar  Wnrzda  yyhf  7MMMiiiBitillMift  m  Tab.  I  md  II 

p.S6i  0.266).    Die  dort  feeebow  ErlittnM« gÜ  ako  Mck  ftr 

Tab.  Tn  «Dd  vilL    toMvtt  ae>  mt,  da«  «e  La^e  der 

ZoM  Tat  YU  Veffiealreae  I  md  Taf,  TU  mIct  t/j  hä 

%m  der  Bm«  der  Caivtoda»w.  bei  Fal«  od  flmuäm  wom 
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Sclieitelpunkl  der  Kiüfniimog  in  der  Spiossspilze  ab  gemessen  wurde. 
Die  wirksamcD  Zonen  liegen  in  allen  Versuchen  in  einer  Region^    in 
welcher  sich   w^Hlirend   des  Eingipsens    die  WaclisUnimsfähigkeit     ^t* 
hiell.     Ueber  das  Eingipsen  u*  s.  w,  vgl   p.  249  IT. 

Tabelle  VII* 
Längsdruck  von  Keimstengeln. 


Versuclis- 
tlauer 

Wirksame  Zone 

Nr. 

Eiilfermin^ 
vtm  Spitze 

Durch' 
messer 

Fluche 

^bcsamjiii- 
J    druck 

Druck 
pr.  1  qmra 

a 

b 

c 

ä 

0 

f 

9 

Faha  vulgaris. 

j 

35 

167  Sttl. 

9  mm 

5  mm 

i9,6qmm|   H90  g 

1 

60,7  g 

5.88  Ar     iniJ 

J 

i: 

Hehanthus  annuns^ 

36 

92  Ski, 

3  mm 

S,6  nun    S,!£  qmmj    400  ^ 

76,9  g 

7,15  A^Hinu 
1 

Tabelle  Vili.                                             1 

Querdruck  des  Keimstengels. 

Versuchs- 
daucr 

1           Wirksame  Zone 

- 

1 

Gesammt' 
druck 

1 

Nr. 

Lage 

Müilrati- 
SühniU 

Dl  uck                 Druck               J 
[>i\  1  qmm       in  Atmospiil^^Ä''p 

« 

c 

d 

e 

/ 

0             

Faba  v 

idgaris. 

31 

iit  Std. 

5,5  —  <3mm 

37,5  qm 

m 

Si54g 

57,5  g 

8,56  Alm.  ^ 

Bei   der  geringen    Zahl    von   Veisuchen    und    bei    der   nur  c»^^"* 
meiernden   Bestimmung,    resp.  Berechnung   der  Druckintensitiit   niu^  ^"^ 
es  fraglich  bleiben,  ob  die  Ketmstengel  einen  gleichen,  oder  wie 
noch  den  Versuchen  der  Tab.  VII  scheinen  möchte,  einen  etwas 
ringeren   Längsdruck    entwickeln,    als    die   Wurzeln.     Nach    dern 
Tab.  VIII  aufgeführten  Versuche  ist  die  Intensität  für  Längs-  und  f* 
Querdruek  im  Epicotyl  von  Faba  dieselbe.    Der  grossere  Durchmesi 


es 

ia 

für 

dieses  Stengels  bringt  es  natürlich  mit  sich,  dass  der  absolute  Dru»  m--^^ 
wesentlich  höher  ausfällt  als  in  der  Keimwnrzel  dieser  Pflanze. 

Zu  weit  ansehnlicherer  Druckentwicklung  muss  es  im  Cambii*^-^''''' 
der  Bäume  kommen.    Denn  Krabbe*)   fand,  dass  dieses  Gewete  cine^^^'^' 

l)   VVücbsLUum  d.  Verilickuugsnuges   4  881,   p.  57  und  70* 


w 
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wean  auch  geringen  Zuwachs,  noch  erzielte,  als  ihm  ein  constanler 
Gegendruck  hei  Conifeien  von  10  Atmosphären,  bei  Laubhökeni  bis 
zu  15  AtmospliHren  enlgegenwirkte.  Bei  der  Zarlwandigkeil  der 
activen  Cambiumzellen  kann  abei*  die  Aussenleislung  nur  in  analoger 
Weise,  wie  in  der  dünnwandigen  Wurzel  entwickelt  werden*). 

tVoraussichthch  wird  sich  die  liussere  Arbeitsleistung  analog  wie 
ci  Wurzeln  gestalten  und  bei  relativ  niüssigern  Witlerstand  dürfte 
also,  trotz  der  Aussenleistung^  eine  nur  geringe  Wachsthunishemmung 
eintreten.  Damit  stehen  auch  Beobachtungen  von  Krabbe^)  an  B^lu- 
men  im  Einklang.  Dieser  fand  nlimlich,  dass  eine  2- — 31ache  Stei- 
gerung des  Ilindondrucks  (der  hei  Goniferen  0,5,  bei  Laubbiiumen  Ü58 
bis  1  Atmosphiire  beträgt)  noch  keine,  eine  3-  bis  3,5tache  Stei- 
gerung aber  eine  geringe  Vermindeiung  des  Dickenzuwachses  erzielte* 

m  B,  Turgorverhältnisse. 

Sclinn  früher  (p.  308)  wurde  besprochen ,  dass,  ähnlich  wie  in 
Wurzeln,  in  Keimstengeln  der  Turgor  von  den  ausgewachsenen  Par- 
tien aus  allmilhlich  bis  zuju  Lirmeristem  des  Vegetationspunktes  steigt, 
dass  also  in  der  schnellst  wacliscnden  Slreckungszone  nicht  der 
höchste  Turgor  besteht, 

P  Zu  diesen  allgemeinen  Schlüssen  berechtigen  mit  Sicherheit  die 
vorliegenden  Versuche,  in  welclien  aber  eine  ganz  exacte  Construc- 
tion  der  Turgorcurve  nicht  beabsichtigt  war.  Nach  diesen  Experi- 
menten kommt  im  Gipsveiband  im  Keimstengel  von  Faba  eine  an- 
sehnliche, in  tlem  von  Phaseolus  multiflorus  eine  schwiichere,  in  dem 
von  Ilelianthus  annuus  eine  nur  unsichere  Tuigorsteigerung  zu  Stande. 
Wü  diese  Schwellung  deutlich  ist,  also  im  Epicotyl  von  Faba,  stellt 
sieb  ein  ähnliches  Verliallniss  heraus  wie  in  der  Wurzel,  d.  h.  die 
Turgordifferenz  beginnt  schon  in  dem  normal  nicht  in  die  Liinge 
wachsenden  Tlieile,  eneiclit  in  einem  gewissen  Abstand  vom  Scheitel- 

fmtikt  ein  Maximum,  ist  aber  auch  im  Urmeristem  noch  merklich. 
Von  den  plasmolytisch  ausgefahrten  Versuchen  will  ich  hier  nur 

kurz  die  Uauptresuttate  in  der  Weise  angeben,  dass  der  Abstand  der 


W         0   Hinsidillicli   der  Turgorscliwellung   iliirften   wohl    specifisclie   Üiderenzen 
bestehen. 

I)  1.  c.    \K  45. 

_Abk»ii<lL  d.  K.  B.  aeseUnck  a.  WUiMselu  Ulm.  16 


378  W.  Pfeffeb,  [US 

bezüglichen  Zone  vom  Scheitelpunkt  in  mm  und  daneben  der  procen- 
tische  Salpeterwerth  fUr  die  mittleren  Zellen  des  Rindenparenchyms 
angeführt  wird  und  zwar  bezieht  sich  die  erste  Zahl  auf  die  frei 
erwachsene  etiolirte,  die  eingeklammerte  Zahl  auf  die  während  2 
bis   4  Tagen   eingegipste  Pflanze   (Temp.  1 8 — 20®  C). 

Epicotyl  von  Vicia  faba,  60 — 70  mm  lang.  0,5  mm  von  der  Spitze 
5  Proc.(5,5Proc.);  20  mm  4  Proc.  (5,5  Proc);  40  mm  3  Proc.  (iProc); 
70  mm  2,5  Proc.  (2,5  Proc). 

Epicotyl  von  Phaseolus  multiflorus,  75 — 90  mm  lang.  1 — 2  mm 
vom  Scheitelpunkt  4  Proc.  (4,5  Proc);  30  mm  3  Proc  (3,5  Proc); 
60  mm  2,5  Proc  (2,5  Proc). 

Helianthus  annuus.  Uypocotyl  50 — 60  mm  lang.  2  mm  hinter 
dem  Urmerislem  4  Proc  (4  Proc);  10  mm  3  Proc  (3,5  Proc.?); 
20  mm  2  Proc  (2  Proc). 

Eine  sehr  genaue  Feststellung  dürfte  aus  verschiedenen  Gründen 
kaum  erreichbar  sein.  Ich  erwähne  nur,  dass  die  benachbarten 
Zellen  des  mittleren  Rindenparenchyms  schon  unter  sich  gewisse 
Differenzen  bieten  und  dass  in  dem  gekrümmten  Spitzentheil  zwischen 
Convex-  und  Concavseite  ein  merklicher  Turgorunterschied  besteht. 
Die  Epidermis  pflegt  auch  an  diesen  Stengeln  vor  und  nach  dem 
Eingipsen  einen  etwas  geringeren  Turgorwerth  zu  besitzen. 

G.  Die  Entspannung  der  Zellhant. 

Zur  Prüfung  der  Entspannung  wurden  die  etiolirten  Keimstengel 
in  der  p.  239  beschriebenen  Weise  eingegipst,  nachdem  sie  zuvor  durch 
Begiessen  mit  Wasser  und  Aufenthalt  im  dampfgesättigten  Raum  in  den 
maximalen  Turgescenzzustand  versetzt  worden  waren.  Die  Gipsform 
selbst  diente  dann  als  Maass  für  die  Dimensionsänderungen,  indem  der 
Gips,  nach  Entfernung  der  gekrümmten  Stengelspitze,  zuletzt  mit  einem 
Rasirmesser,  so  weit  abgetragen  wurde,  dass  Stengel-  und  Gipsquer- 
schnitt  genau  in  eine  Ebene  fielen.  Nachdem  Gleiches  am  Basaltheil 
der  Gipshulle  durchgeführt  war,  wurde  das  Stengelstück  in  der  früher 
(p.  241)  angegebenen  Weise  durch  Zerbrechen  der  Gipsplatte  befreit. 

Hatte  die  Pflanze  zwei  bis  drei  Tage  im  Gipsverband  verweilt, 
so  verlängerte  sich  das  Stengelstück  sogleich  beim  Isoliren  und  war 
einige  Minuten  spUter,  nach  dem  Eintauchen  in  Wasser,  um  0,2  bis 
0,7  mm  länger  als  die  Gipsform.     Beim  Tödten  durch  Eintauchen  in 


»*7] 
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lieisses  Wasser  oder  beim  Behaodeln  mil  10  Proc.  Salpeter  ging 
das  lurgorlose  Steiigelstück  auf  die  Länge  der  Gipsforrn  oder  0,1  mm 
unter  diese  L^nge  zuiUck.  Geschah  aber  das  Befreien  sogleich  nach 
dem  Erstarren  des  Gipsgusses,  so  waren  die  befieiten  SlengeislUnko 
höchstens  0,1  mm  länger  als  die  Gipsform  und  wurden  bei  der  Auf- 
hebung   des   Turgors,    durch  Ahttidlen    oder   Plasmolysiren,    1,5  bis 

18,5  mm  kürzer  als  diese. 

"  Ich  beschränke  micli  hier  auf  diese  kurze  Miüheilung  der  Resultate 
ziemlich  zahlreicher  Versuche  mit  dem  etiolirlen  Epicotvl  von  Yicia  faha 
und  Phaseolus  multiflorus,  sowie  mit  deui  Hypocotyl  von  Helianihus 
annuus  und  Cucurbita  pepo.  Aus  den  übereinslimniendeu  Resultaten 
folgt  aber,  dass,  analog  wie  bei  den  Wurzeln,  bei  Aufenlhalt  in  Gips 
die  Zellwünde  fortfahren  zu  wachsen,  bis  ganz  oder  nahezu  die  Länge 
der  Gipsform  erreicht  ist. 

So  exact  wie  bei  den  Wurzeln  lässt  sich  indess  der  Grad  der 
Entspannung  bei  diesen  viel  ungiinstigeren  Versuchsobjoclen  niclit 
ermittetn.     Schon   die   geringere  elastisclie  Amplitude  macht  die  Be- 

Enungen  um  so  mehr  ungenauer,  als  in  den  Experimenten  der 
e  Spilzentheil  entfernt  wurde.  Nach  dem  Aufenlhalt  in  Gips 
zudem  die  Dimensionsänderung  noch  geringer  aus,  weil  einmal 
liier  gemessene  absolute  Verktirzung  mit  der  Verringerung  der 
wachsthumsllihigen  Zone  abgenommen  und  ferner,  analog  wie  in  den 
Wurzeln,  die  Etastieität  zugenommen  hat.  Auf  Gewi'nnung  cxacterer 
Resultate  durch  anderweitige  Versuchsanslellung  durfte  ich  aber  ver- 
zichten, nachdem  durch  die  Experimente  mit  Wurzeln  die  Haupt  trage 
in  zweifellosester  Weise  entschieden  war. 

L  Durch  die  Existenz  von  Gewebespannung,  die  in  den  elioliilen 
Stengeln  zwar  schwächer^)  als  in  normalen  Stengeln,  Jedoch  immer 
noch  ansehnlich  ist,  wird  am  Wesen  der  Saclie  nichts  geändert,  wie 
früher  (p.  291)  auseinamlergeselzt  wurde.  Doch  ist  klar,  dass  gegen 
eine  Widerlage  eine  Druckleistung  schon  durch  ein  alieiniges  Wach- 
Pbn,  also  durch  alleinige  Activität  in  den  negativ  gespannten  Ge- 
weben erzielt  werden  kann.  Denn  diese  betinden  sich  gegen  die 
positiven  Gewebe  in  einer  ähnlichen  Lage  wie  der  Kautschuck- 
schlauch,    welcher    durch     die     Energie     der    undülllten    und    sich 


i)    Vgl.    PpEPPER.    Physin!of;ie   Ikl,  f[,   p.  33, 
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^inschDiiegoiidefi  Wuizel  gedehnt  wiid  (vgl  p.  260).  Ist  aber  hier- 
durch die  AusseoleisluDg  der  umhulllen  Wurzel  um  einen  «Iquivalenten 
Energiewerth  vermindert,  so  wird  sie  natürlich  durch  Nachhissen  der 
negativen  Spannung  des  Kautschucks  um  einen  enlspreehenden  Beirag 
vermehrt  werden,  ohne  dass  die  Aussenenergie  der  Wurzel  selbst 
deshalb  einen  Zuwachs  eilahren  muss. 

Die  höchste  Aussenleistung  wird  selbstverstilndiich  erreiclitj  wenn 
die  negative  Spannung  ganz  ehminirt  wird  und  einer  [>ositiven 
Spannung  in  denselben  Geweben  Platz  macht  Ein  solches  Verliallen 
konnnt  in  der  That  in  den  Grasknolen  vor  (Kap.  XI);  in  den  Keim- 
Stengeln  aber  scheint,  soweit  ich  untersuchte,  im  Gipsverband  der 
Sinn  der  Spannung  utnerändei t  zu  bleiben,  wenn  auch  Verschiebun- 
gen der  Spannungsinlensitäl  zwischen  der  negativen  Epidermis  nebst 
den  angrenzenden  Zelllagen  einerseits  und  den  übrigen  umsclilossenen 
Geweben  andrerseits  sich  einslellen. 

Dieser  Schluss  ergiebt  sich  aus  Folgendem,  Wird  nach  dem 
Aulenlhalt  in  Gips  an  dem  befreiten  Stengel  die  Epidermis  in  LUngs- 
slreilen  abgetrennt,  so  sind  diese  kürzer  als  der  centrale  Cylinder,  jedoch 
lünger  als  die  Gipsform.  Dieser  relative  Unterschied  aber  ethuU  sich, 
nachdem  bei  Plasmolyse  die  Epidermis  etwas  kürzer  als  die  Gipsform, 
der  Innencylinder  aber  etwas  Uinger  als  diese  geworden  ist.  Erst 
dieses  Verhalten  nach  Auflieben  der  Turgordehnung  ist  entscheidend, 
da,  wie  Jedermann  weiss,  bei  Vereinigung  zweier  ungleich  elastischer 
Massen  (so  auch  von  Eisen  ynd  Kautschuck)  die  Spannung  bei  Deh- 
nung ihren  Sinn  sogar  umkehren  kann.  So  könnte  auch  in  dem 
Gipsverband  die  negative  Spannung  der  Epidermis  fehlen,  sich  al>er 
mit  dem  Verlängern  der  Stengel  nach  dem  Isoliren  einstellen. 

Ob  Gleiclies  für  die  LUngsspannung  von  Stengelorganen  allge- 
meinere Giltigkeit  hat,  muss  dahin  gestellt  bleiben,  lieber  Quer- 
spannung habe  ich  keine  Versuche  angestellt.  Nach  den  Erfahrungen 
von  Krahbe  (1.  c.)  dürfte  die  Rinde  bei  mechanischer  Ihfjuumng  des 
Dickenwachsthums  negativ  gespannt  bleiben,  wenn  auch  nicht  gerade 
erwiesen  ist,  dass  diese  negative  Spannung  wUlirend  der  Wirkung 
der  mechanischen  Widerlage  bestand. 

Die  negative  Spannung  eines  Gewebes  fordert  noth  wendig  eine  ücpii- 
valente  mechanische  Aussenleistung  des  positiv  gespannten  Gewebes^  cinn 
Leistimg,  deien  Zustandekonmien  als  eine  Reaction  gegen  eine  JUissere 
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Widerlage    nach    ilenselhen   Gesichlspunktcii    zu   bourUicilen  ist,    wie 

i»twa  die  Enlslehung  der  negativen  Spanmnig  des  Kautschueksclilauchcs 

durch   die  Aiissenleistung  der  uinschtossenen  WurzcL     Auch  ist  be- 

kaiinl,  dass  in  der  Gevvebespannong  positive  und  negative  IntensiUHS' 

|Werlhc  von  S — 7  Atmosphären  erreicht  werden*), 

B        Der  Antagonismus    von    Geweben    veranhisst   also»   analog    wie 

■usserc  Widcrsllintie,  in  den  positiv  gespannten  Geweben  eine  regu- 

■iLorische    Entwicklung    von    Aussenenergie ,    welche    als    Dehukralt 

■Qf    die    negativ    gespannten   Geweben    wirkt.      Doch    ist    nielit   zu 

vergessen,  dass  ein  in  entsprechender  Weise  regulatorisch  geleitetes 

Wachsen   Voraussetzung   ist,    dass   also   die   Gewebespannungen    nur 

secundäre    Erfolge^     nicht    die    primären    Ursachen    des    Wachsens 

sind.     Das  Wachslhum   wird   in   den   zu   einem   organischen  Ganzen 

vereinigten   Geweben   in  erster   Linie  durch   die   in    aller   TluUigkeit 

sich   aussprechende  gegenseitige  rogulatorischc  Beeinflussung,  in  der 

Art  gelenkt,    dass  die  erzielten  Differenzen  und  Antagonismen  selbst 

wieder,    wie   nothwcndig,   den  Anstoss   ftlr  eine  selbstregulatorische 

ThiUigkeit  abgeben. 

tin  dem  Antagonismus  positiv  und  negativ  gespannter  Gewebe 
allen  also  noch  andere  Momente  ins  Gewicht,  als  bei  ilem  Antago- 
nismus zwischen  Kaulschuckschlauch  und  Wurzel.  Man  darf  deshalb 
auch  nicht  fordern,  dass  da  wo  die  Befähigung  zu  einer  Turgor- 
Schwellung  gegeben  ist,  die  positiv  gespannten  Zellen  einen  höheren 
Turgor  als  die  negativ  gespannten  besitzen  mtlssen.  Thatsachlich  trifft 
solches  nicht  allgemein  im  Keimstengel  von  Faba  zu,  wenn  auch 
möglicherweise  die  negative  Spannung  der  Epidermis  für  die  etwas 
geiingere  Turgorkraft  in  der  Epidermis  mit  verantwortlich  sein  mag. 


D,  Anderweitige  Beobachtungen. 

Schon  Irülier   (p.  355)   wui'de  hervorgehoben,   dass  sich  in  den 
amgipsten  Keimstengeln   auch  anderweitige   äihnliche  Reactionen  ein- 
' stellen  wie  in  den  Wurzeln.     So  wird  in  ungefähr  gleichem  Maasse 

Cie  in    den  Wuizeln    die    wachthumsftihige  Zone   verkürzt.     In  dem 
picoiyl    von    Vicia    faba    war    die    LUnge    des    wachsthumsfähigen 


i)  Vgl.   VfnvvEh,   Physiologie  Bd,  II,  p.  35. 
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Spitzentheilos  nach  3-  bis  öiagigeoi  EingipisCTi  von  30 — 40  mm  auf 
15 — 20  uiiJi  zurückgegangen.  Aelmlichc  VerliUltiiisse  ergaben  sieh 
lür  das  Epicolyl  von  Phascolus  muliinorus,  sowie  für  das  Ilyfiocoty^ 
von  HeliaDthus  annuus, 

hu  Prineip  geslallen  sich  in  Folge  der  Waclislluunslicnimnng  aucl 
die  anatoaiisehcn  Verhüllnisse  in  den  Kcimstengehi  ülmlich  wie  iu  den 
Wurzeln,  doch  war  in  den  von  tnir  unleisnchten  Keiinslengchi  das 
Vorrücken  dei"  GelUssbiindel  gegen  den  Vegetationspunkt  nicht  so  auf- 
fültig  als  in  den  Wurzeln.  Ich  darf  indess  aus  den  schon  (p,  3ö5)^ 
angegebenen  Giiinden  ein  weiteres  Eingehen  auf  diesen  Gegenstand' 
liier  unterlassen. 

Der  Allgemeinheit  und  Nothwendigkeit  anderweitiger  und  corre- 
lativer  Reactionen  in  Folge  des  Gingi|»sens  wurde  bereits  gedacht 
(p.  357)  und  speciell  wurtle  schon  hervorgelioben,  dass  die  so  er- 
zielt** Wachsthurushemnumg  aui"  das  Austreiben  von  Ruheknospen 
Uhnlich  wirkt  wie  ein  Decapitiren  der  Sprosse.  Hier  schliesst  si 
u.  a.  die  interessante  Frage  an,  in  wie  weit  mit  gehemmtem  Wach 
thum  normal  absterbende  Elementai'organe  funclionslüchtig  verharren 
eine  Frage,  die  z.  B.  auch  für  die  Räume  in  Retracht  kommt,  in 
welchen  mit  der  Unterdi'ückung  des  Jahreszuw^achses  der  leLztgebildete 
Jahresring  nothwendig  länger  functionslücbtig  bleiben  muss ,  wenn 
der  Baum  nicht  frühzeitig  absterben  soll. 

Jedenfalls  sind  in  Bezug  auf  die  Reaction  gegen  die  Wachs  thum 
hemmungen    noch    mancherlei    interessante   Fragen   zu   beantworten 
So  viel  ist  aber  gewiss,  dass  allgeniein  eine  specihsch  verschieden 
DnickintensitUt  von  jeder  wachsenden  Pflanze  gegen  eine  unverrück*-" 
bare    Widerlage    entwickcU    wird*      Die    absolute    Druckhohe    hliügl 
selbstverständlich  von  der  Grösse  der  wirksamen  Fläche  ab  und  kann 
mit  dieser  ungeheure  Werthe  erreichen  (vgl.  p.281).  Bei  einer  Aussen* 
energie  von   10  Atmosphären  würde  z.  B.    das   Stück   eines   Baum 
von  50  cm    Durchmesser    und    200  cm   Länge   einen  Gesammtdnic 
von    ungefähr    100  000  kg    entwickeln.        Es    ist    also    auch    nicht 
wunderbar,  dass  in  Versuchen  tli.ARit's  die  wachsende  grosse  Frucht 
von  Cucurbita  maxioia   ein  Gewicht  von  4000  Pfund  zu  heben  ver- 
mochte.     Denn,    wie  schon  der  Referent  dieser   kritiklosen  Arbeit  *\ 
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l)   Flora   1875,   p.  557.   —  Mir  ist  nur  dieses  Heferai  bekaaiit« 
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licrvorbebt,  bedarf  es  dazu  bei  der  nmlhauisslichen  Grösse  des  wirk- 
samen SlQckes  wahrsclieinlicli  nur  einer  üruckintensilcU  von  I  Aliuo- 
Bphiire. 

Eij  ist  hier  nicht  Absieht  nliher,  oder  auch  nor  so  weit  als  es 
für  die  Wurzel  geschah,  darzulegen,  wie  die  polenliellc  Energie  im 
Vereine  mil  den  Eigenschaften  der  Organe  iru  Dienste  der  Pllanze 
zur  Erreichung  besUnnnler  Ziele  in  Verwendung  kommt.  Dabei  sind 
üluigens  sehr  hUußg  in  der  Pflanze  selbst  die  Bedingungen  für  Auf- 
wand von  Aussenenergie  in  bestimmten  Organen  oder  Geweben  ge* 
geben,  so  z.  B.  in  der  Gewebespannung  und  in  der  Hebung  der 
eigenen  Lasl,  wovon  noch  geh^genlh'ch  bei  Bes[»rechung  der  geotro- 
[liselien  Eneigic  der  Grasknoten  die  Rede  sein  wird.  Hierher  ziihlcn 
ferner  u»  a.  die  Sprengung  der  Samenschale  oder  das  Durchbrechen 
der  Knospen,  ein  Vorgang,  in  welchem  das  beschrUnkte  Mitwachsen 
der  Knospenschuppen  zugleich  ein  Beispiel  correlativen  Zusammen- 
wirkens ist. 

Zur  richtigen  Beurlheilung  des  Verhaltens  der  Rhizome,  der  aus 
dem  Boden  hervorbrechenden  Triebe  u.  s.  w.  muss,  ebenso  wie  bei 
der  Wurzel,  nolliwendig  nicht  nur  che  mechanische,  sondern  auch 
die  biologisclie  Seile  berücksichtigt  werden.  Die  für  das  Vor(h'ingen 
und  Hervorbrechen  ausreichende  Energie  wird  durch  das  Fortwaclisen 
in  einem  hartem  Boden  documentirt  und  nicht  selten  sieht  man  eine 
ganze  Erdscholle  durch  einen  Spross  abgerissen  und  gehoben. 

Für  solches  Durchbrechen  erscheint  mechanisch  die  Spitzenforra 
am  vorlheilhafleslen»  welche  z,  B.  die  im  Boden  forlwachsenden 
Knospen,  sowie  Crocus,  Hyacinthen,  Gramineen  u.  s.  w,  beim  Hervor- 
treten aus  dem  Boden  bieten.  Die  Härte  der  schon  ziemlich  otler 
ganz  ausgewachsenen  Blallspitzen,  sowie  die  verhältnissrnJissig  massive 
und  nicht  so  leicht  ausbiegende  Construclion  sind  hierbei  von  Vor- 
theit  für  das  Durclibrechen. 

Wenn  sich  aber  bei  den  meisten  Keimpflanzen  ein  bogenförmig 
gekrümmies  Stengelslück  (Hypocolyl  oder  Epicotyl)  durch  den  Boden 
drängt*),  so  müssen  hier  biohjgische  Motive  berücksichtigl  werden, 
die  z.  B.  in  Schutzerzielung  oder  in  der  Aufgabe  das  Endosperm 
auszusaugen,    gegeben    sind.      Denn   im  Allgemeinen    wird    sieb   bei 


1}  Näheres  in  den  Schriflea  von  Daawln,   tUBiSRLA.Ni>T,   KtßBS  u.  a«^ 
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'^  solcher  Boyeiiforiii  ein  ungünsligcies  Vcrlidllniss  zwischen  dem  Wider- 
ütaiu!  und  der  treibenden  Energie  (resp.  den  \virki>anien  Qiier-^ 
schniUen)  ergeben,  selbst  wenn,  wie  gew ahnlich,  während  der 
Arbeit  des  Durchbrechens  der  Spilzentheil  noch  \m  Samen  gestützt 
ist.  Damit  kommen  eben  zwei  wachsende  Säulen  für  das  Hinaus  trei- 
ben des  Bogenstückes  in  Betracht  oder  richtiger  in  dem  sich  ver^fl 
grössernden  Ringe  ist  die  von  jedem  Punkt  nach  aussen  wirkende 
Kraft  bestimmt,  wenn  die  dei-  Achse  parallel  wirkende  Kraft  und 
der  Krümmungsradius  bekannt  sind.  Doch  wuchst  eben  auch  mit 
der  Fläche  des  Bogens,  selbst  wenn  diese  dachig  zugeschiirft  ist, 
die  Widerstand  bietende  Flüche  in  solchem  Grade,  dass  die  Summe 
der  aufzuwendenden  Arbeit  zumeist  wohl  mehr  als  das  zweifache 
derjenigen  Energiemenge  ist,  welche  auf  das  Durchpressen  einer  ein^ 
zelnen  Spitze  aufzuwenden  sein  würde.  Eine  weitere  Arbeit  ist  fü 
das  Herausziehen  der  Samenla[ipen  aufzuwenden,  wobei  unter  Um 
stünden  von  Bedeutung  die  Festigkeit  des  basalen  Stückes  Aki^  Keim- 
steugels sein  kann,  welches  z.  B.  bei  Ricinus  aUvSehnlich  verdickt  ist. 

Schon  bei  Besprechung  der  Aibeitsweise  der  Wurzeln  wurde 
dargeLhan,  wie  Hebel  Wirkungen  von  Bedeutung  bei  Bahnung  des 
Wegs  werden  können.  Gelegenllich  mag  auch  wohl  das  l'rincip  dcd| 
Kniehebels  einmal  zur  Geltung  kommen,  um  unter  enlsprechender 
Verkürzung  der  Wegstrecke  eine  hohe  Kraflwirkung  an  einem  Punkte 
auszuüben.  \\\  ziemlicli  reiner  Form  würde  der  so  überaus  cnergiseh 
wirkuugsiUliige  Kniehebel,  der  bekanntlich  in  der  Wirkungsweise  dei 
Knies  realisirl  ist,  unler  folgender  Annahme  durch  einen  Grashalm 
zur  Wirkung  kommen. 

Es  sei  der  im  Knoten  etwas  gekrünimte  Grashalm  mit  dem 
einen  Schenkel  so  auf  eine  Platte  befestigt,  dass  der  Halm  wie  einfl 
aufgerichtetes  Dreieck  auf  der  Platte  steht.  Strebt  dann,  z.  B.  durch 
geotropische  Wirkung,  der  Halm  nach  Geradestreckung,  so  wird  der 
andere  starre  Arm  gleitend  fortgeschoben  und  wirkt,  analog  wie 
ein  Kniehebel,  mit  grosser  Energie  gegen  eine  sich  entgegenstetlentle 
Widerlage.  Es  geschieht  im  Princip  dasselbe,  wenn  das  gebeugte 
Knie  des  Menschen  die  Körperiast  hebt,  während  der  Eidhoden  dem 
anderen  Schenkel  die  Widerlage  gewlihrt.  ^ 

Bis  zu  einem  gewissen  Grade  können  auch  wohl  Wurzel  und  Stengel 
nach  obigem  Princip  wirksam  werden,  wenn  die  nöthigen  Bedingungen 
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kalisirl  sind.  Dabei  ist  auch  ziiUissig,  dass  zwei  vereinigte  Schenkel 
gogeo  einen  Pimkl  wirken,  so  dass  auf  diese  Weise  evenlucll  der  ge- 
krümmte Stengel thoil  eines  Keimlings  beim  Durchbrucb  durch  die 
Krde  an  Energie  gewinnen  kann,  wenn  beide  Schenkel  nach  An- 
uliherung  streben.  Man  hüte  sieh  übrigens  die  Hebel wiikuny  in 
iliesem  Falle  zu  überschlitzen  und  vergesse  nicht,  dass  Starrheit  der 
Schenkel,  res[i.  die  Verhinderung  der  Ausbiegung  derselben  eine 
unerUissliche  Voraussetznng  für  sehr  intensive  Druckleistungen  ist. 

fe;  auch  mit  Hilfe  vcrtinderter  Mellioilen  die  Uestinimung  der 
tung  kleinerer  Objecte  möghch  sein,  so  habe  ich  mich  iloeh 
ilcr/eiL  dai'auf  beschränkt,  in  einigen  Algen  den  Einfluss  tles  Eingipseus 
auf  die  Turgorcnergie  und  auf  das  Wachsthum  der  Zellhaut  zu  con- 
troliron.  Zu  diesen  Untersuchungen  dienten  S[jirogyra  crassa  Kg., 
Sp.  bellis  Petit  und  setitbrmis  (Roth)  %  sowie  Chara  fragilis  und  eine 
unbestimmte  Nitella. 
fc  Des  Eingipscns  und  der  Erhaltung  des  Lebens  dieser  Pflanzen 
nei  passender  Odluniiethode  ist  schon  früher  gedacht  (p,  240),  Ich 
fand  in  der  l'hat  t^hara  und  Nitella  noch  vollstrindig  lebendig  und 
wachsthumsfiUiig,  nachdem  die  Spitzeutheile  von  Anlang  Mai  bis 
Anfang  August  im  Gipsverband  verweilt  hatten.  Auch  von  S|>irogyi'a 
crassa  und  bellis  waren  einzehie  der  isolirt  im  Gips  liegenden  Füllen 
nach  zwei  Monaten  noch  vollständig  lebend  und  im  Stande,  nach  dem 
Befreien  ihr  Wachsen  wieder  aufzunehmen  (p.  356)*  Ja  Spirogyra 
crassa  hatte  sich  in  dieser  Zwangslage  besser  erhalten  als  in  Wasser, 
in  welchem  sie  inzwischen  copuh^rt  hatte  und  dann  zu  Grunde  ge- 
gangen war. 

In  allen  diesen  Pflanzen  bewirkt  das  Eingipsen  keine  merkliche 
Turgorsteigerong.  Dieses  ist  besonders  scharf  für  Spirogyra  zu  con- 
statiren,  da  bei  dieser  die  plasmoljtischen  Werthe  für  Zellen  dessel- 
jn  Fadens  öfters  nur  um  0,1  Proc.  Salpeter  untereinander  ver- 
chieden  sind  und  ganz  dieselben  Werthe  auch  nach  dem  Eingi[>sen 

()   Diese  fiestirnmuDgeri  verdanke  icli  Herrn  P,  Hicijter  in  Leipzig. 
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forlbeslelion.  Zu  solchem  Vergleiche  :gcrschnill  ich  einen  Faden  in 
drei  Stücke,  von  welchen  Nr.  1  frei,  neben  dem  eingogipsleo  Stück 
Nr.  2,  ia  deaiselhen  Wasser  gehalten  und  schlios^iich  (also  nach  ge- 
wissem Wachslhnm)  gleiclizeitig  mitNr,2  auf  denTurgorwerth  untersucht 
wurde,  der  für  Nr.  3  zu  Beginn  des  Versuches  feslgestelU  worilcQ 
war.  Mochte  nun  der  Aufenthalt  im  Gips  2,  4,  8  oder  20  Tage 
gedauert  haben,  stets  ergab  sich  derselbe  plasmolytische  Wertb  für 
alle  drei  Stücke,  der  durchschnittlich  bei  Spirogyra  crassa  1,7  Proc., 
t>ei  Sp,  beltis  2,2  Proc.  Kahsaipetor,  bei  Sp.  setiformis  12  Proc.  Rohr- 
zucker betrug. 

Die  Bestimmung  dieses  Grenzwerthes  gelang  bei  den  genanoti^Q 
Arien    ganz  gut,   wenn  sie  auch  durch  die  Phismolysc  bald,  jedoch 
weniger  als  manche  andere  Arten  von  Spirogyra,  geschädigt  wurden. 
Emplindlieher  und  weniger  geeignet  für  solche  Versuche  sind  Chara 
und  Nilella,   bei   welchen  ich   es  vortheilhaft  fand  Rohrzucker  anzu- 
wenden.    Als  Markstein  ist  dann  ziemlich  gut  die  an  verschiedenen 
Stellen  einer  Zelle  beginnende  Abhebung  und  Einbuchtung  des  Prolo- 
])lasmakörpers    zu    benutzen.      In    dieser  Weise    wurden    bei    Chara 
fragilis    Blätter    und    Berindungszellen,    bei  Nitella  spec,  BUiiter  und 
Internodialzellen   beobachtet.     Dabei   ergab   sich,   dass   zu    begianen- 
der  Plasmolyse   1 1   bis  \  3  Proc.  Rohrzucker  nölhig  waren  und  dass 
diese    Schwankungen    in    gleicher   Weise    in    gleichwerthigen    uml 
gleichalterigen    Theilen    einer   Pflanze    vorkamen.      Ebensolche  Vet- 
hältnisse  wurden  dann  nach  3-,  8-  und  20  teigigem  Eingi[>sen  sowoW 
in  (Uiara,    wie   in  Nitella  gefunden.  —  Nach  einer  mehr  beiläufig^^  j 
Beobachtung  schien  auch  in  einer  Cladophora  sp.  das  Eingipsen  k^^^*^ 
Turgorsteigerung  erzielt  zu  haben. 

Bei  fehlender  Turgorsteigerung  muss  fUr  Erzielung  der  thalsL**^"' 
liehen  Aussenleistung  Hautentspannung   nothwendig   mitwirken.  ^'^^ 

den  Nachweis  dieses  entspannenden  Hautzuwachses  sind  unsere  '^'^ 
jede  allerdings  schon  deshalb  nicht  günstig,  weil  sich  bei  Aufheb  ^*^ß 
des  Turgors  Spirogyra  crassa  circa  um  2  Proc,  Chara  und  Nit  -^^"^ 
etwa  um  3 — i  Proc.  verkürzen,  doch  gelang  es  immerhin  di^^^^^ 
tlautwachslhum  im  Gipsverband  in  zureichender  Weise  nachzuwei^^^^ 

An    Spirogyra    crassa    wurden    in    einem    Faden    5 — 8   ZeE '^^ 
mikrometrisch    vor    und    nach    6tJigigem    Eingipsen    gemessen,       '^ 
Theilstrichen  (ä  0,013  mm)   ergab  sich  dabei  für  zwei  Falle  a  unc/ ^ 
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Vor  Eingipsca 

Nüch  EntgipsGU: 

Nach 

Plasmolyse  niil  3  Proc.  Salpeter 

a 

95,5 

97,0 

95,0 

b 

104,0 

1  05,5 

103,5 
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^p  Das  entgi|>ste  lurgescerite  Fadenstück  ist  also  lUnger  geworden 
UQtl  wenn  dasselbe  bei  Plasmolyse  iingefiihi  aid"  die  vor  dem  Ein- 
gipsen gemessene  Lilnge  zurückgeht,  so  ist  niclil  zn  vergessen,  dass 
der  Faden  vor  dem  Aiilentlialt  im  Gipsverbanil  durch  Anlhebung  des 
Turgors  ebenfalls  um  etwa  2  Proc.  verkürzt  worden  WtU'e. 

Chai'a  wurde  behufs  der  Messung  auf  einen  Glasmaassstab  ge- 
legt und  unter  Benutzung  von  l>eslimmlen  Slipularzellen  als  Marko 
konnte,  unter  Zuhilfenahme  mikroskopischer  Ablesung,  der  Messungs- 
feh ter  unter  0,1  mm  herabgedruckt  werden.  Von  den  vier  überein- 
summenden    Versuchen    theile    ich    hier    für   einen    die   Maasse   mit, 

Äwelche  an  dem  der  Knospe  nilchslen  [a]  und  an  dem  darauf  folgen- 
den Internodium  {b)  bestimmt  wurden.  Sie  zeigen,  ilass  während 
des  Sltigigen  Aufenlhalts  im  Gips  die  Wandung  einen  merklichen 
Zuwachs   erfahren   luitte,     Freie  hUernodicn  ähnlicher  Grösse  hatten 

I     in  dieser  Zeit  ihre  Länge  fast  verdo[>pelt. 

^P  Vor  Eingipsen:        NbcIi  Entgipsen:        Nocli  Eintauchen  in  beissos  Wasser. 

a        4,8  mm  5,0  mm  4,8  mm 

b      12,3    -  12,6   -  12,2   - 


I 


Bei  voller  Entsfiannung,  die  nach  den  obigen  Versuchen  erreicht 
«u  werden  scheint,  würden  unsere  l*flanzen  allm^dilicli  die  volle  Tur- 
gorenergie  gegen  den  Uusseren  Widersland  wenden,  also  für  ein 
plasmolylisciies  Aequivalent  von  2  Proc.  Salpeter  einen  Druck  von 
ungeftihr  7,2  Atmosi>liaren  entwickeln.  Das  dUrtte  also  ausreichend 
sein,  um  zur  Besiegung  der  Hindernisse  zu  führen,  welche  diesen 
Pllanzen  in  der  Natur  der  Regel  nach  in  niclit  zu  hohem  Grade 
entgegentreten,  Spirogyra  ist  übrigens  günstiger  gestellt,  als  (liara, 
deren  grosse  Knospe  relativ  ansehnliclien  Widerstand  bedingt.  In 
wie  weit  bei  Spirogyra  der  geringe  Durchmesser  und  die  damit  ver- 
knüpfte verhtdtnissmlissig  ansehnliche  Reibung  bei  Durchwanderung 
eines  widerstehenden  Mediums  ins  Gewicht  fällt,  bleibt  hier  unerOrlert 
(vgl  p.  278), 

Nach  einigen  Versuchen  scheinen  allerdings  Spiiogyra  crassa 
und  bellis  nicht  im  Stande  den  Witlerstand  eines  Thones  zu  besiegen, 
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der  Gtasplalte  (c)  (Fig.  3  p.  251)  ein  lliikchen  angebracht  war,  theil- 
weise  ein  Heljeldynamometer*),  das  löfaeh  vergrösserte.  Durdi 
Bcobachlung  der  Zeige?'Spitze  dos  letzteren  mil  dem  Messniikrosko{i 
lieferle  dieses  die  gleiche,  ausreichende  Genauigkeit  wie  die  Druck- 
feder,  WtUnend  die  Hahne,  bis  zur  Erreicliung  des  nöthigen  Gegen- 
druckes, nur  eine  geringe,  zu  vernachlässigende  Krüniniung  aus;- 
führten. 

In  den  nns  hier  beschäftigenden  Grashalmen  wird  bekannUich 
die  geotropische  AuCwürtskrümmung  allein  in  den  Knoten  ausgeführt 
Diese  bewaliren,  nachdem  sie  in  norauder  Verlicalstellung  ausge- 
wiichsen  sind,  die  Fähigkeit,  dnrch  den  geolropischen  Reiz  das  zur 
Krümmung  führende  Wachsen  aufzunehmen,  eine  Fähigkeit,  die  ei'St 
im  höheren  Alter  erlischt  und  die  auch  nur  eine  begrenzte  Ver- 
längerung, also  nicht  eine  öflere  Wiedei  holung  der  geotropischen 
Krümmung  gestaltet^). 

Geotropisch  acliv  ist  aber  nur  der  der 
Blattscheide  angehörende  Theil  des  Knotens, 
sagen  wir  kurz  der  Ulattknoten  [b  in  Fig.  1  \), 
Der  umschlossene  Slengeltheil  (A)  verhalt 
sich  rein  passiv.  So  lange  er  noch  jugend- 
lich und  sehr  wachsihumtlultig  ist,  selxt 
derselbe  keinen  nennenswerthen  Widei^l 
stand  entgegen,  allmählich  aber  nimmt  letz- 
terer zu,  und  kann  mit  dem  Aller  so  weit 
gehen,  dass  er  die  Ausführung  der  ange- 
strebten Krümmung  des  Blatlknotens  nahe- 
zu verhindert.  Dem  entsprechend  erfolgt 
beim  Entfernen  des  Blatlknotens  eines 
nicht  zu  jugendlichen  geotropisch  gekrümm- 
ten Knotens  ein  erhebliches  Zurückschnellen  des  passiv  gebeugten  i 
Stengeltheils,  Im  Einklang  liiermit  reagiren  die  isolirten  StengeUheüc 
nicht  geotropisch  und  in  der  Jugend  sind  sie  so  weich  und  plastisch, 
dass  sie  unter  der  eigenen  Last  sich  herabsenken.  Dagegen  bewah* 
ren  die  Blatlknoten,  nach  Entfernung  des  Stengels,  ihre  volle  ActiviUil, 


Fig.  <<*  Medianer Löngs- 

sctiQiti  durcU  den  Blatt- 

knoten  vonTriltcum  »pollD. 

Vergr.  »fach» 


t)   AbgebÜiiiH  in   PPEFFKn,    Periodisrhe   Bewegungen    1875,   p.  9. 

%)  Shcm^  Arbeileii  d.  boL   InstUuts  in  Würzburg   iÄ7J,  Bd.  f,  p.  SOS. 
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gleicliviel  ob  sie  bei  dieser  Entfernung  iulacL  blieben  oder  in  zwei 
oder  mehrere  Hälften  gespalten  wurden^)» 
ft  Auf  den  besonderen  biegungsfesten  und  wachstlmiusfUliigen  Bau 
dieses  BlattkuQtens  müssen  wir  spüterlnn  nocb  in  etwas  eingelieo. 
Hier  sei  nur  erwUhnt,  dass  in  dem  BbUlknoten  und  in  der  anscldiessen- 
den  nur  biegungsfest  construirlen  Blallscheide-)  der  intercalar  wach- 
sende Halm  eine  volle  Widerlage  findet.  Derselbe  befindet  sich  also  in 
einer  analogen  Lage,  wie  der  in  einem  Gipsrohr  gleitende  Spitzen- 
Iheil  der  Wurzel,  dessen  Plasticitäl  er  Iheilt.  Wie  die  Wurzel  vor- 
mag aber  auch  der  Stengeltheil,  bei  solcher  ein  Ausbiegen  verhin- 
dernden Widerlage,  hohe  Aussenenergie  zu  entwickeln  und  demgeuiäss 
imler  Hebung  der  Last  des  Halmes  in  die  Länge  zu  wachsen. 

Obiges  gilt  zunächst  für  unsere  Verstichsobjecte,  für  Triticum 
spelta;  Tr,  sativum;  Hordeum  vulgare;  Seeale  eereale;  Glyceria  specta- 
bilis  und  für  die  meisten  Gräijer,  Indess  gibt  es  auch  Abweichungen. 
So  sind  im  Knoten  von  Zea  mais^}  Malm  und  Blattlheil  geotrupisch 
activ  und  bei  der  massigen  Dicke  des  Blatttheils  ist  ein  solches  Zu- 
sammenwirken ntithig,  lüu  die  hier  in  Betracht  kommenden  hohen 
Lasten  zu  überwinden.  Feiner  ist  bei  Mais  das  ganze  junge 
Internodium  milsamnU  der  Blaltscheide  nierkUch  geotropisch,  ein  Ver- 
halten, das  in  Andeutungen  bei  manchen  anderen  Grilsern  gefunden 
wird*  Die  Wachsthumsrichtung  z.  B.  der  Hhizome  von  IViUcuni 
repens  mag  noch  daran  erinnern,  dass  nicht  alle  Grasknoten  dieselben 
Eigenschaften  besitzen  müssen.  Und  für  den  Knoten  von  Trades- 
canlia  und  Polygonum  ist  umgekehrt  die  Bhitlscheide  der  passive, 
das  umscldossene  Stengelstück  der  active  Theil*)* 

^^  B.  DmckleiBtungen. 

WF      Sehen  wir  zunächst  ab  von  der  Ungleichwerthigkeit  der  Gewebe- 
comj)lexe  im  Blaltknoten,  so  ist  doch  die  in  diesem  activen  Gewebe- 

fl)  VgL  DR  Yrtes^   Laiidwirthschnftl.  Jalirbüeber  1880,    Bd.  IX,   p.  483* 
J)  ScEii;\'EM>Er«eH,     Das   median,    Princip   im   .inatorn»   Bau   der   Monocolylea 

3)  AnaloDiisches  über  Zea  inais  bei  de  Bary,  Vergleichende  Analomie  t877, 
|>.  341;  SrnASBunGBR,   Bau  und  Verrichlung  der  l.nUungsbidineu   l»91,   p.  340. 

4)  Ueber  Passi\Ual    des   Marks  u,  s.  w.,    vgl,   PPEPPEit,    Physiologie   Bif.  II, 
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ringe  eolwickelte  DruckintensitäL  aus  den  empirischen  Druckbeslim- 
mungen  noch  weniger  priicis  ableitbar,  als  bei  den  in  gerader  Richtung 
forlwachsenden  Organen,  fl 

Wie    ich    seiner  Zeil   in   den  Periodischen  Bewegungen    (1875, 
jK  99)  entwickelte,  ist  anch  dei'  Krunimungsmechanisnnts  in  den  Gras- 
knoten einem  Winkethebel  zu  vergleichen,    dessen  Drehpunkt,   resp. 
neutrale  Aclise,  in  unseren  Knoten  nahe  unter  der  concav  werdenden 
Flanke    zu   suchen   ist.      Man   denke    sich   etwa   an  Stelle  des  Blatt- 
knotens    einen    Kautschuckcylinder    gesetzt,     der    an    der     oberci^ 
Seite    mit    einem    Stahlstreifchen    verkittet    ist,     das    mit    den    ent- 
sprechenden Theilen  der  den  Blattknoten  begrenzenden  Gewebe  fesfl 
verbunden  ist.     Der  comprimirte  Kautschuckcylinder  ist  an  die  Slelle 
des  activ  wachsenden  Blattknotens  getreten  und  entwickelt,  wie  dieser^ 
eine   Summe    paralleler  Krüfte    gegen    die   plattenförmige   Widerlage" 
die   den    einen   kurzen   Schenkel   des   Hebels    bildet,    dessen    langer 
Schenkel  das  gegen  den  Messapparat   wirkende   Halmslück   vorstellt 

Lüsst  man  an  Stelle  des  Kau! Schucks  etwa  ein  cylindrischelfl 
Wurzelstuck  treten,  so  geht  die  Energie  im  Uebelsystem  von  diesem 
aus.  Dei^  Eifolg  einer  erzielten  Krümnmng  aber  mag  ins  Gedllchtniss 
rufen,  dass  die  mit  dem  Abstand  von  der  neutralen  Achse  noth- 
wendigenvetse  ungleiche  Grösse  des  Zuwachses  nichts  über  die  Wachs- 
thumsenergie  und  die  potentielle  Aussenenergic  in  den  bezüglichen 
BogenstUcken  aussagen  kann,  denn  Wachsthum  und  Leistungsfcthigkeit 
sind    in   diesem   raditir  gebauten  WurzelstUcke  symoietrisch  vertheilL 

Die  Höhe  der  Energie,  welclie  gegen  den  Halm  wirken  muss, 
um  die  durch  das  Gelenk  entwickelte  Krümmungskraft  zu  ^quilibriren, 
ist  natürlich  genau  genug  bestimmbar.  Aus  der  Länge  des  Hebel- 
armes ergibt  sich  ferner  das  statische  Moment  füi"  jeden  Knotenfpjer- 
schnitt.  Das  von  uns  für  die  Mitte  des  Knotens  berechnete  Moment 
IVilll  übrigens,  bei  Benutzung  eines  längeren  Hebelarmes ,  l'tir  andere^ 
Zonen  des  Knotens  nicht  sehr  verschieden  aus, 

Füi'    eine   exacte   Berechnung   der   Energieentwicklung    in    dera| 
activen    Knotengewebe    fehlt    die   correcte   Kennlniss   der   Lage   des 
Di'eh[>unkles  (der  neutralen  Achse)  und  die  Angriirsweise  der  parallelen 
Krlifte,  d.  li.  die  Lage  des  Schwerpunkts.  J 

Ein  ziemlich  sicherer  Scliluss  auf  die  Lage  der  neutralen  Achse* 
ist  aus  den  KiUuunungen  abzuleiten.     Nach  genauen  mikrometrischeii , 
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folgenden  Tabelle  einmal  die  statischen  Momente  für  diese  Lage  unler 
der  Annahme  berechnet,  dass  die  nrutrale  Achse  mit  der  Convexflanke 
zusammen  füllt.  Wahrscheiolicherweise  isl  der  Schwerpunkt  nahe  der 
Mitte  des  Knotens  zo  suchen  und  die  auf  die  Mitte  bezogenen  Werthe 
kommen  deshalb  wohl  der  Wahrheit  am  nächsten.  Wenigstens  isl 
der  gesammle  Blailknoten  activ  und  bis  dahin  fordert  keine  That- 
Sache,  dass  bei  Hemmung  der  Krümmung  die  untere  KnoteuhäUte 
in  besonders  bevorzugter  Weise  Energie  entwickelt, 

Thatsachlich  ergeben  die  beiden  Hälften  eines  längsgespaltenen 
Knotens  gleiche  Krümmung  und  gleiche  Energie,  doch  isl,  des  mög- 
lichen Eindusses  der  Separiiung  halber,  daraus  kein  vollgültiger  Beweis 
zu  entnehmen.  Aus  der  nach  der  Concavseite  abnehmenden  Zuwachs- 
grösse  kann  aber,  wie  schon  hervorgehoben  wurde,  kein  Argument  für 
eine  gleichsinnige  Abstufung  der  energetischen  Leistung  gegen  eine 
Widerlage  abgeleitet  werden.  Faclisch  müssen  übrigens  beim  Krüm- 
njen  alle  Partieen  des  Blattknolens  in  einer  ihrer  bage  enlsprechenden 
Weise  activ,  d.  h.  in  correlativer  Abhängigkeit  wachsen,  da,  wie  wir 
hören  werden,  die  entwickelte  Energie  nicht  ausreicht,  um  die  Gefäss- 
bündetstr^nge  passiv  zu  dehnen. 

Mit  der  mechanischen  Verhinderung  des  Krümmens,  also  bei 
unseren  Messungen  der  Maximalleistung»  fallen  die  passiven  Wider- 
stände des  umschlossenen  Halmstückes  hinweg.  Ebenso  kommen 
die  passiven  Compressionen  der  Zellen  der  Concavllanke  nicht  zur 
Ausbildung,  die  bei  ausgefulirter  Krümmung  sich  real  einstellen'). 

Nach  diesen  Gesichtspunkten  sind  in  der  Tabelle  VII  die  in  den 
Belegen  unter  gleicher  Nummer  aufgeführten  Versuche  zusammengestellt. 
Unter  a  steht  die  Versucbszeit,  unter  b  der  Durchmesser  des  Knotens, 
unter  c  die  Querschnittsfläche  der  Mitte  des  Blattknotens.  Columne  d 
bezeichnet  das  aus  der  Druckmessung,  in  Bezug  auf  den  Absland 
der  Mitte  des  Blattknotens  und  für  den  Hebelarm  von  i  mm  Länge, 
berechnete  statische  Moment.  Die  Division  dieses  durch  den  Radius 
des  Knolens  Heftni  das  statische  Moment,  welches  in  der  Mitte  des 
Knolens  wirksam  sein  muss,  wenn  in  diesen  der  Schwerpunkt  der 
parallelen  Kräfte  zu  liegen  kommt  (Columne  e),  während  bei  Annalime 
des   Scliwerpunkts    an    der   Conve\kanle   das    unter   f  verzeichnete. 


i\     Uebor   Compressionen     in    Gi^lcuken     v|>l,    PFEPrEii,     Physiologie    Bd.  II. 
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also  durch  Divisioo  von  ä  durch  den  Durchmesser  erhaltene  statische 
Moment  erJüdten  wird.  Der  Quotient  cUks  c  und  der  Querschnitts- 
fliiche  (c)  kennzeichnet  die  Klnergio,  welche,  bei  gleichrnössiger  Ver- 
theilung  dieser,  für  \  qmm  Querschnittsfliiche  in  dem  acliven  Blatt- 
knoten entwickelt  werden  muss,  wenn  der  Scliwerpunkt  in  dci'  Mitte 
liegt  und  der  Uebelarna  dem  Radius  entspricht,  lu  h  ist  dieser  auf 
Atmospliürendruck  ausgereelinele  Weith  aufgeführt. 

In  dem  Versuche  42  mit  Mais  isl  unter  c  die  Querschniüslliiche 
des  ganzen  Knotens,  also  einschliesslich  des  umschlossenen  Halmlheils, 
verzeichnet  und  in  Bezug  auf  diesen  Querschnitt  sind  auch  die  Werthe 
in  der  Cotumne  g  und  k  berechnet. 


Tabelle 

vu. 

Statisches 

Versuchs- 
ilauer 

Durch-  '    ^"'^^'^" 

Statisches 
Moment 
für  i  mm 

statisches 

Moment 

f.  i\,  Mitte 

il.  Knotens 

Moment 

für  die 

Coovex- 

kfinle 

Energie  e/c 

Nr 

iTiesaer  u. 
Knotens 

si'hnUts- 
tläcbe 

pr,  1  fjmiD 

in  Atm. 

1» 

a 

& 

c 

d 

e 

f 

9 

h 

w — 

f 
Ttiltcum  sp 

'Ha 

38 

159  Std. 

ijt  mm 

1  tjBqmrn 

3437  g 

\B31  g 

8*8  g 

*4l,7g 

<3,7 

39 

9  t      - 

4,4    - 

U,0    ' 

4286  -  j 

(948  - 

97  i  - 

162,3  - 

15,7 

Triticum  milgarc 

40 

93   SiiJ. 

3,6  Tum 

8,2qinm    229*  g  |    1273  g 
Hordeum  vulgare 

637  g 

155,2  g 

15,0 

4  t 

9t   Std. 

5,0  mm 

I3,4qmm|  5006  g      SOOO  g 
Zea  rnais 

iOOl  g 

149,3  g 

<i.4 

it 

87   Std. 

9ji  mm 

69,iqmra 

ttw^^  g 

4704  g 

2352  g 

67,8  g 

6,6 

Wie  aus  den  Resultaten  liervorgeht,  findet  in  den  Knoten  eine 
sehr  hohe  Kraftenlwieklung  statt,  zu  d(*r  sie  abei'  auch  befiüiigt 
sein  müssen,  um  z,  B,  unter  Bewältigen  des  ansehnlichen  Eigeiigc- 
wiclits  des  Halmes  die  geolropische  Hebung  eines  Halmes  bewirken 
zu  können   (Kap.  XI,  E), 

Dem  entsprechend  ist  auch  die  in  den  activen  Geweben  ent- 
wickelte Intensität  der  Energie  sehr  ansehnhch.    Wahrscheinlich  wird 
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sie  annähernd  durch  die  in  den  Columnen  g  nnd  h  angefUhrlen 
Werthe  wiedergegeben.  Jedenfalls  kann  diese  Intensiläl  oichl  auf 
die  Hälfte  sinken,  da  dieses  die  unmögliche  Lage  des  Schwerpunktes 
der  Kräfte  auf  der  Convexkante  voraussetzt.  Ja  man  darf  sicher 
erwarten,  dass  dieser  Schwerpunkt  nicht  um  den  halben  Weg  voa 
der  Mitte  gegen  die  Convexkante  vorrückt  und  selbst  wenn  diesesfl 
zuträfe,  würde  die  Energie-Intensität  doch  nur  von  15  Atmosphären 
auf  H,2  AtniosphUreo  sinken.  Dazu  kommt,  dass  jede  Verschiebung 
des  Drehpunktes  (der  neutralen  Achse),  von  der  Concavseite  gegen 
die  Mitte  hin  für  die  Erzielung  der  gemessenen  Leistung  eine  ent- 
sprechende Erhöhung  der  Energie-Intensität  forderL 

Thatsächlich  sind  aber  die  heterogenen  Elemente  des  Blatt- 
knotens nicht  gleichwerthig  und  die  unter  Voraussetzung  der  Gleich- 
werthigkeit  vorgenommene  Reduction  kennzeichnet  deshalb  nichts 
wie  schon  bei  Behandlung  der  Wurzeln  (p.  276)  erörtert  wurde,  die 
Leistung  der  einzelnen  Zellen,  welche  theilweise  sicherlich  eine 
hötiere  Aussenenergie  entwickeln.  ^ 

Es  ist  deshalb  auch  niclit  gesagt,  dass  in  dem  Knoten  von  Zea 
mais  geringere  DruckintensiUU  erzeugt  wird,  da  wir  den  Gesaniml- 
querschnilt  der  Rechnung  zu  Grunde  leglen,  während  es  wohl  mög- 
lich ist,  dass  entweder  der  Blatttheil,  oder  der  Stengeitheil  des  Kno- 
tens hervorragend  in  der  Aussenleistung  betheiligt  ist. 

Nach  den  Resultaten  mit  Triticum  und  Hordeum  ist  die  Inten- 
sität der  Aussenleistimg  in  den  geprüften  Keimwurzeln  geringer  als 
in  unseien  Knoten,  deren  energetische  Leistung  die  des  Cambiums 
der  Baume  erreielit,  oder  vielleicht  übertrifft  (p.  376). 

Bei  Hemmung  des  angestrebten  Längen wachsthums  kommt  auch 
in  den  Grasknoten  in  correlativer  Weise  ein  Dickenwachsthum  zu 
Slande,  das,  wie  längst  bekannt  ist,  eine  Ilervorwulstung  der  unteren 
Gelenkhälfte  herbeiführt*).  Bringt  man  unsere  Objecto  so  in  einen 
Gipsguss,  dass  der  Halm  beiderseitig  bis  in  die  Nähe  des  Knotens 
fixiit,  der  Knoten  selbst  aber  allseitig  frei  ist,  so  sind  die  Erfolge 
der  geotropischen  Reizung,  bei  Hemmung  der  Krümmung,  schön  zu 
beobachten.  Nach  4 — 5  Tagen  ist  die  genannte  Ilervorwulstung  an 
mittelalten   Knoten   sehr   gering    und   selbst   an  jüngeren  Knoten  oft 

0  Dk  Vribs,  LandwirlhschiifU.  Jahrh.  1880,  Bd.  IX.  48S;  Noll,  Arbeil.  d. 
botan.  Instituts  m  Würzburg  1888»   Bd.  ÜI,   p.  509. 
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noch  recht  schwach,  weiterhio  kann  sie  aber  sehr  aosehnhch  wer- 
den und  selbst  das  Auftreten  eines  Spaltes  zwischen  oberer  und 
unterer  Knotenhälfte  erzielen.  Dieses  ist  wcsenüich  durch  die  ent* 
sprechenden  Druck-  und  Zugcom[)onenten  bedingt,  welche  durch  das 
nach  Thunlichkeit  ausgeführto  Längenwachslhum  der  Convexseile  er- 
zielt werden,  ein  Wachsthuni,  das  auch  die  Abhebung  des  Blaltknolens 
von  dem  umschlossenen  Halm  herbeiführen  kann. 

Eine  Uragipsung  des  Knotens  macht  diese  Wachsthumsvorgünge 
unmöglich,  doch  wird  jetzt  naturgemäss  ein  Druck  gegen  die  Gipshülle 
ausgeübt.  Ein  nUhercr  Verfolg  dieses  Druckes  lag  nicht  in  meinem 
t*lane  und  so  wurde  nur  ein  Versuch  mit  einem  Knoten  von  Cin- 
4]uantino-Mais  nach  der  Manier  der  Querdruckbestimmung  ausgeführt. 
Es  ergab  sich  dabei  für  den  lixirten  Knoten  eine  Energie  des  Quer- 
drucks von  53,3  g  pr.    1   qmm*). 

Anders  ist  die  Sachlage,  wenn  man  den  Ualm  durch  lJiDgi[>sen 
zwischen  zwei  sich  aneinander  schliessende  Gipsplattcn  bringt^  von 
denen  jede  eine  Längshillfte  des  Halmes  und  des  Knotens  umschliesst. 
Nach  Horizonlatstellung  der  Gipsplatten  sucht  dann  der  nach  geo- 
tropischer  Krüniniung  strebende  Hahn  den  oberen  Gipsdeckel  abzu- 
heben und  wenn  die  zur  Verhinderung  dieses  Abhebens  nölhige 
Energie  bestimmt  ist,  so  muss  diese  mit  der  Länge  der  im  Gips 
steckenden  Hahnhätfte  muliplicirt  werden,  um  das  im  Knoten  krümmend 
wirkende  statische  Mouieot  zu  finden.  Der  Gewinnung  exacter 
Hcsuhate  stellen  sich  indess  einige  Schwierigkeiten  entgegen  und  so 
beschränke  ich  mich,  ohne  näher  auf  diese  Versuchsanslellung  einzu- 
gehen, darauf  die  Resultate  eines  Experimentes  mit  Hordeura  vulgare 
mitzutheilen.  Für  den  4,2  mm  dicken  Knoten  berechnete  sich  nach 
7  Tagen  für  die  Knotenmitte  ein  statisches  Moment  von  4  814  g.  Bei 
einer  Querschnittsiläche  des  Blattknolens  von  12,1  qmm  ergibt  sich 
daraus  eine  Druckintensitüt  von  1 49,9  g,  also  zufällig  ebensoviel  wie 
in  dem  unter  Nr.  41    in  Tab.  VII  auf  Hordeum  bezüglichen  Versuche. 

Nach  diesen  und  anderen  Erfahrungen  ist  also  eine  geringe  Hervor- 
wulstung  der  abvvUrts  gewandten  Knotenhälfte  ohne  Bedeutung  für  die 
Aussenleistung.    Die  durch  solches  Wachsen  erzielte,  in  den  in  Tab,  VII 


4)  wie  und  warum  sieb  bei  diesen  vollen  WachsttiiimshemmoDgen  die  ana- 
loTTirschon  Verl>JVI1  nisse  anders  gestalten^  als  bei  Ausbauchung  des  Knotens,  wird  in 
einer  Arbeit  von  Dr,   Ueüleh  durgethaii  werden ♦ 
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mitgeltieillen  Versuchen  kaum  merkliclie  Vergrösserung  der  Quer- 
schnitlslläche  wurde  ohnedies  milbestimml*  Die  geringe  Verminderung 
des  Querdurchmessers,  welche  das  niil  dem  Aufliören  des  Gegen- 
druckes sich  vüUziehendü  KrUmmeu  beding!,  durfte  ich  ausser  Acht 
lassen^  da  dadurcli  z.  li  in  einem  concrelen  Falle  eine  Verkleinerung 
der  Flache  von    12,6  auf  12,0  qmni  bedingt  war. 

Die  allmtUilich  ansehnlicher  werdende  geolropische  Anschwelluni; 
veranlasst  wahrend  Uingerer  Zeit  ein  langsames  Ansteigen  der  gegen 
den  Messapparat  ausgeübten  Druckwirkung.  Ich  habe  indess  dieses» 
sowie  überhaupt  den  Gang  der  Druckzunahme  nicht  näher  verfolgt.  Die 
in  den  Tabellen  (Anhang  Abth,  VI)  berechneten  stiindliclien  Zunahmen 
lassen  denselben  Vet  lauf  erkennen,  wie  wir  ihn  für  Wurzeln  und  Keim- 


stengel   fanden. 


Doch   nuiss   in  diesem  Reizvorgange  im  Grasknoten 


die  Bewegung  und  somit  auch  der  Druck  zunächst  langsam  beginnen. 
Davon  lassen  aber  unsere  Versuche  nalurgeniass  nichts  erkennen^ 
da  die  erste  Ablesung  erst  lange  nach  Beginn  des  Versuches  geschah 
und  da  zudem  sogleich  mit  dem  Beginn  ein  gewisser  Gegendruck 
gegen  den  Halm  eingestellt  wurde. 


C.  Turgorverhältnisse» 


Die  mechanische  Vermittlung  der  Aussenleistung  kommt  in 
Grasknoten  t^ben falls  durch  entsprechende  Entspannung  zuwege,  die, 
analog  wie  bei  den  Wurzeln,  von  einer  Turgorschwellung  begleitet 
sein  kann*  Eine  solche  wurde  bisher  bei  der  mechanischen  Hem- 
mung der  geotropischen  Bestrebungen  im  Knoten  von  Uoideum 
vulgare  beubachtel,  während  unter  gleichen  umstunden  der  Turgor 
in  den  Knoten  von  Tiiticum  vulgare  und  spelLa  unverändeil  blieb 
und  nach  flüchtigen  Beobachtungen  scheint  es,  dass  sich  wie  die 
letztgenannten  Pflanzen  auch  Triticum  polonicum  und  Glyceria  specta 
bilis  verhalten. 

Die  Grasknoten  sind  schon  deshalb  keine  günstigen  Versuchs- 
objecte,  da  wohl  die  gleichen  Gewebepartien  in  demselben  Gelenk 
aanähernd  gleichen  Turgor  besitzen,  in  verschiedenen  Gelenken  der- 
selben Pflanze  aber  erhebliche  Dittereuzen  bieten,  so  dass  z.  B.  in 
Triticum    und  Hordeum  der   plasmolytische  Grenzvverth   des  Aussen- 
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parenchyms  in  der  Kootensclieide  zwischen  5 — 9,  der  des  inter- 
fascicularen  Parenchyms  zwischen  8—12  Proc.  Kalisalpeter  gefunden 
wurde. 

Bei  alledem  herrscht  in  dem  einzelnen  Knoten  eine  Torgorver- 
iheiluug^  welche  in  ihren  allgemeinen  Zügen  durch  die  nebenstehende 
Skizze  Fig.  12  versinnlicht 
wird,  welche  namentlich 
auf  Grund  der  Erfahrun- 
gen an  Triticum  vulgare 
construirt  wurde*  in  die- 
sem schematisirten  Knoten- 
querschnitt bezeichnen  die 
eingeschriebenen  Zahlen 
die  Salpeterprocenlo,  wel- 
che innerhalb  des  umgrenz- 
ten Areales  zu  beginnender 


Plasmolyse  nothig  waren, 
wobei  es  sich  natürlich 
nui"  um  anniihernde  Mit- 
telwertlie  handelt  und  wo- 


Kif!.  11.     Darstellung   der   Turgorvertheiluiig   in    dem 

scbernatisirlen    medianen    Lan^sstimill   ih'S    Knotens 

von   Triücuni  vulgaro»      In    der    Unken    BlaUkiiulen- 

haifle  ist  der  Verlauf  des  Oetüssbündelti  punklirL 

onyegebcn, 

bei  nicht  zu  vergessen  ist,  dass  der  Turgor  sich  nicht  sprungweise 
sondern  allmühlich  Sindert. 
m  Von  dem  interfascicularen  Parenchyra  aus  nimmt  der  Turgor 
gegen  die  Epidermis  bis  auf  8  Proc,  Salpeter  ab.  Dieser  Abfall 
geht  in  der  Längsrichtung  des  Knotens  noch  weiter,  so  dass  nach 
beiden  Seiten,  ausserhalb  des  Knotens,  ein  Werth  von  5  Proc.  Sal- 
peler  erreicht  wird.  In  den  Leitbündeln  ist  der  plasmolytische  Werth 
schlecht  zu  controliren,  doch  ist  er  in  den  Collenchyrnzellen  an- 
scheinend etwa  so  hoch  wie  in  der  Epidermis,  also  geringer  als  in 
dem  turgorreichsten,  in  dem  interfascicularen  Parenchym. 

Diese  Turgorverhältnisse  erhalten  sich  in  den  abgeschnittenen 
Halmen  und  bleiben  auch  bei  Triticum  vulgare  und  spelta  unver- 
Hnrlcrt,  wenn  die  Knolcn  im  eingegipsten  Zustand  3 — 8  Tage  horizontal 
gehalten  werden.  Nach  solcher  Behandlung  ist  aber  hei  Hordcum 
vulgare  der  Turgor  auf  der  Unterseite  in  dem  gleichsituirten  Paren- 
chym  um  i — SS  Proc.  Salpeter  höher  als  auf  der  nach  oben  gerich- 
teten Seite-      Doch   ist   auch    ohne   solche  Steigerung  der  Turgor  so 
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lioch,  dass  io  jedem  Falle  eine  höhere  osmotische  Energie  zur  Ver- 
fügung steht  als  in  den  Wurzeln. 

Schon  die  Erfahrungen  mit  Hordeuni  sprechen  entschieden  da- 
für, dass  nicht  etwa  geotropisch  eine  iransitoriscbe,  unter  dem  Ein- 
tliiss  von  Salpeler  schwindende  Turgorditferenz  inducirt  wird  (vgL 
p,  293).  Die  directe  eiupirische  Hestäligung  luerfür  ergab  sich  durch 
Controle  der  Biegungsfesligkeit  in  den  Knoten  von  Triticum  vulgare, 
welche  geprüft  wurde;  \)  nachdem  die  Knoten  3  Tage  im  Gipsverband 
horizontal  gehalten  worden  waren;  2)  nach  darauf  folgender  eiu- 
stündiger  Behandhmg  mit  7proc.  Lösung  von  Kalisalpeter  und  3)  nach- 
dem die  Knoten  durch  eiristündigen  Aufenllialt  in  Wasser  wieder 
völlig  turgescenl  geworden  waren.  Sie  ergaben  nun  dieselbe  Biegungs- 
festigkeit wie  sogleich  nach  dem  Eutgipsen,  d»  h.  die  durch  den  Sal- 
peter sehr  stark  deprimirte  Biegungsfestigkeit  kehrte  im  Wasser  voll 
auf  den  ursprünghchen  Werth  zurück. 


D*  Die  Mediuftik  der  Anssenleistimgen. 

Auch  in  den  Grasknoten  wird  die  Aussenleistung  erreicht,  in- 
dem die  Turgorenergie  gegen  die  Widerlage  gelenkt  wird,  doch  ist 
diese  Vermitllung,  in  Hüeksichl  auf  die  Verschiebung  der  ansehn- 
lichen Gewebespannung,  etwas  näher  zu  betrachten. 

Der  allein  active  Blatttheil  des  Knotens  w^ird  bekanntlich  von 
ringförmig   angeordneten  Leitbündeln  durchzogen,   welche  durch  das. 

umgebende  dünnwandige  Parenchyoi  in 
Zugspannung  versetzt  sind  (Fig.  1  I  p.  39ü  ^J 
und  Fig-  13).  Beim  Isoliren  verlängert  ^^ 
sich  dieses  positiv  gespannte  Parencbyiii 
in  unseren  Übjecten  um  30  bis  40  Proc.,, 
während  das  Leitbündel  sich  um  weni- 
ger als  1  Proc,  also  bei  der  geringen 
absoluten  Länge  in  einer  für  das  freie 
Auge  nicht  bemerklichen  Weise  verkürzt. 
Diese  Gefitssbündel  bestehen  ganz  vonviegend  aus  dickwandigem 
Collenchym;  Xylem  und  alle  anderen  Elemente  sind  also  auf  ein 
Minimum  reducirt  und  es  mag  deshalb  erlaubt  sein,  schlechthin  von 
Collenehymslrängen  zu  reden.     Mit  dem  Austritt  aus  dem  Blattknoten 
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Fig.  43.  Slück  desQuerschQiüs  aus 
dem  Blotlthcil  des  Knoteos  v.  Trilic. 
spelta»  Auf  der  luncDseite  derLeit- 
bündel  ist  dtu*  Xyleintheil  miirkirL 
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wird  das  CoHenchyni  durch  Sclereiichymfaserii  ersetzt  und  damit  geht 
die  biegungsfesLe  und  zugleich  wachsihumsP<ihige  Construction  ver- 
loren, welche  in  dem  Knolen  factisch  erzielt  ist*).  Die  bedeutende 
Mächtigkeit  der  Gefässbündel  —  sie  nehmen  bei  Trilicum  etwa  30  Proc. 
des  Querschiiittis  iui  lllattknotenringe  ein  {vgl.  Fig,  13)  —  kommt 
der  Festigung  des  Knotens  des  weiteren  zu  stalten. 

Die  Collenchymstränge  verbinden  also,  als  genügend  feste  Pfeiler, 
die  deui  Blattkiioten  sich  anschliessentien  Gewebeiuasseu,  so  dass  diese 
als  Widerhige  dem  pos;itiv  gespannten  Farenchym  des  Knotens  dienen 
können,  das  natürlich  überall  mit  den  Leitbündeln  fest  verkettet  ist. 
Das  Parenchym  aber  vollbiingt  die  zur  Erzielung  der  Zugspannung 
nötliige  Aussenleistung  in  principiell  gleicher  Weise  wie  ein  Gewebe, 
das  gegen  einen  Gifisverband  oder  gegen  einen  umhüllenden  Kaut- 
schuckschlauch zu  arbeiten  hat^  d.  h.  also  durch  Entspannen  der  Zell- 
haut vermittelst  des  entsprechenden  Flächenwachsthuiiis  (p.  379). 
Und  zwar  wurde  dieses  iMüspannen  liier  so  weit  getj'ieben,  dass 
ganz  oder  nahezu  die  volle  Turgorkraft  zur  Wirkung  gegen  die  leben- 
dige Widerlage  kam,  eine  Kraft,  die  indess  bei  der  hohen  ElasticiltU 
der  (lollenchymstrUDge  nur  eine  sehr  geringe  Verlängerung  dieser 
zur  Herstellung  einer  äquivalenten  Gegenspannung  benöthrgte.  Mit 
dieser  Zugkraft  ist  die  Elasticitütsgienze  der  Collenchymstrünge  noch 
lange  nicht  erreicht  und  wenn  bei  geotropiseher  Beizung  des  Gias- 
knotens  neues  Wachsen  beginnt,  so  ist  eben  durch  diesen  Heiz  ein 
actives  Wachsen  in  den  Collencbymstrüngen  veranlasst,  ein  Wachs- 
thum,  welches  diese  Strünge  mit  dem  Krümmen  in  der  unteren  Ilalile 
des  Knotens  auf  die  doppelte  Länge  zu  bringen  vermag. 

Dieses  durch  die  geolropische  Iteizwirkung  veranlasste  Wachsen 
im  tlollenchym  wird  auch  aufgenommen,  wenn  die  mechanische  Hern- 
nmng  die  Ausführung  der  angestrebten  Krümmung  unmöglich  macht 
iVlit  Verlängerung  des  Bündels  aber  wird  die  bis  dahin  von  dem  Colten- 
chym  getragene  Aussenenergie  des  Parenchyms  disponibel  und  dem- 
gemäss  gegen  die  Widerlage  gerichtet.  Diese  Uebertragung  schreitet 
so  lange  fort,  bis  endlich  die  ganze  Druckkraft  des  Parenchyms  gegen 
die  Widerlage  wirkt,  bis  also  das  Colleuchym  die  Zugspannung  ver- 
loren hat. 


l]  Vgl.  ScuwBNOBNEii,  Das  mechau* PriDcip  im  Bau  d.  Moiiocoiylea  1  87i,  p.  93, 
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Bis  dahin  dieote  das  Wachslhum  im  Collenchvni  nur  dazu,  die 
Aussenenergie   des  Parenchynis   auf  einen   anderen  Körper  zu  über- 
tragen, und  sofern  schon  gegen  &ds  Collenchyni  die  höchste  Aussen- 
Icistung    entwickelt    war,    ist    eine    Steigerung    über    dieses    Maass  ^ 
ausgeschlossen.     Von   da   ab   setzt   aber   das  Cullenchjui  seia  Haul-H 
wachsthura    rarl   und  bringt  hierdurch  auch  seine  Turgorkraft  gegen 
die  Widerlage  zur  Wirkung.     Das  i'oUenchyni  kommt  dadurch,  eben- 
so  wie   das  Paienchym,    in    positive  Spannung  gegen  den  äusseren fl 
Widerstand,  der  frtlhere  Spauuungsantagonismus  zwischen  beiden  Ge-  " 
weben  ist  jetzt  somit  aufgehoben.     Doch  kehrt  dieser  sogleich  nach 
Ueseitigung  des  äusseren  Hemmnisses  wieder,  da  das  hoch  elastiscbe 
(lollenchyni  schon  nach  selir  geringer  Verltingerung  dem  ansehnlichen  j 
Verlängcrungsstreben  des  Parenchyms  Schranken  setzt*). 

Selbstverstund licli    kommt  es  nur  zu  einer  entsprechenden  Ver-| 
minderung    besagter   Gewebespannung,    wenn    der   Grashalm   schon 
durch    das  Aufbieten    eines   Theils   seiner   |)olentielleu    Energie    das 
Uenjmniss   besiegt    und   vor  sich    herschiebt.     Jetzt  wächst  also  das 
Collenchym ,    trotz   der   verminderten   Zugspannung,    weiter   und    um 
gegen    einen    grösseren   Wideisland    die    eigene    Turgorenergie    zur^j 
Wirksamkeit  zu  bringen,  hat  das  activ  thätige  Collenchym  in  derselben^ 
Weise   zu    verfahren,    die  auch  sonst  dazu  dient,  die  bis  dahin   vou 
der  Zelhvand  getragene   Turgorspaunung    nach    aussen    zu   wenden. 
Die    besagten  Spannungsverschiebungen   aber   sind   die  naturgemüssc 
Folge  davon,  dass  das  MUchenwachsthum  der  Haut  bei  unbesiegbareiti 
nieclianischeu   W^iderstand    nach    Möghehkeii    fortschreitet    und    dass 
demgenU^ss   in  dem  schon  auf  seineu  Grenzwerth  zuvor  angelangten 
Parencliym  das  fernere  Wachsen  ebensogut  stille  steht,  wie  in  einer^ 
Wurzel,  die  aucli  nicht  mehr  weiter  wächst,  nachdem  in  einem  Gips- 
verband die  höchste  Ausscnleistung  erreicht  ist. 

Der   besprochene   Erfolg   sagt   also   nur   aus,    dass   im   Streben 
nach  Wachslhum  Collenchym   und  Parenchym   gegen  eine  Widerlage 
in   gleichem    Sinne    leagiien.     Die   normal   gebotenen   Spannungsver-J 
hältnisse  und  Eigenschaften  bringen  es  aber  mit  sich,  dass  das  VVachs-| 


n 
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i]   Eine   Verscliiebung   der  Spannungsverb^iltnisse    wird   stets  erzielt,    wenu 

man  Gewebe  genügend  compriinirL  üebiigens  i>pieicii  stcti  VerschietiungeQ  und 
UmkehruQgcii  der  Gewebes|>aDnuiigen  Im  Leben  vielfach  ab,  so  z.  B,  aucli  wenü 
ein  Anfangs  positiv  gespanntes  Mark  späterhin  negativ  gespannt  wird. 


I 


JrÜck-  cnd  Abbkitsieistdng  Diincii  wAriisEM>R  Pflanzen,        1-03 


BfU 


I» 


r 


Ihum  des  Colleiichyms  die  Uebertragung  der  Aussenenergie  des 
Parenchyois  gegen  einen  fremden  Widerstand  regelt  und  ebeuisO  da- 
r  sorgt,  dass  bei  Auftiebung  des  Widerstandes  das  Parenchyni  in 
den  ihm  normal  gezogenen  Schranken  gehalten  wird.  Bei  den  speci- 
fiisch  verschiedenen  Reactions vermögen  muss  es  natürlich  nielil  jede 
Pflanze  imd  nicht  jedes  Gewebe  bei  mechanischer  Hemmung  des 
Wachsens  bis  zur  völhgeu  Entspannung  der  Zellhaut  bringen  und 
so  ist  es  auch  verständlich,  dass  in  den  eingegipsten  Keimslengeln 
ich  das  normale  Spane ungsverhilllniss,  wenigstens  dem  Sinne  nacli, 
erheilt  (p*  380),  wie  es  anderseits  auch  klar  ist,  dass  ein  positiv  ge- 
spanntes Parenchym  so  lange  seine  Ausseuleistung  steigern  kann,  als 
nicht  zur  totalen  Entspannung  gekommen  ist. 
Mit  Rtlcksicht  auf  die  Zellmechanik  der  Aussenleistung  bietet 
also  der  Grasknoten  in  principieller  Hinsicht  nichts  Neues.  Auch  ist 
schon  betont  (p,  291),  dass  die  Gewebespannung  im  Wesen  der 
IJruckleislung  gegen  einen  Widerstand  nichts  ändert.  In  der  That 
würde  in  dieser  Hinsicht  der  Gesammtellect  derselbe  bleiben,  wenn, 

Hunter  Ausfall  der  Collenchymstrlinge  und  der  Gew^ebespannung  die 
einzelnen  Zellwandungen  des  Parenchyms  entsprechend  verstärkt 
und  elastisch  gemacht  wUren,  wenn  also  jetzt  die  von  dem  Wachs- 
Ihum  und  der  Elastizitüt  der  Haut  besorgte  Regutatioo  bei  steigen- 
dem und  fallendem  Aussenwiderstand  von  jeder  einzelnen  Zelle  be- 
sorgt würde. 

H  t'ür  die  gemessenen  Leistungen  reicht  die  sehr  ansehnliche 
Turgorenergie  aus»  denn  durch  8  Proc.  Salpetei"  —  dem  ungellihren 

■osmotischen  Aequivalente  im  Parenchym  —  wird  ein  Druck  von 
ungefähr  28  Atmosphüien  entwickelt.  Bei  solcher  Intensität  genügt 
aber  schon  das  Parenchym,  um  z.  B.  die  im  Versuch  3t)  (Tab.  Vll) 
verzeichnele   Leistung   zu   erzielen.     Denn    wenn    tlie   active    Flüche 

tauch  nur  l  des  Blattknolenquerschnitts  (also  9  qram)  ausmacht, 
fordert  der  Befund  dieses  Experimentes  nur  21,6  Atmosphären  Druck- 
intensität. Thatsäehlich  ist  aber  auch  das  Collenchym  activ,  wenn 
auch,  bei  der  Dicke  der  Zellwandungen,  die  wirksame  osmotische 
FUiche  nicht  gross  ausfüllt.  Solche  hohe  Leistungen  sind  schon  ohne 
jede  'rurgorschwellung  möglich,  die  ohnehin  nicht  in  allen  Gi'as- 
b....i...^  bei  Reaction  gegen  eine  Widerlage  eintritt. 
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Als  Beleg  für  das  Gesagte  möge  noch  Folgendes  mitgetbeili 
werden. 

Die  hohe  Elasticilät  des  Gefässbündels  ergeben  die  noch  mit- 
zutheileoden  Dehnungsversuche,  doch  zeigen  auch  directe  iMessungen, 
dass  der  (lollenchynistrang  durch  die  im  Gelenk  auf  ihn  wirkenden 
Kräfte  eine  nur  sehr  geringe  DimensionsLtnderung  erl^hrL  Denn 
nach  mikrometrischeo  Messungen  kommt  beim  Tödten  oder  Plasnio- 
lysiren  des  Knotens  im  Collonchymstrang  und  mit  ihm  im  Knoteo, 
nur  eine  Verkürzung  von  etwa  4  Proc,  d.  h.  von  0,05  mm  in  einein 
5  mm  langtMi  Knoten,  zu  Stande. 

Dagegen  ist,  wie  schon  bemerkt,  das  umgebende  Parenchym 
sehr  verlüngerungsPcihig  und  an  einer  Längsbmelle  des  Knotens  stelleu 
sicli  deshalb  mannigfache  Faltungen  ein.  Einen  Einblick  in  den  Sinn 
der  Spannungen  gewährt  auch  eine  nach  Art  von 
Fig.  1  i  hergestellte  Lamelle.  An  der  einst  ebeDcn 
Querschnittsflöche  sind  nach  q  hin  inneres  (i.  p.) 
und  äusseres  (r*  p.)  Parencliym  convcx  hervor- 
gewölbt und  haben  durch  ihre  Zugwirkung  die 
etwas  concave  Krünuuung  des  Gefässbündelquer- 
Schnittes  c\  x.  erzielt.  Die  Epidermis  bewahrt,  bei- 
Uuitig  bemerkt,  beim  Isoliren  annähernd  die  Länge, 
Hg,  u,  Dei'Knoien  vou  welche  sic  im  intactcn  Knoten  besitzt. 

Huali'um  vulgare  wurde  i       i-    i  j*  u  i  4  ^         t\ 

ZUUUCI.SI  quer  durch-  '^  ^  ^'s^  ^leser  Hervorwulstung    des  Paren- 

sLhniUeii  u.  dauii  diese  chyms  erscheinen  an  einem  Querschnitt  durch  den 
Streii  dar^esieiiT^  Kuoten  die  Gefässbündel  erheblich  eingesenkt  und 
dieses  Bild  erhält  sich  in  stark  abgeschvvSIchteiu 
Grade  auch  dann,  wenn  der  Turgor  sogleich  durch  Eintauchen  in 
heisses  Wasser  oder  durcli  Plasmolyse  aufgehoben  wird.  Da  aber 
die  Collenchymsliüuge  sich  kaum  verkürzen,  so  folgt  in  Erwägung 
aller  Umstände,  dass  das  turgorlose  Parenchymgewebe  so  lang  oder 
etwas  länger  als  das  GefässbUndol  ist,  dass  also  diese  Wandungen, 
um  die  im  turgescenten  Gelenk  bestehenden  Dimensionen  anzuoeh- 
meu,  nicht  mehr  gedehnt  werden  müssen,  d.  h.  also  dass  sie  im  intacten 
Gelenk  entspannt  sind.  Die  Erwägung  aller  Veihällnisse,  insbeson- 
dere auch  dei'  Dimensionsänderungen  in  radialer  Richtung,  fordert, 
wie    ich    hier  nicht  delaillirt  ausführen  will,    diesen  Schtuss  für  das 
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ganze  Parenchynigewebe,  mit  Ausnahme  der  Epidermis  und  vielleicht 
Ber  Deichst  anstossenden  Zetllage. 

H  Die  conslante  Länge  der  vertical  stehenden  Grasknolen  beweist 
^nmitlelbar,  dass  durch  die  auf  das  GePässbOndel  wirkende  Delm- 
j^afl  die  Elasliciilitsgrenze  desselben  nicht  überschritten  wird,  Un* 
Kne  solche  Ueberschreitung  zu  erzielen,  niuss  das  Collenchym  einen 
Vfcug  voo  mehr  als  I  bis  2  kg  für  1  qram  erfahren  %  eine  Spaiin- 
krafl,  die  thatSfIchlich  in  dem  Grasknoten  nicht  erreicht  wird.  In 
eioem  concreten  Falle  betrug  z.  B.  die  Querschnitisflüche  des  Blaü- 
knoiens  von  Triticum  spcita  1  i  qmm,  wovon  3,3  qmm  auf  das  Ge- 
ftissbündel,  7,7  qrara  auf  das  Parenchym  fielen.  Dieses  entwickelt 
eine  absolute  Kraft  von  etwa  2,3  kg,  welche  sich  auf  3,3  qmm  ver- 
theilen,  so  dass  1  qmm  des  Gef^lssbündelstranges  mit  0,7  kg  ge- 
spannt wird.  Selbst  bei  reichiicher  Verdoppelung  dieser  Zugkraft, 
erreicht  durch  Anhangen  eines  Gewichts  von  2,5  kg,  erwies  sich 
der  Knoten  noch  vollkommen  elastiscli,  widirend  das  Anhängen  von 
S  kg  eine  merkliche  Ueberschreitung  der  Elaslicitatsgrenze  erzielte ^)» 
Nach  dem  Tödten  durch  Eintauchen  in  heisses  Wasser  fällt  die  Tur- 
gorspannung  hinweg  und  jetzt  brachte  eine  Bclaslung  mit  ö  kg, 
d.  h*  ein  Zug  von  ungefähr  1,5  kg  für  1  qmm,  keine  Dehnung  über 
die  Eiasticittilsgrenze  hervor.  Innerhalb  der  Elasticilätsgrenze  lassen 
die  Knoten  und  ebenso  die  thunlichst  isolirten  Leitbündelstr^ngc  eine 
Yerlüngerung  von  1  —  1,5  Proc,  zu. 
^  Die  in  dem  Knoten  wirksame  Spannkraft  ist  also  nie  im  Stande, 
eine  plastische  Dehnung  des  Collenchyms  herbeizuführen*  Dieses 
bewahrt  auch  gleiche  ElasticitiUsverhidtnisse  wiihrend  des  geotropi- 
schen  Wachsens  oder  wenn  die  Ausführung  dieses  durch  mecha- 
nischen Widerstand  unmöglich  gemacht  ist,  d.  h.  es  Undert  seine 
Elasticitat  nicht  in  einer  bleibenden ,  durch  den  Versuch  nachweis- 
baren Art.  Uebrigens  wird  auch  das  Wachsen  thatsächlich  nicht 
durch  mechanische,  plastische  Dehnung  vermittelt  (Kap.  XlII). 


i)   Nach  Amhhonn  ;  vgL   Pfeffer,   Physiologie  Bd.  tf,   p.  i1.  —  Ueher  Ein- 
lluss  von  Tödten   auf  das   Colleochym    vgl.  J.  CoiiN ,    Jalirb.   f.   wiss.  Bot.    ^892, 

Bd.  n,  p.  in. 

■  t)  h\   diesen   ond   libnltchen  Versuchen    kann   man  mit  Vorlheil  die  Ohjecle 

Vrorcli  Eingipsen   in  Glasröhren    üxiren,    die    xuni    Befesligen  an    ein    Slaliv^    resp. 
zum  AnUlingeii  des  Gewichts  dienen. 
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Das  zum  Ents[)annen  führende  WachiseD  des  lebenslhnUgeii 
Colleuchyms  im  Gipsverbande  ist  in  keinei'  Weise  merkwürdiger  wie 
das  eoLsprecheiide  Wachsen  anderer  Zellen.  Dieses  Wachsen  isl 
aber  eine  absolute  Nolhweodigkeil,  um  überhaupt  die  hohe  Energie 
des  Parencbyms  gegen  die  Widerlage  zu  lenken.  Mit  dem  Wachsen 
ist  ferner  eine  Abnahme  der  Spannung  zwischen  Collenehyni  und 
Parencliym  unvermeidlich  und  nach  den  vorhegendeo  Erfahrungen 
geilt  das  Collenchym  schliesslich  in  positive  Spannung  gegen  die 
Widerlage  über.  Dieses  ist  zwar,  bei  den  geringen  elastischen  Dinien- 
sionsäinderungcn,  durch  directe  Messungen  am  Collenehymstrang  vor 
und  nach  dem  Eingipsen  kaum  sicher  zu  ermitteln,  wohl  aber  auf 
andere  Weise  nachzuweisen. 

Eingegipste  und  2  bis  4  Tage  horizontal  gehaltene  Halme  krümm- 
ten sich  Ottmlich  gleich  nach  dem  Entgipsen  um  5  bis  8  Grad  und 
dieses  trat  auch  dann  ein,  wenn  längsgespaltene  und  von  dem  um- 
schlossenen Stengel  befreite  Knoten  angewandt  wurden,  also  wenn 
ein  sehr  vollständiges  und  allseitiges  Anschmiegen  an  die  Widerlage 
erreicht  war.  Beim  Todten  durch  heisses  Wasser  gelit  diese  Krüm- 
mung auf  3  bis  4  Grad  zurück  und  erscheint  in  (Ueser  Ausdehnung 
auch  dann,  wenn  dieses  Todten  vor  dem  Entgipsen  vorgenommen 
wurde.  Ein  solches  Ki  ümmen  fordert  aber  eine  Verlängerung,  die  für 
die  Convexflanke,  in  annühernder  Uebereinstimmung  mit  der  Rech- 
nung, durch  mikrometrische  Messung  zu  II- — 16  Proc.  gefunden 
wurde,  und  die  in  den  der  conveien  Flanke  näheren  Partieen  des 
(lotlenchymbündels  eine  Längenzunahme  von  mindestens  8 — 9  Proc. 
verlangt.  Zu  einer  derartigen  elastischen  Verlängerung  ist  das  Ge- 
fässbündel  nicht  befähigt;  für  ein  plastisches  Ausziehen  fehlt  die 
Kraft  und  so  ist  die  Thatsache  nur  folgendermassen  zu  verstehen: 
das  nach  Wachsthum  strebende  Collenchymhundel  stemmte  sich,  activ 
druckend,  gegen  die  beiderseits  gebotene  Widerlage  und  in  Folge 
dieses  Lftugsdruckes  kam  ein  gewisses  seithches  Ausweichen  zu 
Stande.  Ein  solches  geringes  Ausweichen  ist  in  der  That  innerhalb 
des  Gewebes  des  Blattknotens  wohl  möglich,  ohne  dass  sich  dieser- 
halb  der  liussere  Uniiiss  des  Organes  merklich  ändern  rauss  und  es 
genügt  hier'  wohl  daran  zu  erinnern,  dass  neben  gewissen  Ver- 
Schiebungen  auch  Compression  von  Parenchymzellen  u.  s.  w,  eine 
Rolle  spielen  kann. 
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i  Die  positive  Üruckentwicklung  desCollenchyius  (bideri  aber  wieder 

die  mehr  oder  weniger  weitgehende  Lenkung  der  Turgorkraft  gegen 

>die  Widerlage^  wenn  man  nicht  eine  besondere,  von  den  dünnwandigen 
Zellen  abweichende  Entwicklung  der  Aussenenergie  annehmen  will.  Zu- 
gleich muss  sich  aber  die  Frage  antdrüngen,  ob  nicht  etwa,  nach  voller 
Entspannung  der  Haut,  die  Collenchyrazelle  noch  (brtwuchs  und  durch 
Intussusceptionswachsthum  der  Wandung^  d.  h.  durch  Ausscheidungs- 
energie, noch  weitern  Di  uck  gegen  die  Widerlage  entwickelte.  Mög- 
lich wäre  solches  sehr  wohl  (Kap.  XIII),  doch  fordern  die  bisherigen 
Erfidirungen  diesen  Vorgang  nicht  notinventhg  und  für  die  Aussen- 
stung  der  Knoten  ist  die  zur  Verfügung  stehende  osmotische 
Knergie  thatsiichlich  genügend. 


E,  Vorgimge  beim  Ausführen  der  KriImniEEg. 

In  der  Action  gegen  eine  unverrückbare  Widerlage  sind  auch 
die  Grundzüge  für  die  Beurtheilung  der  Leistungen  bei  Realisirung 
der  angestrebten  Krümnmngsbewegung  gegeben,  in  der  aber  doch 
besondere  VerhUltnisse  und  Bedingungen  geschalVen  werden.  Ganz 
abgesehen  von  der  stets  nur  begrenzten  Kiümniungsföhigkeit,  von 
der  Abnahme  der  geotropischen  Heizung  mit  zunehmender  Auf- 
richtung u.  s.  w.,  ist  u.  a,  zu  bedenken,  dass  mit  dem  Wachsen  die 
gesammle  auf  die  Ausfülirung  dieses  berechnete  regulatorische  Thätig- 
keit  ins  Spiel  tritt. 

I  Hierzu  gehört   die  je  nach    dem   zu  bewältigenden  Widerstand 

ungleiche  Abschwöchung  der  negativen  Spannung  des  Collenchym- 
stranges  (p.  402).  Und  wenn  lilr  die  Leistung  von  Ausscnarbeil 
die  früher  entwickelten  Principien  allgeniein  gelten,  so  ist  doch  im 
Spccielien  den  mit  der  Krümmung  sich  ändernden  VerlUlltnissen  Rech- 
nung zu  tragen.  Dazu  zühlt  u.  a.  die  durch  Faltungen  kennthch 
werdende,  mit  zunehmender  Krümmung  sich  steigernde  passive  Gom- 

^pressioo  der  Concavseite.  Wnhrend  so  an  dieser  der  Widerstand 
wachst,  nimmt  die  Action  und  die  Wachsthurasthäligkeit  in  dem 
Parenchym  der  Convexseite  ab,  so  dass  schliesslich  bis  auf  das 
Gollenchym  reichende  Risse  auftreten  können,  d.  h.  das  Parencliym 
wurde  endlich  gegen  das  noch  activ  fortwachsende  (^ollenehym  in 
negative  Spannung  gebracht. 
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Besser  als  durcli  diese  Eiiiieissungen  im  Gewebe  kann  die  Rissbil- 
dung  in  aufgelragener  Tusche  zeigen,  dass  die  neutrale  Achse  sehr  nach 
oben  gerückt  liegt,  wie  das  die  schon  besprochenen  Messungen  (p.  394} 
lehrten.  Diese  bezogen  sich  (Vcilieh  nur  auf  geringere  Einkrümmun- 
gen  und  lassen,  wie  weine  anderweitigen  Untersuchungen,  die  Frage 
ofiTcn,  ob  mit  dem  Fortschreiten  des  Eiukrümmens  die  neutrale  Achse 
eine  Verschiebung  erführt. 

Trotz  des  Antagonismus  in  gewissen  Geweben  nniss  doch  im 
Allgemeinen  die  Ausgiebigkeit  des  Wachsens  in  den  von  der  neu- 
tralen Achse  ungleich  entfernten  Zonen  regulatorisch  gelenkt  werden. 
Insbesondere  gilt  dieses  auch  für  das  Collenchym,  das  durch  die  im 
Gelenk  entwickelbare,  maximale  Energie  nicht  plastisch  dehnbar 
ist,  dessen  active  Wachst  hu  ms  fähigkeit  also  dem  verschiedenen  Ab- 
stand von  der  neutralen  Achse  entsprechen  muss. 

Als  Folge  der  wahrend  des  KrQramens  fortbesteheuden  Gewebe- 
spaonung  kommt  beim  Läugsspalten  des  Halmes  eine  Zunahme  der 
Krümmung  in  der  oberen  Hälfte,  eine  Abnahme  in  der  unteren  Hälfte 
zu  Stande,  analog  wie  solches  in  anderen  geolropisch  wachsenden 
Stengelorganen  gefunden  wird.  Deshalb  wird  aber  doch  in  jedem 
Krümmungsbogen,  resp.  in  der  enls[)rechenden  Lamelle,  in  activer 
Weise  KrUmmung  erstrebt.  Es  ergiebt  sich  dieses  aus  verscliiedenen, 
hier  nicht  zu  discutirendeu  Thatsachen,  Und  in  Uebereinstimmung 
hiermit  krOmmt  sich  nach  dem  Halbiren  des  Halmes  jede  der  beiden 
LllngshUlften  ungefähr  gleich  schnell,  gleichviel  ob  die  Schnittebene 
aufWf%*ts  oder  abwUrts  gewandt  ist^). 

Die  Schnelligkeit  der  Krümmung  ist  indess  kein  Maassstab  Tür 
die  Energie  und  speciell  für  die  gegen  eine  unverrückbare  Wider- 
lage  ausgeübte  Druckleislung,  Neben  den  durch  das  Spalten  ver- 
anlassten internen  Reactionen  fallen  rein  mechanische  Momente  ins 
Gewicht,  so  schon  der  Umstand,  dass  das  Gelenk  und  somit  der  in 
diesem  liegende  Hebelarm  auf  die  halbe  Höhe  reducirt  sind.  Bei  so  ver- 
w  iekelter  Sachlage  kann  ich  auch  auf  einen  Versuch  kein  Gewicht  legen, 
in  welchem  die  obere  und  untere  Hälfte  eines  Halmes  ven  Hordeum 
vulgare,  jede  für  sich,  in  der  dem  iotacten  Hahn  entsprechenden 
Stellung  gleichzeitig  auf  ihre  geotropische  Druckenergie  geprüft  wurden. 


Ij   Vgl.  OB  Yhies,   Lii(iilwtrlhsch.ifil.   Jahrbücher   (880,   Bd.  9,  p,  183. 


Tn] 


Druck-  üwd  Arheitsjeistung  dluch  wachsende  pFLA^fZEN/ 


409 


Nach  3  Tagen  ergab  sich  als  statisches  Moment  für  die  obere  Kno- 
leuhölfle  (6,4  qnim  Querschniü)  806  g,  für  die  unlere  (6,2  qmm 
Querschtiiü)  698  g.  Die  Summe  der  Leistungeu  :=  lo04  g  bleibt 
also  weit  zurück  hinter  dem  sla tischen  Moment  von  5006  g,  welches 
ein  nur  sehr  wenig  slUrkerer  inlacter  Knolen  von  Hordeum  vuli^are 
erzielte  (Versuch  41  p,  395).  Diese  Leistung  wird  auch  nicht  er- 
reicht, wenn  man  obige  Summe  von  1504  g,  mit  Rücksicht  auf  den 
im  halbirten  Knoten  kürzeren  Hebelarm,  verdoppelt. 
■  Geotropisch  acliv  ist,  wie  schon  erwähnt  (p,  390)  zumeist  nur 
der  Blalttheil  des  Knotens.  Der  noch  jugendliche  Stengeltheil  ist 
so  plastisch  wie  die  wachsende  Wurzelspitze  und  setzt  deshalb  der 
Krümmung  nur  geringen  Widerstand  entgegen.  Allmählich  gewinnt 
aber  der  Slengeltheil  mehr  Ehisiicilitt  und  sein  Widerstand  kann  so 
weit  wachsen,  dass  er  die  Kiümmung  ganz  hindert,  was  ich  beson- 
ders schön  an  allen  Knolen  der  Glyceiia  speclabilis  beobachtete* 
In  Folge  solcher  Spannung  schnellt  bei  Eulfernung  des  Blattknotens 
der  elastisch  gebeugte  Stengel  erheblich,  bis  30  Grad  und  mehr, 
zurück.  Die  zur  Wiederherstellung  der  Krümmung  nCithige  Kraft  gibt 
aber  ein  Maass  für  den  Widersland,  welcher  der  Krümmungslhätig- 
keit  des  Blallknolens  entgegen  wirkte.  Dieser  Widerstand  entsprach 
in  miltelalten  und  sich  kriUlig  geotropisch  krümmenden  Halmen  einem 
statischen  Moment  von  400  und  von  730  g*  In  entsprechendem 
Maasse  ist  also  die  Arbeitsf^ihigkeit  des  sich  krümmenden  Halmes 
gegen  ein  anderes  äusseres  Hemmniss  vermindert.  Bei  Vermeidung 
der  Ausbeugung,  also  in  unseien  Druckraessungen  kommt  aber  diese 
Hemmung  nicht  oder  doch  nur  in  geringem  Grade  in  Betracht. 

Die  mit  dem  Alter  ohnehin  abnehmende  Actionsfähigkeit  der 
Knoten  wird  durch  den  mechanischen  Widerstand  des  umschlossenen 
Stengeltheils  noch  mehr  herabgedrückt;  die  alten  Knoten  verlieren 
eben  an  geottopischer  Htibkraft,  während  sie  an  Tragfähigkeit  und 
Biegungsfestigkeit  gewinnen.  Thatsächlich  sind  auch  oft  alle  Gelenke 
nicht  mehr  föhig,  den  horizontal  gelegten  Halm  durch  geotropische 
Krümmung  zu  heben,  während  sie,  wie  auch  der  Halm  überhaupl\ 
dessen  Last,  natürlich  mit  entsprechender  Ausbiegung,  zu  tragen  ver- 
mögen* Freilich  tritt  auch  mit  dem  Heranreifen  der  Frucht  in  der  Aehre 
eine  erhebliche  Zunahme  des  Gewichtes  ein»  dem  duich  seine  Lage  am 
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HalnieDÜe,  in  Bezug  auf  den  uQtersten  Knolen,  ein  sehr  hohes 
statisches  Momeüt  entspricht.  Von  diesem  Gesichtspunkt  ist  dedH 
obere  Knoten  weit  besser  situirt  und  wenn  in  ihm,  wie  in  jedem 
Knoten,  mit  der  Hebung,  resp.  der  Einkrümniung,  die  Energie 
schwächer  wird,  so  vermindert  sich  doch  zuj^leich  mit  der  Annliherung 
an  die  Verticalstellung  der  Hebelann  und  damit  die  dem  Gelenke 
entgegenwirkende  Last,  Hand  in  Hand  damit  wird  das  statische 
Moment  in  Bezug  auf  jeden  folgenden  Knoten  verringert,  so  dass 
jetzt  vielleicht  die  Krümmung  in  einem  Knoten  beginnt,  der  bisher 
die  Last  nicht  zu  bewältigen  vermochte* 

Bei  der  apicalen  Lage  der  Aehre  und  der  ansehnlichen  Länge 
des  Halmes  ist  das  statische  Moment  für  den  basalen  Knoten  eines 
horizontal  gehaltenen  Grashalmes  sehr  ansehnlich.  Zur  Ermittlung 
dieses  statischen  Moments  bestimmt  man  den  Schwerpunkt,  den  Punkt 
bei  dessen  Unterstützung  der  Halm  in  horizontaler  Lage  balancirl, 
ferner  das  Gesammtgewicht.  Das  Product  dieses  mit  der  Distanz  des 
Schwerpunktes  von  der  Basis  ist  das  in  Bezug  auf  diesen  Punkl 
gesuchte  statische  MomenL 

Ein  kräftiger  1,46  m  holier  Roggen,  dessen  Aehre  der  Reife 
entgegen  ging,  wog  z.  B.  8,5  g,  Ba  der  Schwerpunkt  von  dem 
basalen  Knoten  630  mm  entfernt  war,  so  hatte,  bei  Horizonlalstellung 
des  Ganzen,  das  5,5  mm  dicke  Gelenk  einer  Kraft  entgegenzuwirken, 
die,  in  Bezug  auf  einen  Hebelarm  von  1  mm,  einem  statischen  Mo- 
ment von  5355  g  entsprach. 

Für  ein  etwas  jüngeres  Exemplar  von  Triticuni  vulgare,  dessen" 
basaler  Knoten  aunUhernd  den  in  Versuch  40  (p.  395)  angegebenen 
Dimensionen  entspracli,  ergab  sich  ein  statisches  Moment  von  2500  g. 
Da  der  Versuch  40  aber  als  Maximalleistung  ein  statisches  Moment 
von  2291  g  verzeichnet,  so  ist  zur  Bewältigung  des  Momentes 
von  2500  g  kaum  ein  jüngerer  Knoten  geeignet,  ein  älterer  mit 
schon  starrem  Stengeltheil  aber  nicht  mehr  bet^ahigt.  Ohne  weiteres 
Eingehen  auf  Details  mag  nur  noch  erwähnt  sein,  dass  für  einen 
blühenden,  kräftigen,  i,04  m  hohen  Cin€|uantinomais,  bei  Horizootal- 
stellung,  für  die  Basis  ein  statisches  Moment  von  46,2  kg  ermilteli 
wurde. 
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F.  Bemerkungen  über  die  Krümmimgsmechanik. 

Es  diliflc  hier  ara  Platze  sein,  einen  kurzen  Ausblick  auf  die 
Mechanik  der  Krümniungsbevvcgungen  anzuschÜessen,  wenn  ich  auch 
Ihatsächlich  nichts  principiell  Neues  den  in  der  Physiologie  {Bd.  II, 
p*  177)  entwickelten,  aber  öfters  nicht  genugsam  beachteten  Grund- 
ziigen  hinzuzufügen  habe. 
^  Selbstverständlich  ist  zur  Erzielung  der  Krümmung  eine  relativ 
■ungleiche  \  eiiängeniog  der  antagonistischen  Hälften  nothwendig  und 
dieses  Ziel  wird  entweder  durch  entsprechende  Vertheilung  des 
Wachsthums  (Wachsthumskrtlmmung)  oder  durch  elastische  Dehnung 
der  Zellwände  (Variationsbewegung)  erreicht.  Der  Krümmung  an 
sich  aber  veruag  man,  ebensowenig  wie  einer  Bewegung  Uber- 
liaupt,  anzusehen,  mit  welchen  Energie-  und  Uilfsmitleln  sie  erreicht 
wurde.  Die  Aufdeckung  dieser  ist  eben  eine  der  Aufgaben  und 
diese  flillt  bei  Wachsthumsbewegungen  mit  der  Ermittlung  der  Wachs- 
thumsmechanik  zusamiueii,  die  durchaus  nicht  in  allen  Fällen  völlig 
identisch  sein  muss,  ja  im  weitern  Rückverfolg  auf  die  Kette  der 
maassgebenden  und  mithelfenden  Factoren  sicher  sehr  oft  Differenzen 
aufzuweisen  hat. 
^L  Da  aber  eine  Turgorsteigerung  keineswegs  eine  allgemeine  Be- 
dingung für  die  Beschleunigung  des  Wachsens  ist,  so  ist  eine  Turgor- 
Steigerung,  resp,  eine  Turgordifferenz  auch  nicht  als  allgemeine  oder 
primäre  Ursache  der  das  Krümmen  herbeiführenden  Wachsthums- 
vertheilung  zu  erwarten.  Wo  während  des  KrUmraens  eine  Turgor- 
Steigerung  sich  einstellt,  werden  wir  dieselbe  vielmehr  als  ein  unter- 
stützendes Miltcl  im  analogen  Sinn  anzusehen  haben,  wie  in  den 
Leistungen  gegen  Widerstände,  in  denen  ebensowohl  Veränderlichkeit 
als  Constanz  des  Turgors  gefunden  wird, 
K  In  Triticum  vulgare  und  spelta,  in  deren  Knoten  bei  voller 
^nechanischer  Hemmung  der  Krümmung  eine  Turgorschwellung  fehlt, 
bleibt  eine  solche  begreiflicherweise  auch  aus,  wenn  die  Krümmung, 
unter  Leistung  geringer  oder  ansehnlicher  Aussenarbeit,  realisirt  wird. 
In  Hordeum  dagegen  wird  die  Turgorschwellung  um  so  ansehnlicher, 
je  höher  der  zu  überwindende  Widersland  ist.  Fehlt  deshalb  eine 
Turgorsteigerung  unter  normalen  Krümmungsbedinguogen,  so  ist  nicht 
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ausgeschlossen,  aber  nicht  nothwendig,  dass  jene  sich  bei  Steigerung 
des  zu  bewältigenden  Widerstandes  einstellt.  ThatsÜchUch  scheint  eine 
Turgorgteigeriing  in  normalen  Wachsthimiskrümmungeo  h<iuGg  nicht 
einzutreten  und  Wobtmans^)  sowie  Noll'^)  vermissten  eine  solche 
in  den  von  ihnen  untersüchlen  geotropischen  Krümmungen  gänzlich. 
Ja  diese  Forscher  beobachteten  sogar  bei  Krüaimungsbevvegungen, 
in  dern  sclmeller  wachsenden  Gewebe  der  Convexhälfle,  eine  geringe 
Abnalime  der  Turgorkraft.  Ein  solches  Verhalten  ist  übrigens  gut 
zu  verstehen,  da  auch  das  Constanterhalleo  der  Turgorkrafl  eine 
regulatorische  ThätigkeiL  fordert  und  schliesslich  jede  Selbstregulation 
nur  innerhalb  gewisser  Grenzwerlhe  eine  Differenz  zu  vermeiden 
vermag  (vgl  p.  30 i). 

Dagegen  können  bei  constanter  Elasticität  der  Zell  wand  Be- 
wegungen nur  durch  Tyrgorvtnünderungen  erzielt  werden  und  dieses 
Mittel  ist  bei  den  Reizbewegungen  der  Staubfäden  der  Cynareen, 
der  Gelenke  von  Miniosa  u.  s.  w.  in  der  Pflanze  dienstbar  gemacht 
Auch  die  geotropischen  und  lieliotropischeii  Variationskrümmungen 
der  Gelenke  von  Phaseolus  u.  s,  w.  mag  die  real  gefundene  Turgor- 
änderung^)  betreiben,  wenn  es  auch  noch  fraglich  bleibt,  ob  letztere 
allein  in  diesen  und  den  nyctitropischen  Variationsbewegungen  ent- 
scheidend ist^). 

Schon  der  Vergleich  der  Variations-  und  Wachsthumsbevvegun- 
gen  lehrt,  dass  die  mechanischen  Mittel  der  Ausführung  selbst  dann 


<)   Berichte  tL  bölan,  Gesellschafl  <887^  p*  96t. 

I)  Arbeit,  d,  bot»  tnslituls  in  Würzbiirg  i888,  Bd.  HI,  p,  (JiL  Vgl.  auch 
Pfeffer,   Energelik   189^2,   p.  i?7. 

3)  HiLBURG^  UDlersuch.  :k  d.  botan.  Inslitul  in  Tübingen  1881,  Dd.  I,  p.  3f. 
Die  gefundenen  Differenzen  voa  i  Proc.  Kalisalpeter  entsprecben  einer  Turgor- 
intensitäl  von  3,6  Atmosphären. 

I]  Eine  nur  transiloriscbe  und  stels  rückgrmgig  werdende  TurgorschwankuDg 
ist  naiüriicb  aof  plasmolytischem  Wege  nicht  zy  erkennen.  So  liegt  die  Sache 
bei  Mimosa  u»  s.  \\\  und  niogtieh  wäre  auch,  dass  aus  sofchcm  Grunde  in  den 
aus  den  Gelenken  hergestelhen  Schnitten  bei  nycliiropischen  Bewegungen  eine  Tur- 
gordilferenz  nicht  zu  erkennen  ist  [vgl,  Pfbffeu,  Energetik  i892,  p.  Ä28)»  Docli 
ist  eine  Vermittlung  durch  eine  im  Diensle  des  Lebens  sich  vollziehende  ElasticilÜts- 
Underung  in  der  nicht  wachsenden  Haut  ebenfalls  mugtich  und  TorsionserscheiDungen 
dürften  eine  solche  bis  zu  einem  gewissen  Grade  erfordern.  Dass  in  Wurzeln 
und  in  Gr.isknolon  sich  die  durch  Widersinnde  reducirle  Turgorsteigerung  bei 
Plasmolyse  erhiitl,  wurde  in  dieser  Arbeit  speciell  erwiesen. 
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nicht  immer  dieselben  sind,  wenn  formel!  ähnliclie  Erscbeiniingen 
durch  dasselbe  äussere  Agens  veranlasst  werden.  Die  immer  und 
specielt  auch  in  Bezug  auf  KrOmmungsbewegung  wiederkehrende 
Forderung,  dass  die  Mechanik  überall  identisch  sei,  ist  nur  aus  der 
natürlicheo  Neigung  zu  vereinfachendem  Scliematisiren  oder  aus  eng- 
herziger Betrachtung  der  lobenden  Natur  zu  verstehen.  Denn  in  dem 
gesammten  organischen  Gelriebe  tritt  allgemein  eine  bevvunderos- 
werthe  Mannigfaltigkeit  uns  entgegen  und  dieses  auch  in  Bezug  auf 
die  Wege  und  Miltel,  auf  die  Combinafionen,  mit  denen  die  Ziele 
erreicht  werden.  Der  morphologischen  Betrachtungsweise  drangt 
sich  solches  so  unwiderstehlich  auf,  dass  es  längst  anerkannt  wurde, 
doch  liefert  auch  die  Verwendung  der  Blallorgane  zum  nahrungs- 
bereitenden  grünen  Laubhialt,  zur  Construction  der  Sexualorgane,  zur 
Uebernahou?  der  Functionen  der  Wurzel  sprechende  Beispiele  dafür, 
dass  mit  demselben  Ausgangsmrllel  Verschiedenes  erzielt  wird,  um- 
gekehrt wird  auch  dei"  functionellen  Bedeutung  nach  Gleiches  mit 
verschiedenen  Mitteln  erreicht.  Dieses  lehrt  nicht  minder  die  ver- 
schiedene Manier,  in  welcher  organische  Nahrung  gewonnen,  in 
welcher  ferner  dasselbe  Product  erzeugt  wird  und  das  Leben  mit 
und  ohne  SauerstoDTathmung  liefert  ein  schönes  Argument,  wie  eng- 
herziges Schematisdren  sich  gegen  eine  physiologisch  so  bedeutungs- 
volle Thatsache  verschloss,  die  auf  ditTerenle  Gewinnung  der  nöthigen 
Betriebsenergie  hinausläuft. 

Auch  s[>eciell  die  Wachsthunismechanik  der  Zellhaut  spielt  sich 
sicher  nicht  in  allen  Füllen  in  ganz  identischer  Weise  ab  und  selbst 
>venn  die  letzten  Acte  volle  Uebereinstimmung  bieten  sollten,  muss 
der  eausale  weiter  und  weiter  gehende  Rückverfofg  auf  DitFereozen 
fuhren,  sofern  überhaupt  solche  Ditrerenzen,  wie  es  Thatsache  ist,  in 
dem  SloÖ-  und  Kraft weclise!  geboten  sind.  Krümmungsbewegungen 
aber  können  in  der  maassgebeoden  nächsten  Mechanik  noch  dann 
Unterschiede  bieten,  wenn  die  Wachsthumsmechanik  der  Zellhäute  sich 
in  gleicher  Weise  vollziehi. 

p  Es  wäre  aber  nicht  nur  unpraktisch,  sondern  auch  historisch 
ungerechtfertigt,  den  BegritT  von  Geotropismus,  Ileliotropismus  u.  s.  w. 
auf  eine  ganz  bestimmte  einzelne  Bewegungsmechanik  einzuschränken. 
Denn  diese  Bezeichnungen  wurden  ohne  jede  Kenntniss  der  inneren 
Vermittlung   eingeführt^   um    damit   habituell    ähnliche,    durch    einen 
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bestimmten  äusseren  Anstoss  veranlasste  Erscheinungsformen  zu  kenn- 
zeichnen. Eine  solche  generelle,  auf  leicht  zugSingliche  Indicien  ge- 
baute Zusammenfassung  ist  aber  absolut  unerlUsslich,  wenn  man 
nicht  Gefahr  laufen  will,  mit  der  fortschreitenclen  ErkeonlDiss  von 
Differenzen  in  dem  irgendwie  vermittelnden  Getriebe  den  wohlbe- 
rechtigten Einheitsbegriff  für  Gruppen  von  Erscheinungen  zu  ver- 
lieren^). Auch  der  Name  DaiDpfioaschine  hat  sich  in  generellem 
Sinne  erhalten,  obgleich  die  jetzt  bekaunten  Maschinen  von  der  ersten 
zu  Bewegungen  benutzten  Maschine  in  ihren  näheren  Constructionen 
und  Anordnungen  wesentlich  abweichen. 

Was  die  nüchsle  mechanische  Vermittlung  der  Krümmung  an- 
belangt, so  ist  klar,  dass  bei  einzelligen  Organismen  im  allgemeinen 
die  Wachsthumsdifferenz  in  den  antagonistischen  Flanken  der  Zellwand 
eine  nothwendige  Bedingung  ist.  In  Geweben  dagegen  kann  eine 
Krümmung  zu  Stande  kommen,  ohne  dass  die  einzelne  Zelle  ein  aclives 
Krümmungsstreben  entwickelt.  Denn  es  genügt,  dass  excentrisch 
situirte  Elemente  eine  totale  oder  relative  Wachsthumshemmung  er- 
fahren, um  die  Bedingungen  für  die  Krümmung  in  analoger  Weise 
herzustellen^  wie  in  einer  Wurzel,  deren  eine  Flanke  mit  einem  Stahl- 
streif oder  Kautschückstreif  verkettet  ist  (p.  392).  Die  Einkrümmung 
erfolgt  jetzt,  obgleich  die  Wurzel  für  sich  geradlinig  zu  wachsen 
strebt,  und  die  dem  Abstand  von  der  neutralen  Achse  entsprechend 
geregelte  Ausgiebigkeit  des  Waclisens  mag  daran  erinnern,  dass  zu 
solcher  liaimonischen  Regulation  die  mechanischen  Wechselwirkungen 
und  nöthigenfalls  die  daraus  entspringenden  Reizwirkungen  zureichend 
sein  können^. 
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t]  Heliolropismus,  Geotropismus  eic.  bezogen  sich  zymiclisl  nur  auf  ent- 
sprechende Krümmungen,  das  einzig  magltche  Reactions vermögen  festgewurzelter 
PIlaozen«  HiÄtorisch  ist  also  niclils  tlagegea  zu  sagen^  wenn  man  cioer  mit  der 
freien  Ortsbewegung  anderen  Erschcmnngsforra  der  fteaction  die  Bezeichnung  Geo- 
laxis,  Pholotaxis,  Chemotaxis  u.  s.  w.  gibt.  Ein  solches  Vorgeheu  ist  aber  praktisch, 
um  stels  zu  kennzeichnen,  ob  man  die  Erseheinungsform  der  Krümmungsbewegung 
oder  freien  Ortsbewegung  im  Äuge  hat,  lieber  die  innere  VermiUluug  u.  s.  w. 
ist  also  damit  gar  nichts  Näheres  ausgesagt.  Doch  müssen  bei  aller  physiologi- 
schen Uebereinstimmung  gewisse  DilTerenzen  bestehen,  schon  \^'eil  beim  Schwim- 
men die  nächste  mechanische  Erzielung  der  forttreibenden  Kraft  in  anderer  Weise 
als  beim  Krümmen  sich  voll  zieht. 

2)   Dieses  gilt  auch  für  die  passiv  mitgekrünmvteji   J  heile. 


JtüClt-  ünt>  AnBEITSLEISTtiPffi   DünCK   WACHSEPfDE  PfLANZEH. 
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m       Ich  bin  weit  entfernt,    diese  einfache  Mechanik  für  alle  Krüm- 
■Dungsvorgänge   zu    fordern,      Fur   die  Grasknoten   habe   ich  ioi  Ge- 
gentheil    hervoj gehoben,    dass    und   warum   eine   aclive   correlative 
Wachslhumsthätigkeit  in  den  verschiedenen  Collenchymstriingen  noth- 
wendig    ist   und   analog   wird   es    gewiss    sehr    gewöhnlich   in   den 
autonomen    oder   in    den   durch  Reize   inducirten  Krümmungen  sein. 
Jch  wollte  hier  nur  hervorheben,  dass  in  Geweben  eine  Krümmung 
piuch   ohne  KrUmmungsbestrebungen    der  einzelnen  Zelle  möglich  isl 
und  es  würde  eher  wunderbar  sein,  wenn  diese  Möglichkeit  in  der 
Pflanze    nicht    ausgenutzt   wäre,    z,  B.    indem    die   Retardirung   des 
Wachsens  in  einzelnen  geeignet  gelegenen  Eieraenlen,  oder  die  Aus- 
bildung   resistenlerer   Zellen    die   Veranlassung   zu   Krümmungen    im 
roben  angedeuteten  Sinne  abgibt. 

■  Eine  solche  Mechanik  ist  aber  nur  in  Geweben  möglich  und  nur 
pn  solchem  Sinne  habe  ich  auf  die  ja  unbestreitbare  theoretische  Mög- 
lichkeit einer  derartigen  Krümmung  mit  dem  Bemerken  aufmerksatu 
gemacht^  dass  unter  Umständen  ein  Unterschied  zwischen  der  Krüm- 
mung einer  einzelnen  Zelle  und  eines  Gewebes  bestehen  könne*). 
Uebrigens  ist  nicht  zu  vergessen,  dass  das  Krümmungsbestreben  der 
einzelnen  Zellen  für  sich  nicht  ausreicht,  um  einen  dicken  Stengel 
zum  Krümmen  zu  bringen,  da  zur  Reahsirung  dieses  zugleich  eine 
relative  Verschiebung  der  Wachsthumsschnelligkeit  eintreten  moss, 
also  das  schon  oben  erwähnte  Fundament  der  Gewebekrtimmung 
unerlässlich  ist. 

b  Es  bezieht  sich  alles  dieses  —  was  offenbar  vielfach  nicht  be- 
achtet ist  — '  ganz  allein  auf  die  Mechanik  des  Krümmens,  nicht  auf 
die  des  Wachsens.  Ueber  diese  sagt  keine  Bewegungserscheinung  an 
sich  etwas  aus  und  mit  derselben  Wachsthumsmechanik  kann  eben- 
sowohl die  Krümmung  einzelliger,  wie  vielzelliger  Organe  erreicht 
werden,  wenn  nur,  was  immer  Voraussetzung  bleibt,  die  ent- 
fcprechende  Vertheilung  des  Zellhautwachsthums  erreicht  ist.  Auch 
wt  einleuditend ,  dass  es  sich  nur  um  einen  Unterschied  in  der 
Krümmungsmechanik  nicht  aber  in  der  Wachsthumsn:echaüik  handelt, 
wenn  als  active  Krümmungsursache  die  Wandung  der  einzelnen  Zelle 
das  einemal  eine  gleichmässige,  das  anderemal  eine  local  verschiedene 
kenderung  des  Wachsens  anstrebt. 

Physiologie  M.  II,   p.  «82,  3««, 
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Was  in  einem  concreten  Falle  zütrilTt,  ist  nur  schwer  zu 
scheiden,  da  die  Realisii  ung  der  KrüniTuunp  jedenfalls  eine  ungleich- 
seitige Veriüngerung  in  der  einzelnen  Zelle  herheifilhrL  In  dem  Knoten 
der  Grüser  dtii  fle,  so  niöclile  ich  glauben,  in  den  einzelnen  Elemenlen, 
insbesondere  in  den  Gollenchymzellen  eine  active  Krümraungsthäügkeit 
durch  die  geotropisehe  Reizung  veranlasst  werden.  Entscheidende 
Beweise  für  diese  Meinung  kann  ich  freilich  nichl  beibringen  und 
diese  sind  u.  a.  auch  nicht  aus  der  Thatsache  ab;culei(en,  dass  nach 
Entfernung  des  äusseren  und  inneren  Parenchyms  des  Blaltknoteos 
die  geotropische  Keactionsfähigkeii  noch  vorhanden  ist. 

So  viel  ist  aber  hinsichtlich  der  Wachsthurnsraechanik  sicher,  di 
eine  plastische  Dehnung  nicht  die  Ursache  der  gcotropischen  Krümraung 
im  Grasknoten  sein  kann,  denn  die  elastischen  Verhtiltnisse  des  Collen- 
chyms  erlialten  sich  dauernd  derartig,  dass  selbst  eine  viel  höhere  als 
die  im  Knoten  zur  Verfügung  siehende  mechanische  Energie  eine  Ueber- 
schreitung  der  Elasticitätsgrcnze  nicht  herbeizuführen  vermag  (p.  405)» 
Das  in  diesem  und  in  anderen  Übjecten  im  Gipsverband  bis  zum 
Entspannen  fortschreitende  Wachsen  kann  überhaupt  nicht  durch 
plastische  Dehnung  der  Haut  erklärt  werden. 

Als  Folge  dieses,  trotz  der  mechanischen  Hemmung  fortschreW 
tenden  entspannenden  Wachsens,  kommt  mit  dem  Entgipsen  die  Ver- 
lUngerung  der  isolirten  Wurzeln  und  analog  die  massige  Krümmung  der 
zuvor  horizontal  g<?haltenen  Grasknolen  zu  Stande*)*  Doch  ist  natürlich 
nicht  für  jede  sichtbar  werdende  Krümmung  ein  realisirtes  Flächen- 
wachsthum  der  Zellhaut  nothwendig,  denn  die  Krümmung  kann,  abge- 
sehen von  Turgorditferenzen,  auch  durch  eine  ungleiche  Dehnbarkeit  der 
Wandung  veranlasst  werden,  welche  im  Näheren  wiederum  auf  Differen- 
zen in  der  Dicke  oder  in  der  Elaslicität  beruhen  kann.  Wenn  aber  ia 
der  Vertheilung  solcher  VerlUiltnisse  eine  Asymmetrie  besteht,  muss  bei 
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\]  Wird  eine  eingegipste  Wurzel  von  Faba  3  Tage  horizontal  gehalieo  und 
dann,  mit  tljunlicbster  Vermeidung  von  Zerrungen,  entgipst,  so  IriU  eine  merk- 
liche geotropische  Krüiomung  weder  sogleich^  nach  nach  Injeclion  mit  Wasser! 
ein*  Die  plastischen  Eigensehaften  der  Wurzel  fiilleu  freilich  in  diesen  Versucheo] 
ins  Gewicht,  doch  ist  immeriiin  dem  besagten  Erfolge  zu  eniDehmenj  dass  unter 
diesen  Versuchsbedingungen^  in  welchen  die  Gesammtreaction  gegen  eine  Wjderlage 
zur  Geltung  kam,  eine  erhebliche  DilTerenz  in  der  Dehnbarkeit  der  Wandungen 
oder  im  Turgor  zwischen  Ober-  und  Unterseite  sich  nicht  einstellle,  da  tn  diesem 
Falle  eine  Ileugung  hätte  eintreten  müssen. 
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symnieliischer  VerlheiluDg  der  Turgorenergie  eine  enlsprecheodo 
Beugung  einlrelen.  Falls  eine  solclie  gänzlich  felilt,  kann  auch  kein 
Unterschied  in  der  Aushiegung  eintreten,  wenn  ein  Übject  durch  ein 
bestimmtes  Gewicht  abwechselnd  nach  der  einen  und  andern  Seite 
gebeugt  wird,  eine  Methode,  die  zunächst  nur  auf  leichtere  Wahr- 
nehmbarkeit der  besagten  Widerstandsdifferenzen  berechnet  ist. 

Solche  Beugungsunterschiede  können  aber  immer  noch  das  Re- 
sultat verschiedener  Complicalionen  sein.  Ohne  näher  hierauf  einzu- 
gehen ist  doch  klar,  dass  man  nicht  aus  denselben  mit  Noll*)  auf 
eine  Zunahme  der  Dehnbarkeit  in  der  Convexseite  schliessen  darf, 
da  jede  relative  Verscluebung,  also  auch  eine  Zunahme  der  Elasti- 
citat  auf  der  Concavseite,  den  analogen  Erfolg  halien  muss.  Weiter 
aber  darf  eine  gemessene  Differenz  der  Dehnbarkeit  als  Ursache  der 
Krümmung,  d.  h.  des  entsprechenden  Wachsthums,  doch  erst  dann 
angesprochen  werden,  wenn  erwiesen  ist,  dass  jene  nicht  selbst  die 
Folge  des  Wachsens  ist.  Letzteres  ist  aber  z,  B.  gewiss  der  Fall, 
wenn  die  Dehnbarkeit  der  Zetlwandungen  mit  dem  Eingipsen  ab- 
nimmt oder  Vvonn  ein  mechanischer  Zug  ziemlich  schnell  eine 
Steigerung  der  Tragfähigkeit  in  den  Zellwandungen  veranlasst^).  In 
beiden  Fällen  ist  dieser  Unterschied  schon  physikalisch  messbar,  bevor 
man  eine  Verdickung  der  Wanilungen  unzweifelhaft  zu  erkennen  ver- 
mag und  Aelmliches  kann  sehr  wohl  bei  geotropischen  und  anderen 
Krümmungen  zutreffen,  Zugleicli  kommen  mit  dem  Anstreben  der 
Krümmung  antagonistische  Wirkungen  der  Gewebe  zur  Geltung, 
die  selbst  wieder  Veranlassung  zu  Wachsthumsunterschieden  geben 
können. 

Ohne  die  Möglichkeit  leugnen  zu  wollen,  dass  Zunahme  der  Dehn- 
barkeit eine  Ursache  des  Flächenwachsthums  der  Zellhaut  in  con- 
crelen  Fällen  werden  kann  (vgl.  Kap,  XIII),    muss   doch  betont  wer- 


t)  Arbcilen  des  bot.  ffistiluls  id  Würzburg  1888,  Bfl*  IH ,  p.  SU.  Aebn- 
üche  Versuche  wurdon  auch  scboQ  von  Wiesäkw  angesleiU.  Vi;L  PrEKi^EH,  Hiy- 
sLologie  M.  II,   p,  32^. 

S)  Näheres  wird  die  demiilichst  erscheinende  Arhcil  Heikle b's  bringeü,  über 
die  ich  eine  vorlaufige  MiUheiking  gab  in  Bericht  d,  Sachs,  GescUschafl  d>  Wisscn- 
ftchaflen  i89i,  p.  638.  —  In  dieser  Arbeit  Hegleh's  werden  auch  die  anatomi- 
schen Äenderungen  bei  ausgeführten  oder  gehemmten  Bewegungen  der  Grasknoten 
erörtert  werden. 
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den,  class  Noll's  Veisucbe  diese  AnDahme  nicht  beweisen.  Nur  um 
auf  dieses  hinzuweisen,  niusste  ich  hier  auf  diese  Beugungsversuche 
etwas  eingehen,  die  auch  \vh %  in  methodisch  ähnlicher  Weise  wie  Noix, 
mit  Grasknoten  anstellten,  welche  während  24  bis  48  Stunden  in 
horizontaler  l.age  in  einem  anschliessenden  Gipsverband  zugebracht 
halten. 

Der  Ausfall  der  Resultate  lehrte  indess,  dass  es  sich  hier  um 
verwickelte  VerhUltnisse  dreht,  deren  Zergliederung  hier  nicht  ver- 
:5ucht  werden  soll.  An  den  direcl  dem  Gips  entnommenen  intacten 
oder  halbirten  Knoten  ergab  sich  keine  sichere  Bevorzugung  der 
Ausbiegung  nach  der  zuvor  aufwärts  oder  abwärts  gerichteten  Seite*)* 
Wenn  aber  auf  die  Objecte  einige  Zeit  eine  nicht  plasnaolysirende 
Salpeterldsuog  eingewirkt  hatte,  kehrte  in  Wasser  wohl  die  frühere 
Biegungsfestigkeit  zurück,  die  Ausbiegung  nach  der  (geotropiscb) 
oberen  und  unteren  Seite  zeigte  aber  jetzt  Unterschiede,  die  wenig- 
stens zumeist  in  demselben  Sinne  ausGelen. 


XII.  RückbUck. 

Zum  Schluss  dürfte  ein  allgemeiner  Ausblick  am  Platze  sein, 
der  zugleich  eine  Zusammenfassung  der  wesentlichsten  Resultate 
unserer  Studien  bietet. 

Es  ist  eine  wichtige  und  wesentliche  Eigenschaft  der  Pflanzen, 
dass  sie  beim  AuftrefTen  auf  Hemmnisse  ihr  Wachsthum  fortzusetzen 
streben  und  Hand  in  Hand  damit  gegen  Widerstände  Druckwirkungen 
und  Arbeitsleistungen  zu  vollbringen  vermögen.  Diese  Fähigkeit  ist 
sicherlich  eine  allgemeine  Eigenschaft  jedes  wachsenden  Pflanzentbeils 
und  jeder  wachsenden  Zelle,  eine  Fühigkoit,  die  erst  mit  dem 
Wachsthum  erlischt,  also  auch  dann,  wenn  etwa  durch  die  von 
dem  Widerstand  ausgehende  Reizwirkung  das  Wachsthum  sistirt 
und  so  das  Zustandekommen  von  weilerer  Aussenleislung  verhin- 
dert wird. 


l)   Nach  voMstUudiger  Auriiebuiig  des  Ttirgors  sinkt  die  BicgungsresUgkett  ito 
jungen  Graskooteu    etwa  *iuf  \  der    narmalcn  Grösse,    TVlilirend    io    UUeren  Gras- 

kuolea  ein  viel  geringerer  Rückgaog  eintritt. 
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Naturgemftss  wiid  aber  diese  Fähigkeit  in  sehr  verscliiedenetii 
Grade  in  Anspruch  genommen.  Denn  ohne  äusseren  Widerstand 
gibt  eB  keine  Aussenleislung,  die  also  gering  ausfällt,  wenn  der 
Widerstand  von  Wasser  oder  Luft  zu  überwinden  ist,  während  sie 
z.  B.  im  Erdboden  geringe,  aber  auch  sehr  hohe  Werlhe  erreichen 
kann,  Üebrigens  ist  auch  die  Hebung  der  eigenen  Last,  die  Sprengung 
der  Knospenschupiien  durch  den  wachsenden  Spross,  der  Üurchbrueh 
der  Seitenwurzeln  u.  s.  w.  für  das  aclive  Pllanzenorgan  eine  Aussen- 
arbeit,  wie  denn  überhaupt  für  jede  einzelne  Zelle  in  einem  Ge- 
webe die  umgebenden  Zellen  eine  Aussenwelt  sind,  welche  Ihatsäch- 
lieh  sehr  hohe  Widerstände  bieten  kann. 

Zu    höherer  Aussenleisluui^    kann   es   nur  dann  kommen,   wenn 

Ausweichen    und  Aus  biegen   ausgeschlossen    ist,    und   nur   wenn  die 

genügende  Widerlege  geboten  ist,  wird  die  Entwicklung  des  höchsten 

Druckes  möglich.     Diese  Bedingungen  wurden  in  unseren  Versuchen 

durch  den  Gipsverband  hergestellt,    doch  werden  sie  gelegentlich  in 

der  Natur  realisirt,  so  z.  B.  wenn  Wurzeln  in  enge  Kanäle  eindringen 

oder  wenn  ein  Slamra  in  geeigneter  Weise   zwischen  Felsen  geräth. 

Auch    in   der   Führung   des    wachsenden  Grasstengels    in    der  Hahu- 

scheide    und    in    ähnlichen    Verhältnissen    sind    die   Bedingungen   für 

liohe  Leistungen   (Gewichtshebung  etc.)  durch  an  sich  wenig  resistente 

CJewebe  hergestellt.  ^ 

Wie  weit  ohne  allseitige  Widerlage,  aber  bei  zureichender  Be- 
festigung, das  Ausbiegen  vermieden  wird,  also  die  Aussenenergie  der 
Pflanze  steigen  kann,  hängt  selbstverständlich  von  den  Eigenschaften 
des  Pflanzenorgans,  insbesondere  von  dessen  biegungsfestem  Bau  ab. 
Dieserhalb  vermögen  die  leicht  biegsamen  und  plastischen  Wurzeln  nur 
geringen,  die  Stengel  aber  schon  höheren  Druck  in  Richtung  der  Längs- 
achse zu  entwickeln.  Auch  müssen  die  Stengeloi'gane  an  sich  ge- 
nügend biegungsresl  gebaut  sein,  da  sie  die  Last  der  höher  stehen- 
den und  ansitzenden  Theile  zu  tragen  und  in  deren  geotiopischer 
Hebung  unter  Umständen  eine  ansehnliche  Arbeit  zu  leisten  haben,  ein 
Fall,  der  in  Bezug  auf  die  Grasknoten  näher  behandelt  wurde.  So  kann 
auch  die  feste  Widerlage  des  Holzkörpers  die  Entwicklung  eines  hohen 
Druckes  durch  die  Thätigkeit  des  Cambiums  und  der  wachsenden 
Zellen  gestatten.  Ferner  vermögen  selbst  jugendliche  Wurzeln  durch 
ihr  Dickenwachsthum  mit  hoher  Energie  gegen  zwei  Pialten  zu  wir- 
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ken,  wenn  auch  so,  währeod  seiUiche  Verbreiterung  ausgeführt  wird, 
der  Druck  nichl  dieselbe  Höhe  zu  erreichen  scheint,  wie  bei  allsei- 
tiger Widerlage.  Eine  solclie  kann  ttbrigons  vollständig  durch  Um- 
hüllung einer  nach  Wachsthum  strebenden  Zelle  mit  anderen  Elemenlen 
im  Inneren  eines  Gewebes  liergeslellt  werden. 

Vermöge  der  biegsamen  unit  plastischen  Eigenschaften  wird  also 
eine  Wurzel  in  einem  Boden  zumeist  unter  Umgehen  von  Steinen  u.s.w* 
ihren  Weg  finden  und  demgemilss  in  dem  Streben  nach  Längen- 
wachsthum  gewöhnlich  geringe  Aussenenergie  entwickeln^  die  eben 
nur  dann  höher  angespannt  wird,  wenn  ein  Ausweichen  unmOglicb 
isL  Höher  steigt  schon  der  Qnerdruck  der  in  einen  engen  Spalt 
geraUienen  Wurzel,  die  sich  durch  das  nach  Möglichkeit  ausgeführte 
Wachsen  abflacht.  Ein  solches  thunlichstes  ReaUsiren  des  Wachsens 
führt  überhaupt  zur  festen  Anschmiegung  an  eine  Widerlage  und 
ermöglicht  der  plastisch  bildsamen  Wurzel  ihren  Weg  selbst  durch  eine 
recht  enge  Oeffnung  zu  finden.  Analoges  tritt  übrigens  in  mehr  oder 
minder  auiTätligem  Grade  allgemein  ein.  So  ist  z.  B.  der  hervor- 
brechende  l^allus  ebenso  zur  Ausfüllung  einer  Form,  gleichsam  wie 
eine  plastische  Masse,  befähigt,  und  durch  localo  mechanische  Hern* 
mung  des  Dickenwachsthums  kann  man  z.  B.  dem  Stamme  die  mannig- 
l'achsle  Gestaltung  des  Umrisses  er th eilen. 

Die  speciOsch  dilTerenle  Fähigkeit  zur  Druckentwicklung  gegen 
eine  unnachgiebige,  allseitige  Widerlage  wird  zweifellos  der  Inan- 
spruchnahme der  Pflanzen  mehr  oder  weniger  angepassl  sein*  In 
unseren  Versuchen  entwickelten  die  Keimwurzeln  in  der  Längßrichtung 
eine  Druckintensität  von  etwa  7  bis  12  Atmosphären^  während  die 
Inlensitiit  des  Querdruckes  etwas  geringer,  annähernd  zwischen  4^ 
bis  6f  Atmosphlii^en  (vielleicht  zuttiflig)  gefunden  wurde.  Eine  solche 
Ditierenz  zwischen  Längs-  und  Querrichtung  zeigen  nicht  die  Versuche 
mit  Keimstengeln,  die  als  Druckintensität  Sj^  bis  7i  Atmosphären 
ergaben.  Diese  IntensitlH  dürfte  in  der  geotropischen  Action  der 
Grasknoten  15 — 16  Atmosphären  erreichen,  also  derjenigen  gleich- 
kommen, welche  nach  Kbabrh  das  angesli-ebte  Dickenwachsthum  der 
Bäume  zu  entwickeln  vermag.  Diese  Mitteiwerihe  schliessen  nicht 
aus,  ja  lassen  sogar  erwarten,  dass  die  Intensität  der  Aussenleislung 
in  einzelnen  Zellen  erheblicher  ist  und  für  die  Wurzel  wurde  %.  B. 
dargethan,  dass  diese  Intensität  nach  der  Spitze  bin  zunimmt. 
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Voraiissiehllich  sind  die  meisteo  Pflanzen  zu  erheblicher  Ener- 
ieeolwicklimg   befuhigt   uod  wahrscheinlich  wird  die  DrucklUhigkeit 

'wachseoder  Pllanzenlheüe  seilen  unter  3  bis  5  Ahwosphäien  sinken. 
Die  absolute  Energie  ist  natüilich  bei  kleinen  Pflanzen  gering,  wäh- 
rend sie  mit  Zunahme  der  wirksamen  Fläche  sehr  hohe  Werthe 
erreichen  kann.  So  ist  es  möghch,  dass  giössere  Wurzeln  oder 
SlammslUcke   mit   einer   Kraft   von    mehr   als   6000  kg   wirken    und 

BS  wird    wohlverstclndlich,    dass   durch   solclie  Aussenenergie    selbst 

■Felsen  gesprengt  werden  können. 

m  Nach  dem  Auftreffen  auf  eine  Widerlage  beginnt  sogleich  die 
Entwicklung  von  Anssendruck,  dessen  anfangs  schnellere  Zunahme 
allmählich  langsamer  und  langsamer  wird*  So  war  z.  B,  bei  Wur- 
zel o  schon  nach  3  bis  4  Tagen  die  Druckzunahme  sehr  gering,  doch 
nicht  ganz,  wenigstens  nicht  in  der  Querriehtung  erloschen,  da  ge- 
legentlich erst  nach  2  bis  3  Wochen  die  Sprengung  eines  Gipscylin- 
ders  erieicht  wurde*  Erfolgt  aber  die  Duix:hbrechung  des  Hinder- 
nisses früher,  so  kommt  es  überhaupt  nur  zu  der  entsprechenden 
Drucksleigerung.  Bei  constantem  Widersland,  also  z.  B*  in  einem  Thon- 
boden,  wächst  nunmelu^  die  Pflanze  untei'  gleich  bleibender  äusserer 
Arbeitsleistung  weiter,  während  mit  veränderhchem  Aussendruck, 
also  z.  B.  beim  Uebergang  aus  einem  resistenteren  in  einen  weniger 
resistenten  Boden,  die  Intensität  des  Aussendrucks  und  die  Grösse 
der  Aussenarbeil  einen  entsprechenden  Wechsel  durchzumachen  haben. 
Dabei  ereignet  sich,  z.  B*  bei  Sprengungen,  dass  nacli  Erreichung  der 
maximalen  Aussenenergie  der  äussere  Widerstand  urplötzlich  auf  Null 
sinkt  und  es  ist  für  die  Pflanze  wichtig,  ja  unerlässtich,  dass  sie 
solchen  sprungweisen  Wechsel  der  Inanspruchnahme,  ebensowohl  wie 
ilen  langsamen  Uebergang  ohne  Nachtheil  zu  ertragen  vermag.  Die 
Pflanze  wächst  in  der  That  sogleich  und  ohne  wesentliche  Störung 
weiter,  wenn  sie  plötzlich  aus  der  Widerlage  befreit  wird. 

p  Bei  dem  allmählichen  Fortschreiten  der  Druckschwellung  ver- 
streicht eine  je  nach  dem  Widerstand  kürzere  oder  längere  Zeit,  bis 

Bß    zum    Aequilibriren    und    dann    zum   Fortschieben    der   Widerlage 

■lommt.  Von  da  ab  wächst  die  Pflanze  gegen  einen  constanlen,  aber 
verhältnissmässig  hohen  Widerstand»  also  etwa  in  einem  homogenen 
geeigneten  Boden»  jedenfälls  verlangsamt  und  bei  sehr  hohem  Wider- 
sland  sehr  stark  verlangsamt  weiter,  während  bei  relativ  massigem 
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Widerstand  das  WachsLhtim  der  Wurzel  —  und  ebenso  wohl  anderer 
Organe  —  nur  wenig  oder  vielleicht  gar  nicht  relardirt  wird. 

Zu  der  Energie,  die  nach  wie  vor  für  das  Wachsen  im  Inneren 
der  Pflanze  aufzuwenden  ist,  ist  nunmehr  die  Aussenarbeit  hinzu- 
gekommen^ d,  h.  die  Pflanze  vermag  bei  solcher  Inanspruchnahme 
eine  höhere  Gesammtsumme  von  Energie  in  Arbeit  umzusetzen. 

Es  waltet  hier  also  eine  ähnliche  Beziehung  wie  in  einem  Men- 
schen, welcher  nach  dem  Aufladen  einer  massigen  Last  mit  derselben 
Schnelligkeit  wie  zuvor  einen  Berg  hinaufzugehen  vermag.  Doch 
darf  die  Last  nicht  zu  gross  sein,  denn  sonst  ist  aucli  der  Mensch 
genötlu'gt,  seinen  Gang  zu  verlangsamen,  um  mit  der  in  jedem  regu- 
lalorisch  arbeitenden  Organismus  (und  Mechanismus)  doch  stets  be- 
grenzten  Energie  gleichzeitig  sich  selbst  und  die  Last  fortbewegen 
zu  können.  Mit  der  Beseitigung  des  zu  be\\älügcnden  Widerstandes 
bedarf  es  aber  wiederum  im  Menschen  wie  in  der  Pflaaze  eines  ge- 
ringeren Energieaufwandes,  um  die  eigene  Bewegung  in  der  früheren 
Schnelligkeit  aufzunelimen  und  in  der  That  stellt  sich,  nach  Aufhören 
der  hemmenden  Aussenarbeit,  in  der  Pflanze  die  frühere  Wachsthums- 
schnelligkeit  wiederum  ein. 

In  solchem  Vergleich  mit  dem  Älenschen,  oder  auch  mit  dem 
Gasmotor,  der  den  Gasconsum  nach  Maassgabe  der  Aussenarbeit  in 
den  zulässigen  Grenzen  regulirt,  ist  es  wohl  verständlich,  dass 
trotz  der  regulatorisch  gesteigerten  Entwicklung  von  Energie,  doch 
in  der  Zeiteinheit  ein  geringeres  mechanisches  Aequivalenl  für 
Innenarbeit  aufgewandt  wird,  indem  eben  duich  Verminderung  der 
Bewegungsschnelligkeit  eine  entsprechende  Energiesuumie  für  die 
Aussenarbeit  disponibel  wird-  Doch  ist  bei  solcher  regulaloriselier 
Thatigkeit  die  Aussenarbeit  nicht  etwa  dem  Ausfall  der  Innenarbeil 
äquivalent  und  es  ist  auch  ohne  weiteres  klar,  dass  ein  constantes 
Verhtlltniss   zwischen   Innen-   und  Aussenarbeit  nicht  bestehen  kann. 

Da  aber  sowohl  ohne,  als  bei  unüberwindlichem  Widerstand  die 
Aussenarbeit  Null  wird,  so  muss  diese  bei  einem  bestimmten  Wider- 
stand einen  Maximalwerlh  erreichen.  Eine  empirische  Ermittlung 
dieses  letzleren  wurde  indess  nicht  versucht  und  bei  der  verwickelten 
Sachlage  ist  theoretisch  eine  sichere  Ableitung  nicht  zulässig. 

Für  die  realen  Leistungen  kommen  aber  die  jeweils  gebotenen 
Verhältnisse,  z.  B.  die  Grösse,  Biegungsfestigkeil,  Gestalt  des  Organes, 
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sowie  die  Natur  und  Augriflfs weise  des  Widerstandes  wesentlich  mit 
in  Betracht.  Es  ist  u.  a.  (p.  372)  darauf  hingewiesen  worden,  wie  es 
dieserhalb  von  Umstünden  abhängt,  ob  ein  dickerer  oder  dünnerer 
Ptlanzentheil  für  Bahnung  eines  Wegs  im  Vorthei]  ist").  Die  Spreng- 
uod  fceilwirkung  der  Wurzeln  (p.  369)  ist  ein  Beispiel,  wie  die  An- 
griffsweise der  Pflanze  und  die  Cohäsion  des  Mediums  ins  Gewicht 
fallen.  Die  Grasknoten  gaben  Gelegenheit  von  einem  Falle  zu  sprechen, 
in  welchem  die  Hebelwirkung  sehr  hohe  statische  Momente  für  die 
acliv  krümmenden  und  bewegenden  Tb  eile   verursacht, 

Die  Druckentwickking  bildet  indess  nicht  den  ganzen  Inhalt  der 
durch  eine  mechanische  Hem^mung  des  Wachsens  erzielten  Reaction. 
Abgesehen  davon,  dass  dieses  Sistiren  des  Wachsens  auf  die  Ge- 
sammtheit  der  im  Dienste  des  Wachsens  thätigen  Processe  rUckwirken 
muss,  veranlasst  auch  die  im  Organismus  allgemein  thutige  und 
nothwendige  legulalorische  Verkettung  noch  anderweitige  correlative 
Reactionen. 

feDazu  zählt  die  bedeutende  Beschleunigung  des  Wachsthums  der 
urzeigpitze,  welche  diese  dann  erföhrt,  wenn  ihr  allein  die  volle 
ireiheit  geboten  ist,  alle  übrigen  Theile  aber  am  Wachsen  mecha- 
nisch gehemmt  sind.  Eine  derartige  t]orrelation  durltc  wohl  in  mehr 
oder  weniger  auffallender  Weise  allgemein  verbreitet  sein  und  in 
dieses  Gebiet  zlihlt  u,  a.  die  Erfahrung,  dass,  wenigstens  in  concreten 
Fällen,  die  Hemmung  des  LUngenwachsthums  das  Dickenwachsthum 
beschleunigt,  und  dass  unter  Umständen  nur  bei  allseitiger  mecha- 
nischer Widerlege  die  volle  Druckenergie  durch  das  angestrebte 
Dickenwachsthum  erreicht  wird.  Ferner  wurde  besprochen ,  dass 
die  mechanische  Wachsthumsbemmung,  in  analoger  Weise  wie  das 
Decapitiren,  beschleunigtes  Produciren,  resp.  Austreiben  von  Wurzeln, 
und  Knospen  und  ebenso  Veränderungen  der  geoiropischen  Reac- 
tionsPabigkeit  veranlassen  kann.  Die  Gewebespannungen  wiederum 
geben  Veranlassung,  dass  sich  im  Inneren  einer  Pflanze  Reactionen 
gegen  die  mechanischen  Widerstände  entwickeln,  welche  freilich 
durch  den  lebendigen  Verband  der  Antagonisten  vielfach  modificirt 
Bideo   mösen   und   schon   deshalb   eine   Besonderheit   bieten,    weil 


4)    lieber  Spirogyra  vgl,  p*  387* 
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ia  den  in  Zugspannung  gesetzten  Geweben  besondere  Beizbedingungen 
hergestellt  sein  können. 

Von  hoher  Bedeutung  ist,  dass  bei  mechanischer  Hemmung  des 
Wachsenii  die  embryonalen  Gewebe  ihre  Waehsthumsfähigkeit  con- 
serviren,  dass  also  mit  Entfernung  des  Gipsverbandes  das  Wachsen 
wieder  aufgenommen  wird»  Diejenigen  Zellen  dagegen,  welche  bis 
zu  einem  gewissen  Grade  den  embryonalen  Zustand  verliessen,  gehen 
im  Gipsverband  in  Dauergewebe  über,  das,  bei  der  Unmöglichkeil 
das  angestrebte  Wachsen  zu  realisiren,  gewisse  analomische  Differenzen 
bieten  kann. 

Die  Energie  für  die  Aussenleistung  wird  in  zartwandigen  Ge- 
weben allein  durch  die  Turgorkratt,  also  durch  die  osmotische  Ener- 
gie, geliefert,  welche  bis  dahin  durch  die  Spannung  der  Zell  wand 
äquilibrirt  war,  nunmehr  aber  gegen  die  Widerlage  gelenkt  wird. 
Dieses  wird  durch  die  fortdauernde  Wachsthumsthätigkeit  der  Zellhaut 
erreicht,  welche  mit  der  Fllichenzunalime  natürlich  mehr  und  mehr 
au  Spannung  verliert.  Diese  Spannung  kehrt  aber  sofort  wieder, 
sobald  durch  Hinwegnahme  der  Widerlage  der  frühere  Zustand  her- 
gestellt wird. 

Zu  solcher  Aussenleistung  bedarf  es  demgemJiss  koiner  Turgor- 
steigerung,  doch  wird  mit  einer  solchen  die  disponible  osmotische 
Energie  erhöht.  Und  w^nn  sich  thatsächlich  als  Reaclion  gegen  eine 
Widerlage  vielfach  eine  Turgorschwellung  einstellt,  so  bieten  doch 
selbst  verwandte  Objecte  Unterschiede  und  Abstufungen.  Näheres 
ist  an  früherer  Stelle  mitgetheilt,  wo  auch  zu  ersehen  ist,  dass  die 
Turgorschwellung  das  osmotische  Aequivalent  von  2  Proc.  Kalisalpeter 
überschreiten  kann. 

Zur  Erzielung  der  liüchsten  möghchen  Energie  muss  die  Zell- 
haut  Spannung  gänzhch  aufgehoben  werden.  Dieses  wird  auch  in  der 
That  in  Wurzeln  und  in  Gra.sknoten  erreicht,  während  es  in  den 
Stengeln  der  Keimlinge  und  in  Chara  zwar  zu  weitgehender,  jedoch 
nicht  zur  vollständigen  Entspannung  der  Zellwand  kommt.  Dem  schon 
erwähnten  Gang  der  Ürucksteigerung  entsprechend  geht  dieses  Ent- 
spannen, lesp.  das  dazu  führende  Flächenvvachsthuni  der  Haut  erst 
schneller,  dann  langsamer  von  stalten,  kann  aber  schon  nach  2  bis 
3  Tagen  das  Endziel  ziemlich  erreicht  haben,  und  Hand  in  Hand  mit 
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dieser  Hautentspannung  vollzieht  sich,  da  wo  sie  vorkonimt,  die 
Steigerung  des  Turgors, 

^b  Für  die  gemessenen  Drocke  erscheint  die  Turgorenergie  aus- 
reichend. Dieses  ergibt  sich  aus  den  (p,  321  und  403)  angeslelllcn  Be- 
trachtungen, aus  welchen  auch  zu  ersehen  ist,  warum  sowohl  die 
direete  Druckmessung,  als  auch  die  plasmolytische  Methode  nur  an- 
niihernde  Werthe  liefern.  Nach  diesen  Annäherungswerlhen  kann  also 
nicht  sicher   beurtheilt  werden,   ob   im   gegebenen  Falle,  neben  der 

^posmolischen  Energie ,  durch  actives  Wachsen  der  Zellhaut  —  also 
durch  Ausscheidungsenergie  —  Diuck  gegen  die  Widerlage  erzeugt 
wird.  Allerdings  werden  auf  diesem  Wege  nur  solidere  Wandun- 
gen eine  erhebliche  Leistung  vollbringen  können,  da  zartwandige 
Gewebe,  falls  sie  nach  dem  durch  die  Kigenthüligkcit  erzielten  Ent- 
f5pannen  noch  weiter  wachsen,  bald  ausbiegen  und  Fällungen  bilden 

rüssen, 
Abgesehen    von    der   noch    fraglichen   Druckwirkung  durch   das 
aclive  Wachsen    dickerer  Zelhvönde   ist    das   Flächenwachsthum  der 
Zellliaut  nur  das  Mittel,  um  die  Turgorenergie  nach  aussen  wirksam 
2U  machen.     Demgemtiss  ist  es  für  die  Aussenleislung  ohne  Belang, 
wie  das  Wachs! hu m  der  Wandungen  realisirl  und  ob  eine  geringere 
oder    grössere   Energiesummc    darauf  verwendet   wird.      Die   That- 
sache    aber,    dass   das   Fltichenwachsthum   der   Haut   sich   trotz   der 
abnelimenden    Turgordehnung    und    bis    zur    gclnzlichen    Eliminirung 
^■dieser  fortsetzt,   ist  für  die  Wachsthurasmechanik  von  hoher  Bedeu- 
^plung,   wie    nocli    im  folgenden  Cai>itel    darzulegen    sein    wird.     Hier 
sei  aber  Jiervorgehoben,  dass  die  Haut  widuend  des  eulspannenden 
WachsenSj  sowold  nach  den  Erfahrungen  an  Wurzeln ,  als  an  Gras- 
knoten,   ihre  ElaslicitiU  eher  vermehrt    als  vermindert.     Ein  solches 
Tcrhallen  ist  in  der  That  nothwendig,  damit  die  Zellwand  der  vollen 
lirrgorenergie    zu    wider.^tehon    vermag,    wenn   diese,    nach    Durch- 
'Hbrechung    der   Widerlage,    wiederum    durch    die    Haulspannung    zu 
Äquilibriren  ist,   eine  Turgorkraft,  welche  da,  wo  Turgorschwellung 
^ie  Reaction  begleitet,    nunmehr   sehr   viel    liöher  als  zuvor  ausnillt, 

^03  der  Aussend  ruck,  resp.  das  zur  Erzielung  desselben  nOthige 
autwachslhum,  nur  so  lange  fortschreitet ,  bis  die  Widerlage  nach- 
^^ibt,  so  ist  damit  erreicht,  dass  die  Pflanze  in  regulatorischer  Weise 
lur  den  jeweils  nöthigen  Aussendruck  enlvvickelL     Bleibt  dann  der 


Widerstand  conslaot,  so  i%ächsi  die  Pflanze  trotz  der  vermiDderieD 
Turgorspaonung  der  Haut  weiter,  uod  dieses  Wachsen  wird  erst  bei 
erheblichem  Widerstand  in  ausgesprochener  W'eise  verlangsamt. 

Das  oben  Gesagte  gilt  ebenso,  wenn  in  der  Reaction  sich  gleich- 
zeitig Tiirgorschweliung  einstellt  Denn  thatsächlich  nimml  diese 
ebenfalls  mit  dem  Widerstände  zu  und  die  schwächere  Turgor- 
Schwellung,  welche  sich  in  den  gegen  geringeren  Widersland  fort- 
wachsenden  Organen  erhält,  hat  nur  zur  Folge,  dass  die  Spannung 
der  Haut  nicht  ganz  so  weit  herabgedruckt  wird,  als  es  ohne  den 
Turgorzuwachs  der  Fall  sein  würde.  Für  Arbeitsleistung  auf  einer 
längeren  Strecke  ist  ai)er  natürlich  Wachsthum  unerlSsslich ,  das  im 
Grasknoten  erst  durch  den  geotropischen  Reiz  veranlasst  wird,  denn 
durch  elastische  Dehnung  von  Häuten  vermag  eine  Turgorschwellung 
nur  eine  Arbeitsleistung   auf  einer  begrenzten  Strecke  zu  erzielen')* 

Dem  Wesen  der  Sache  nach  gilt  Gleiches  für  den  einzelligen 
Organismus  und  für  einen  Gewebeconiplex  mit  oder  ohne  Gewebe- 
Spannung.  Denn  thatsüchlich  bleibt  stets  das  FlUchenwachsthum  der 
Haut  das  Mittel,  um  die  Turgorenergie  gegen  eine  Widerlage  zu 
übertragen,  und  es  hat  keine  principielle  Bedeutung,  wenn  bei 
solcher  Wandentspaonung  verschiedenwerthige  Zellen  in  ungleichem 
Grade  betheiligt  sind. 

Der  Grasknoten  gab  Gelegenheit,  die  Gevvebespannung  in  Bezug 
auf  die  Aussenleistung  für  einen  concreten  Fall  zu  besprechen»  In 
dem  normalen  Graskuoten  ist  in  dem  parenchymatischeo  Grundgewebe 
des  Blattknotens  die  Zellwand  gclozlieh  enlspannt  und  die  ganze 
so  disponibel  gewordene  Energie  wird  von  dem  negativ  gespannten 
Gefössbündel  aqailibrirt.  Diese  ganze  Energie  wird  nun,  indem  das 
GePassbündel  wächst,  allnUihlich  ihrem  vollen  Betrage  nach  gegen 
eine  unverrückbare  Widerlage  gelenkt,  gegen  welche  dann  ferner 
auch  noch  das  Collenchym   in   üblicher  Weise  activ  pressend  wirkt. 

Die  frühere  Gewebespannung  im  Knoten  ist  nunmehr  gilnzUch 
verschwunden,  kehrt  aber  bei  Wegnahme  der  Widerlage  sofort  wie- 
der, indem  das  hoch  elastische  Gefässbündel  bei  minimaler  Ver- 
längerung die  angestrebte  Ausdehnung  des  positiv  gespannten  Paren- 
chyms  unmöglich  macht.     Dieses  wirkt  also  gegen  die  GefässbUndel 


Näheres  Ppeppeb,   Eoergelik   1892,  p.  $31* 
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i^^  einem  analogen  mechanischen  Sinne,  wie  eine  wachsende  Wnrzel, 

cJi^E^st  den  umhüllendon  Kaiifschiickschlauch  durch  die  volle  nach  aussen 
g^^  ^"^^andle  Tiirgorenergie  in  Zugspannung  versetzt^  während  zugleich 
d  ^mjm.  :iK:'ch  den  Gegendruck  des  negativ  gespannten  Schlauches  das  fernere 

»\^7^.^^chsthum    unmöglich   gemacht  wird.      In    analoger   Lage   befinden 
s  i  <:z!r  "Ä  aber  die  nach   Wachslhum  strebenden  Gewebe   gegenüber   dem 
iÄm<z:^ljt  nachgebenden  Widerstand  der  GefässbündeK    Diese  zügeln  also, 
v^^^^^Tin  sie  selbst  wieder  das  Wachslhum  aufnehmen,  die  Wachsthuras- 
P  s^:z?^ft~Änelligkeit  der  positiv  gespannten  Zellen  und  sind  zugleich  in  dem 
t^^^  i^^chriebenen  Sinne  regulatorisch  thötig,   wenn   eine  Widerlage  enl- 
^^^^gentritt     Doch  ist  wohl   zu   beachten,    dass   die  Gewebespannung 
im  ^mz»  m^  die   Folge   einer   durch   die   Bildungsthütigkeit  hergestellten  Ge- 
v^i^  ^^  ledifferenzirimg  und  Arbeitstheilung  ist,  und  dass  die  regulatorische 
>^-  ^»^fceitsftlhigkeit   gegen   WiderslJinde   in   anderen  Pflanzen  ebenso  gut 
o^^^^^e  die  Zuhilfenahme  der  Gewebespannung  erreicht  wird, 
f  Schiebt   der   sich    krümmende   Grashalm    einen  Widerstand    vor 

^^-^=^li    her,  so  wird  bei  massiger  Inanspruchnahme  der  Aussenenergie 
negative   Spannung   entsprechend    vermindert,   bleibt   aber   dem 
öe  nach   erhalten.     Es   ist  aber   auch   ohne  weiteres   klar,   dass 
''^^^^lit  eine  jede  Pflanze  befähigt  sein  muss,    die  normal   vorhandene 
^^^  ^^^vvebespannung,   bei   mechanischer  Hemmung  des  Wachsens,   ganz 
^^^^^uheben,  so  wie  nicht  jede  Zelle   unter  diesen  Verhältnissen    die 
^^^■^ bliche  Aufhebung   der  Turgorspannung  der  Zellhaut  erreicht.     In 
Q^e«-     Thal  hatte  sich  in  den  untersuchten  Keimstengeln  bei  Aufenthalt 
^'^     Cjk  ipsverband  die  übliche  Gewebespannung,  wenigstens  dem  Sinne 
^Äoli,  erhalten. 

In  jedem   Falle   ist   aber  die   mechanische   Hemmung    nur    die 

Ö^S^s^re    Veranlassung,    dass    die    Pflanze    mit    den    ihr    zu    Gebole 

^*^^^nden  Mitteln   den  auf  Beseitigung  des  Hemmnisses  hinzielenden 

A^^^endruck    entwickelt    und    mit    Hilfe    dieses    die    nöthige   Arbeil 

^^^Vireod   des  Forlschiebens   leistet.     Der   äussere  Widerstand   wirkl 

^V^c>^   wie  p*  333  ausgeführt  w^urde,  nur  auslösend,  nur  als  Reiz,  der 

O^^Vii  nur  die  Druckentwickelung,  sondern  Hand  in  Hand  damit  Modi- 

v^^tionen  in  der  Gesammttbätigkeit  veranlasst,  Modificationen,  welche 

%'  B.  in   den   besprochenen   correlativen   Produclionen   zu  dusserlich 

liervorslechenden  Erfolgen  führen.    Da  aber  bei  der  regulatorisohen 

Verkettung  des  Gesammtgelriebes,  nahe  und  ferne  von  dem  Aagriffs- 
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puokt  der  Ausseowirkiing,  Thätigkeiteo  beschleunigt,  verlangsaml 
oder  auch  erst  hervorgei  ufeo  werden,  so  Utsst  sich  nicht  übersehen, 
ob  in  eineai  gegebenen  Fiille  der  gesamnite  Energieumsatz  gesteigert 
oder  vermindert  wird.  Schon  in  der  Erwägung,  dass  die  Pflanze  in 
der  Reaction  gegen  Widerstände  in  raodificirler  Weise  arbeitet,  ist 
klar,  dass,  wie  auch  schon  früher  ausgeführt  wurde,  die  genau  be- 
messene Aussenleistung  keinen  sicheren  Maassstab  für  diejenige  Energie 
geben  kann,  weiche  unter  normalen  Verhältnissen  auf  die  Wachs- 
thumsaibeit  verwendet  wird.  Viehuehr  reagirt  die  Pflanze  in  analogem 
Sinne  wie  der  Mensch,  wie  der  Gasmotor,  in  welchem  mit  der  höheren 
Inanspruchnahme  regulalorisch  die  Energieentwickelung  zunimmt,  aber 
natOriieh  immer  nur  bis  zu  einem  gewissen  Grenzwerth  gesteiger^^ 
werden  kann,  ^M 

Ein  vollständiger  Einblick  in  das  verwickelte  und  verkettete 
Innengetriebe  des  Organismus  ist  noch  iu  keinem  Falle  gewonnen 
und  man  muss  sich  schon  glucklich  schätzen,  wenn  es  wenigstens, 
wie  hier  in  Bezug  auf  die  Aussonleistung,  gelingt,  die  zunächst  zur 
Äction  fuhrenden  Factoren  aufzudecken.  So  viel  ist  übrigens  sicher, 
dass  der  äussere  Widerstand  nicht  etwa,  wie  in  den  Hanken^),  als 
ein  specifischer  Stossreiz  wirkt,  sondern  dass  vielmehr  von  der  Hem- 
mung des  Wachsens  die  Veranlassung  zu  den  besprochenen  Heactionen 
ausgeht.  Mit  dem  Wachsen  wird  auch  die  Gesammlheit  der  auf  das 
Wachsen  berechneten  Thätigkeiten  sistirt  oder  in  Mitleidenschaft 
gezogen,  und  von  diesen  Veränderungen  gehen  reguhitorisch,  direct 
oder  indirect,  die  verschiedenen  Ketten  von  Wirkungen  und  Anstössen 
aus,  die  in  den  mannigfachen  Erfolgen  einen  wahrnehmbaren  Aus- 
druck finden,  ebenso  wie  auch  während  des  Wachsens  die  in  diesem 
dienstbaren  FacLoren  regulatorisch   wirksam  sind. 

Wenn  z.  B.  in  Pflanzen  dieselbe  Turgorhöhe  bei  schnellem  und 
langsamem  Wachsen  sich  erhält,  so  ist  damit  gesagt,  dass  jedwelche 
Abweichung  eine  entsprechende  Beschleunigung  oder  Yerlangsamung 
in  der  Production  der  osmotisch  wirkenden  Stoffe  veranlasst.  Ebenso 
erklärt  sich,  dass  der  Turgor  mit  gänzlicher  Wachsthumshemmung 
nicht    oder    bis    zu   einem    gewissen    Grenzwerth    ansteigt.      Diese 
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Differenz  hinsichllich  der  Turgorregulation  ist  indess  our  der  Aus- 
druck specjfischer  Eigenheiten,  ebenso  wie  die  Türgordifferenz, 
die  in  benach harten  ungleichwerthigen  Zellen  gefunden  wird.  Der 
causale   Rückverfolg   dieser  Verhaltnisse    hat    aber    im    Näheren   die 

yregulatorische  Wirkung  des  Turgors  aufzudecken.    In  dieser  Hinsicht 

Töuss  sicli  u,  a.  die  Frage  aufdrängen,  ob  die  Production  eines 
bestiraraten  Körpers,  etwa  nach  dem  Principe  der  Massenvvirkung, 
durch  die  in  der  Flüssigkeit  gelöste  Menge  gelenkt  wird%  oder  ob 
der  osmotische  Druck  mechanisch  oder  als  Reiz  regulatorisch  wirk- 
SdfD  wird*  Auch  letzleres  ist  wohl  denkbar,  da  z.  B.  der  gegen 
die  Zellwand  gepresste  Protoplast  mit  dem  Wechsel  der  osmotischen 
Eoergie  Druck-  und  Volumschwankungen  erführt^),  die  fortdauern, 
wenn  auch  die  auf  eine  fremde  Widerlage  gestützte  Zellhaut  gänzlich 

^ntspannt  ist. 

^  Fragen  dieser  und  anderer  Art  tauchen  auch  auf,  sobald  man 
zu  eruiren  sucht,  in  welcher  Weise  das  verlangsamte  oder  aufgeho- 
liene  Flüchenwachsthum  der  Zellwand  regulatorisch  wirksam  wird. 
Doch  kann  man  aus  den  beigebrachten  Thatsachen  sicher  entnehmen, 
dass  die  sinkende  Turgordehnung  der  Haut  nicht  allein  in  rein  mecha- 
nischem Sinne  reguliren  kann,  da  die  Zellwand  trotz  Nachlassens 
dieser  mechanischen  Dehnung  und  bis  zur  gänzlichen  Eliminirung 
dieser  zu  wachsen  vermag. 


IXJII.  Ergebnisse  In  Bezug  auf  die  Wachsthumsmechanik 

Pder  Zellhaut. 
In  dieser  Arbeit  sollte  und  konnte  nicht  die  Gesammtheit  der 
zahlreichen  Fragen  behandelt  werden,  welche  sich  an  die  durch  die 
mechanische  Wachsthumshemniung  direct  und  indirect  erzielten  Er- 
folge knüpfen*  Doch  kam  im  Laufe  dieser  Studien  Verschiedenes 
nebenbei  zur  Sprache,  und    an   dieser  Stelle  soll  noch  kurz  auf  die 


kt)   Auf  die  hohe  BcdeuluDg  der  Massenwirkung  für  die  RegiilalioQ  habe  ich 
B.   in   deü  p.  332   cUirlerx  Stellen  hingewiesen. 
t)   Vgl,  PrBPFEB,  Zur  Kennlniss  d.  Plasmahaut  u.  d.  Yaciiolen  t  890,  p.  291 ,  und 
die  dort  cilirte  Literatur,  —  Nicht  zu  vergessen  ist,  dass  die  plasmohiische  Entspan- 
Qg  der  Zell  wand  in  physiologischer  Hinsicht  eine  andere  ßedculung  babeti  i^ann« 


für  die  WachsUiumsmcchanik  bedeutungsvolle  Erscheinung  einge- 
gangen  werden,  dass  die  Zetlwand  zur  Erzielung  von  Aussenenergie 
bis  zur  Entspannung  wächst,  dass  also  die  Turgorkraft  nichl  die 
Energie  für  die  Flüchenvergrösserung  der  Zellwand  liefern  kann,    ^M 

Die  Energie  für  das  Flächenwachsthum  der  Zcllwand  muss,  wie 
ich  in  der  Energetik  näher  auseinandersetzte,  entweder  durch  di^B 
Turgorkraft,  d.  li.  durch  osmotische  Energie,  oder  durch  Intu^ 
susception,  d.  h,  durcli  Ausscheidongsenergie  (Volunienergie  Ost- 
wald's)  geliefert  werden,  da  einfache  Quelluog  (=i  Oberflächenenergie) 
für  dauerndes  Wachsen  unzureicliend  ist^).  Bei  Intussuscoption,  und 
ebenso  bei  Quellung,  entspringt  die  Wachsthumskraft  einer  activen  Be-_ 
thUligung  der  Zellhaut,  und  ich  schlug  vor,  in  diesem  Falle  von  aclivc 
Wachsthum  der  Zellhaut  zu  reden,  im  Gegensatz  zu  passivem  Wacha 
thum,  in  welchem  das  Fliichenwachsthum  durch  eine  Dehnung  über" 
die  Elasticitütsgrenze  erreicht  wird.  In  letzlerem  Falle  hegt  in  jedei 
Falle  eine  plastische  Vergrüsserung  vor,   gleichviel  ob   sich    dieselbi 
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bei  Constanz  der  elastischen  Eigenschaften  der  Wand  vollzieht   od€ 
ob  erst  eine  entsprechende  Ueiabsetzung  der  CohUsion  der  Zellwand^^ 
also  eine  Variation  der  Haut,  die  plastische  Dehnung  durch  die  vo^| 
aussen    angreifende    Kraft    ermuglicht.       Diese    Energie    entstammt 
normalerweise   der  Turgorkraft    und   es   ändert  nichts  an  der  Sach- 
lage,  wenn   die   nöthige   Energie   durch    die   Gewebespannung   od« 
auch  durch   andere   aus  der  Aussenwelt  stammende  Kräfte  geliefer 
werden  sollte. 

In  den  )» Studien  zur  Energetik«    konnte   ich  in  ganz  uazvveifel* 
hafter  Weise   darthun,   dass  das  normale  Wachsen  zumeist  nicht  in 
einer  plastischen  Dehnung   der  invariablen  Baut   besteht,   dass    viel^| 
mehr  eine  Yerönderung  in  dieser  Bedingung  fitr  das  Flächenwachs- 
thum  ist*      Doch    musste    ich   dahingestellt   lassen,    inwieweit   di 
Variation    in    einer    Herabsetzung    der    Elasticität    besteht,    ob    al 
passives  Wachsen  vorliegt,  oder  ob  und  inwieweit  actives  Wachse 
durch  Intussusceplion  das  Flächenwachsthum  der  Zellwaud  erzielt   L'nd 
wenn    auch    vet*schiedene    Thatsachen    an    der    Realität    der    lolus- 
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I)  PrvffBR^    Studieo   zur  Energeltk  1891,    p*  218^  SIO.  —  Die  Kenotnisi<i 
dieser  Studien  nniss  hier  unbediogt  Tomiagesetxt  werden,  da  icb  aoderfirutls  zu 
«tishoteu  müs&te* 
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susceptioQ  in  concreten  Füllen  nicht  zweifeln  Hessen,  so  lag  doch 
kein  Fall  vor,  in  welchem  unzweifelhaft  festsland,  dass  das  Flächen- 
wachslhum  durch  Aysscheidungsenergie  ((ntussusceplion)  erreicht  wird. 
Ein  solcher  Modus  ist  aber  nothwendig,  um  in  der  Reaction  gegen 
mechanischen  Widerstand  das  Entspannen  der  Zellwand,  durch 
Flächenwachsthum  dieser,  zu  erzielen. 

Wie  unsere  Untersuchungen  mit  vollster  Sicherheit  ergeben, 
schreitet  nach  Herstellung  einer  unverrückbaren  W^iderlage  das  zur 
Aussenleistung  führende  Wachsthum  der  Zellhaol  so  weit  fort,  dass 
endlich,  z,  B.  in  Wurzeln  und  Graskooten,  die  frühere  Turgorspannong 
der  Zellwand  gänzlich  aufgehoben  ist  (vgl  p,339,  354,  403,  425  u.s.w.). 
Hierbei  vermindert  sich  also  die  Turgordehnung  der  Haut  mehr  und 
mehr  und  die  endlich  auf  Null  zurückgehende  Dehnkraft  kann  un- 
möglich die  plastische  Dehnung  von  Zellwänden  erzielen,  deren 
Elaslicität  während  dieser  ganzen  Zeit  nicht  herabgeht  und  derart 
ist,  dass  selbst  die  volle  Turgorkrafl  eine  Dehnung  über  die  Elasti- 
cilatsgienze  nicht  herbeizuführen  vermag.  Eine  solche  Ueberschrei- 
tung  der  Elasticitatsgrenze  trat  in  den  Wurzeln  von  Vicia  faba  selbst 
dann  nicht  ein,  als  auf  die  Wandungen,  mit  dem  Entgipsen,  plötzlich 
die  sehr  erheblich,  in  gewissen  Zonen  fast  auf  das  Doppelte  gestei- 
gerte Turgorkraft  spannend  wirkte.  In  den  Grasknoten  aber  bewahren 
die  Collenchynistrange  bei  der  Ausführung  und  bei  der  VcrhinderuDg 
der  geotropischen  Krümmung  jederzeit  eine  so  hohe  Cohäsion,  dass 
selbst  eine  Verdoppelung  der  normal  auf  sie  wirkenden  Zugkraft  sie 
nicht  über  die  ElasticilUtsgrenze  zu  dehnen  vermag.  Und  doch 
wachsen,  wie  gesagt,  auch  diese  ColIenchymstrUnge  bei  mechanischer 
Hemmung  der  geotropischen  Krümmung  trotz  abnehmender,  endlich 
auf  Null  reducirter  Spannung  der  Haut.  Aber  auch  bei  Realisirung 
der  Krümmung  ist  die  auf  die  Collenchymstränge  spannend  wirkende 
Kraft  ganz  und  gar  unzureichend,  um  eine  plastische  Verhingerung 
zu  erzielen,  das  erhebliche  Längenwachslhum  kann  also  nur  durch 
active  Verliingerung  der  Zellwand  erzielt  werden. 

Während  sich  die  völlige  Entspannung  der  Zellhaut  empirisch  sicher- 
stellen liess,  musste  es  für  den  Augenblick  fraglich  gelassen  werden,  ob 
nacli  diesem  Entspannen  das  Fiächenwachsthum  der  Zellhaut  unter 
Umstünden  noch  fortdauert*  Es  ist  dieses  sehr  wohl  möglich,  ja  sogar 
wahrscheinlich,  und  vielleicht  ist  solches  Fortwachsen  in  den  Collen- 
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cbymsträngen  der  Grasknoten  Thalsache,  doch  sind  die  derzeitigen 
Erfahrungen  unzureichend,  urn  diese  wichtige  Frage  zu  entscheiden 
(vgK  p.  406).  In  zartwandigen  Geweben  würde  ein  solches  Forl- 
wachsen  keine  wesentliche  Drucksteigerung  gegen  die  Widerlage  er- 
zielen, weil  eben  die  Zeihvünde  ausweichen  und  sich  falten').  Die 
Verlangsamung  des  Wachsens  mit  zunelimender  Entspannung  vermag 
aber  nach  keiner  Seite  in  unserer  Frage  zu  entscheiden^  da  eben 
dieWachslhumslhätigkeit,  wie  schon  wiederholt  hervorgelioben  wurde, 
ein  complexer,  regulatorisch  gelenkter  Process  isU 

Wegen  des  Stillstandes  des  Wachsens  mit  dem  Entspannen  ist  die 
Verlängerung  der  ZelUvUnde  bei  unverrückbarer  Wideilage  natürlich 
gering.  Doch  geht  aus  dem  Verhalten  beim  Isoliren  aus  dem  Gips- 
verband hervor,  dass  immerhin  dieses  Wachsen  die  Wandungen  der 
Wurzeln  um  8 — 17  Proc,  die  der  Collenchymstränge  um  8 — 9  Proc. 
zu  verlängern  vermag  (p.  310,  406).  Diese  Verlängerung  wird 
aber  ansehnlich,  sobald  der  Widerstand  bewältigt  wird,  und  solches 
Wachsen  würde,  wenn  auch  stark  verlangsamt,  fortdauern,  wenn 
die  Hohe  des  Widerstandes  nahezu  die  maximale  Aussenenergie  fordert, 
falls  also  dauernd  eine  beinahe  vollständige  Entspannung  während 
des  Wachseos  unterhalten  wird  (vgl*  p.  3;27).  Üebrigens  ist  wohl 
möglich,  dass  in  Pflanzen  öfters,  wie  in  den  Grasknoten  (p.  401), 
positiv  gespannte  Gewebecomplexe  mit  ihrer  vollen  Turgorenergie 
gegen  die  in  Zugspannung  gesetzten  Gewebe  wirken  und  dass  dieser 
vollständig  entspannte  Zustand  sich  längere  Zeit  während  des  Wachsens 
erhält,  in  dieser  Richtung  habe  ich  indess  besondere  Untersuchungen 
nicht  angestellt,  in  welchen  wohl  zu  beachten  ist,  dass  allein  aus 
der  Existenz  hoher  Druckspannung  noch  nicht  der  Mangel  von  Turgor- 
spannung  in  der  Haut  folgt. 

Die  Erwägung  dieser  Verhältnisse  lässt  aber  klar  erkennen,  dass 
das  bei  aufgehobener  oder  minimaler  Turgors|iannung  erzielte  Flächen- 
wachsthum  nicht  der  Erfolg  einer  Quellung  sein  kann,  die  doch  immer 
nur  begrenzte  Verlängerung   zu  erzielen  vermag.     Zudem  nimmt  mit 
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i]  Dass  aber  die  Existenz  von  Wand fallungen  nicht  ohne  weiteres  auf  solches 
Wachsen  nach  dem  Eni. spannen  zu  scbl Jessen  erlaubt,  wurde  schon  in  der  »Ener- 
gelika  p.  246  hervori^ehoben,  Üebrigens  dürflen  tbalsikhiicb  manche  Wandfaltun« 
gen  durch  solches  nach  dem  Entspannen  fürtgeselztes  Wachsoa  enlslanden  selo* 
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der  Quellung  die  Cohäsion  ab*),  wiihreod  in  Wurzeln  und  Grasknoten 
weder  eine  solclie  Abnahme  einlritt,  noch  eine  compensirende 
Dickenzunahnie  der  be/Aiglichcn  Zellwünde  zu  bemerken  ist. 

L         Die  ElasticiUU  der  Wandungen  wird   durch  die  Reaction  gegen 

"eine  Widerlage  in  Wurzeln  und  Graskaoten  eher  erhöht  als  ver- 
mindert. Dieses  Verhalten  ist  aber  in  biologisclier  Hinsicht  notli- 
wendig,  ila  andernfalls,  nach  weitgehender  iJercibsetzung  der  Cohilsion, 

Ibei  einem  pldtztichen  Durchbrechen  des  Widerstandes  die  nun  voll 
auf  die  Zell  wand  wirkende  Turgorkrait  eine  weitgehende  plastische 
Dehnung  und  nölhigenfatls  ein  Zerreissen  der  Zelhvcinde  herbei- 
führen miissle^). 

Dem  experimentellen  Nachweis  könnte  sich  nur  eine  transitorische 
und  mit  dem  Entlasten  augenblicklich  rückgangig  werdende  llerabmin- 
derung  der  Elasticilät  entziehen,  eine  Herabminderung  die  ungemein 

Pv^eit,  ja  bis  zu  breiartiger  Consislenz  gehen  müsste,  wenn  sie  ermöglichen 
sollte,  dass  die  auf  ein  Minimum  reducirte  Türgorspannung  ein  Wachs- 
thum  der  Zellhaul  herbeifulirt.  Icli  glaube,  dass  eine  solche  Annahme 
Niemand  wagen  wird  und  unterlasse  es  deshalb  auszumalen,  zu 
welchen  absonderlichen  Consequenzen  eine  solche  Voraussetzung  führt, 
mit  der  uneibitllich  die  Forderung  verknüpft  ist,  dass  die  hohe 
Elasticitlit  mit  dem  Hinwegräumen  der  Widerlage  augenblicklich 
zurückgebildet  wird^).  Und  wenn,  was  in  concrelen  Fallen  wahr- 
scheinlich zutrifft,  das  Wachsthüm  der  Zell  wand  nach  völliger  Ent- 
spannung auch  nur  ein  wenig  fortschreitet,  so  kann  die  Turgorkraft 
doch  keinenfalls  die  Energie    für  diese  FUlchenvergrösserung  liefern. 

L  Mit  dem  Entspannen  der  Haut  sind  eben  wesentlich  andere 
Bedingungen  geschaffen,  als  bei  voller  Turgorspannung  der  Haut. 
Bei  Ex^istenz  dieser  letzteren  ist  es  theoretisch  wohl  zu  verstehen, 
dass  durch  vitale  fhatigkcit  die  Herabmindcruug  der  Cohäsion  in  der 
Zellhaut    derart    geleitet    werden    kann,    dass    ein    Zuwachs    durch 

L  1)   Vgl.  PpEPFEn,    PhysLologio  Bd.  t,  p.  27. 

■  S)  VgL  Energetik    i89l;  p.  149. 

■'  3)  Man  beachte  wohl,    dass  zur  Erreichung  der  plastischen  Dehnung  durch 

"die  Turgorkraft    die  Coliasion    so   herabge^selzl   sein  muss,    dass  jedwelcher  äqui- 
valente  Zug    ebf*nfalls    d^uiernde  Verlängernng    erzielt.       Eine    entsprechende  Ver- 
aderung  in  einer  einzefnen  Ringzone  kann  also  dieser  Forderung  genügen,  woll- 
end   die    Verlliissigung    einzelner    Funkle    in   der   ausserdem   resistent  btetbeadeD 
eUbaut  keinen  Erfoig  Imben  kann. 
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plastische  Dehnung  erreicht  und  regiilatünsch  gelenkt  wird').  Der 
Beweis  freilich  ist  bis  dahin  nicht  eibracht,  dass  das  Wachslhuai  in 
einem  concreten  Falle  in  dieser  Weise  zu  Stande  kommt  und  es  ist 
ebenso  möglich ,  dass  in  dem  Fi<ichenwachsthum  der  Haut  zumeist 
durch  Ausscheidungsenergie  die  Betriebskraft  geliefert  wird» 

Da  nun  die  Turgorkraft  unzureichend  ist,  um  ein  Flächenwachs- 
thum  der  Zellhaut  durch  phistische  Dehnung  zu  erzielen,  so  muss 
die  Energie  für  die  ansehnliche  Arbeitsleistung  in  dem  Flächen wachs- 
Ihum  in  der  Wandsubstanz  selbst  entwickelt  w^erden^). 

Dieser  Anforderung  vermag  in  jeder  Weise  ein  Wachs th um  durch 
Inlussusception  zu  genügen,  denn  das  Auskryslallisiren  oder  eine 
durch  chemischen  Umsatz  erzielte  Ausscheidung  wird  mit  so  un- 
gemein hoher  Energie  ausgelührtj  dass  im  Vergleich  zu  dieser  Aus- 
scheidungsenergie (Volumenergie)  die  Intensität  der  Tui'gorkraft  im 
Allgemeinen  nur  sehr  gering  ist  (Energetik  p.  252).  In  der  Energetik 
habe  ich  ferner  auseinandergesetzt,  wie  in  der  Continuität  der  Intus- 
susceptioQ,  d,  h.  in  der  stetigen  Wiederholung  dieses  Auseinander- 
treibens der  Zellhautpartikel  durch  die  sich  einkeilende  Substans:, 
alle  Bedingungen  für  ein  forldauerndes  und  regulatorisch  gelenktes 
Flächen w^achsth um  gegeben  sind. 

Dagegen  kann  durcli  Aufquellen  immer  nur  eine  begrenzte  Ver- 
grösserung  einer  Zellhaullamelle  erreicht  werden  und  nur  wenu  die 
fortwährend  neu  apponirten  Lamellen  plastisch  dehnend  auf  die  tlbrige 
Zellsubstanz  wirkten,  wäre  ein  fortgesetztes  Wachslhum  der  Zellhaut 
ebenfalls  denkbar-^).  Doch  ist  theoretisch  die  Realisirung  eines  solcheo 
FlUchenwachsthums  an  verschiedene,  nicht  so  einfache  Bedingungen 
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i]  Pfeffer,  Eaergelik  (892,  p.  249.  —  Auf  p,  417  ist  auch  schon  an- 
gedeuletj  dass  die  bezüglichen  Versuche  von  Noll  ynd  Wiksner  eine  wirkliche 
Cohasionsabnahme  in  der  Zellwand  nicht  sicher  erweisen,  welche  übrigens^  die 
Inlerprelationen  dieser  Forscher  als  richtig  vorausgesetzt,  eine  permanente  wäre. 
Wenn  aber  solche  Colilisionsabniihme  znlriin,  so  muss  doch  immer  erst  erwiesen 
werden,  dass  sie  zureichend  ist,  um  eine  plastische  Dehnung  durch  die  gegebene 
Turgorkraft  zu  ermöglichen* 

2]  Gewebespannungen ,  von  denen  wir  absehen  dürfen,  werden  erst  durch 
das  Wachslhum  erzielt. 

3)  Vgl.  Energetik  <S92,  p.  t%f.  —  In  gleichem  Sinne  kann  auch  ein  In- 
tussusceptionsvvachsthum  von  Lamellen  mechanisch  gegen  die  übrige  Wandsub- 
stanz wirken. 
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gekDüpfl    und    die    enapirisclien    Erfahrungen    sprechen    entschieden 

Igegen  das  ausgedehnte  Vorkommen  dieses  Wachslhumsmodus*),    Wir 

dürfen   deshalb    unsere   Betrachlungen   um   so  mehr   auf  Wachsthuni 

durch  Inlussusception  beschranken,  als  auch  die  Quellungskraft  (Ober- 
fläche nenergie)  seh  hesslich  einer  Intussusceplion  von  Wasser  entspringt 
und  eine  solche  Energieent Wicklung  in  der  schon  imbibirten  Membran 
wiederum  an  active  physikalische  oder  chemische  Veränderungen  in 
der  Wandsubslanz  gekettet  ist^- 

(Bei  der  Geringfügigkeit  der  Turgorenergie  gegenüber  der  Aus- 
Scheidungsenergie  muss  es  fraglich  erscheinen,  ob  die  constant  er- 
haltene Turgorspannung  eine  rein  mechanische  Bedeutung  in  der  Art 
hat,  dass  durch  sie  die  Einlagerung  neuer  Substanz  durch  Intussus- 
ceplion eiicichtert  vvird^).  Sollte  dieses  aber  zutreffen  —  und  die 
Möglichkeit  ist  immerhin  zuzugeben  —  so  würde  doch  die  eigent- 
liche  Wachsthunisarbeit   durcli    die   Intussusception,    d.  h.  durch  die 

lAusscheiduugsenergic  geleistet  werden.  Jedenfalls  folgt  aber  eine 
derartige  mechanische  Beiheiligung  der  Turgoi  kraft  nicht  aus  der  Ver- 

llangsamung  des  Wachsthums  mit  der  Entspannung  der  HauU  Denn 
solcher  Erfolg  ist  ebensogut  mit  einer  formalen  Bedeutung  des  Turgors 
verträglich,  der  in  zartwandigen  Geweben  durch  Herstellung  genügen- 

(der  Tragfähigkeit  stets  eine  anderweitige  mechanische  Bedeutung  hat. 
Auf  Grund   der   energetischen   Erfahrung    ist   also    vollkommen 
r  i)   Die   erhebliche    QQellQug   müsste    mikroskopiscl»    wahrnehmbap    werden. 

Eudeis    pdegea    die    Zellw^inde    gerade    nach    ihrer    Uil durig    am    wassorretchsten 

tiit  sein. 
t)  Ebenso  würde  es  auf  eine  Energieentwicklung  in  der  Wandsubstanz  selbst 
herauskouimcn ,  wenn  irgendwie  durch  eine  ümlagerung  in  den  aufbauenden  Par- 
Ukeln  die  Fraclienvergrösserung  crreichl  würde,   gleichviel  ob  dabei  Auflösung  und 
Wiedeibiidung,   Zürlriinjmern  von  Molcknlarcomplexen  elc.   im  Spiele  wäre.    Durch 

liolche  Mudaliräien  könnte  unter  Umstanden  auch  eine  Orts  Verschiebung  durch  eine 
An  Wandern  der  Wandung  erreiclil  werden,    wie   solches    in  der  TbaL  in  kiinsl- 

-  liehen  Niederschlagsmenibranen  durch  den  Antagonbmus  von  Lösung  und  Wieder- 

Ibjldung  erzietbar  ist. 

1  3)  VgL   Pfeffer,    Physiologie   Bd.  H,    p.  51.     —    Hier    ist    übrigens    schon 

"darauT  hingewiesen,  dass  die  Turgordeiinung  eine  nothwendige  Bedingung  in  allen 
Fallen  nichl   .nein    nuiss.  - —    VgL  ausserdem    meine    Energetik    p.  ^S'S.   —    Ferner 

■Wäre  in  gegebenen  Fallen  eine  correlalive  Vertretung  von  Turgorenergie  und  Ans- 
uche idungseoergie  für  den  Betrieb  des  Flächenwachsllmms  denkbar»  VgL  auch 
|>.    339. 
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sicher  geslelit,  dass  die  Turgorenergie  viellacli  (uüd  wohl  zumeist) 
für  die  Erzieluog  eines  plastischen  FlUchenwachslhums  unzureichend 
istj  dass  also  die  Energie  für  das  Fläclienwachstlium  durch  Intus- 
susce|>lion  geliefert  werden  niuss.  Damit  ist  also  auch  die  Realität 
des  Intussusceptionswachsthums  für  bestimmte  Fälle  erwiesen ,  ohne 
dass  etwas  Bestimmtes  über  die  nüliere  iModalitül  dieses  Wachsens 
ausgesagt  wäre.  In  dieser  Hinsicht  lehren  Entscheidendes  aber  auch 
nicht  anderweitige  Erfahrungen,  die  ohnedies  das  Wachsen  durch 
Intussusception  nur  im  hohen  Grade  wahrscheiolich  machen  konnten, 
ohne  für  dasselbe  eioen  so  unbedingt  zwiogenden  Beweis  zu  er- 
bringen, wie  unsere  energetischen  Studien.  Die  Sachlage  ist  genug- 
sam in  meiner  Energetik  fp.  250)  gekennzeichnet  und  ich  füge  nur 
hiozu,  dass  in  jüngster  Zeit  noch  weitere  Argumente  tür  ein  Wachsen 
durch  Intussusception  durch  Cobrei^s^)  und  Zimmermann^)  beigebracht 
wurden.  Letzterer  lässt  übrigens  (wie  alle  anderen  Forscher)  unent- 
schieden, ob  nicht  die  Turgorspanoimg  der  Haut  eine  mechanische 
Bedingung  für  deren  Wachsthum  durch  Intussusception  ist. 

Wiederholen  kann  ich  hier  nur  —  vvas  ich  an  verschiedenen 
Stellen  aussprach^)  — dass  die  Wachstluimsmechanik  nicht  in  jedem 
Falle  dieselbe  sein  muss,  ja  die  Thatsachen  lehren  auch  in  diesem 
Falle,  dass  der  Organismus,  wie  üblicli,  seine  Ziele  je  nacii  Llmstiin- 
den  mit  verschiedenen  iMiHeln  erreicht.  So  scheint  mir  in  einzelnen 
Flauen  ein  Wachsthum  durch  einfache  plastische  Dehnung  unzweifel- 
haft zu  sein,  Auch  ist  es  wohl  möglich,  dass  öfters  eine  Herab- 
setzung der  Elasticitat  der  Haut  benutzt  wird,  um  ein  Flachenvvacbs- 
ihum  durch  die  Turgorkraft  zu  ermöglichen,  ja  dass  solches  in 
gegebenen  Füllen  Hand  in  Hand  mit  dem  Wachsen  durch  Intus- 
susception geht,  einem  Wachsthumsmodus,  der  allem  Anscheine  nach 
nicht  nur  vereinzelt,  sondern  sogar  sehr  gewölmlich  das  Flöchen- 
wachstlium  vermittelt  und  zugleich  mechauiscli  betreibt.  Ebenso 
erfolgt  nicht  aus  der  Sicherslellung  des  Appositiouswachsthums  dessen 
AllmS^chtigkeit.  Und  wenn  Apposition  vielleicht  sogar  das  gewöhn- 
lichste Mittel   ist,  um  das  Dickeowachsthum  der  Haut  zu  erreichen, 


i)   BeiirSge  zur  Morphologie  und  Physiologie  herausgegeben  von  Zuimerma?!?! 
1893f    Heft  3,   p.  30  2. 

f)  Ebenda  p.  !98.   Vgl.  auch  Knv,  Berichte  d,  bol.  Gesetlschaa  <8i>3,  p.  377. 

3)   Physiologie  H,   p.  57  11".,    EnergeÜk  L  c. 


438 


W.  Pfbffeh, 


Es  wurde  auch  schon  wiederholt  betont,  dass  das  Waclisthiim 
in  gegenseitiger  Abhüngigkeit  vom  Gesammtgetriebe  regulatorisch 
gelenkt  wird.  Diese  Regulation  betrifft  die  Gesammtheit  der  ira 
Wachsen  zusammenwirkenden  Factoren  und  wird  nie  allein  durch 
mechanische  UeheriragungeD,  sondern  auch  durch  direcle  und  in- 
directe  AuslösungsverkeUungen  (Reize)-  geregelt.  Eine  solche  Regula- 
tion ist  ebenso  klar  ausgesprochen,  wenn  das  Wachslhum  langsamer 
oder  schneller  sich  abspiell,  als  wenn  es  zum  Stillstand  gebracht  und 
damit  die  das  Wachsthum  unterhaltenden  Processe  selbstregulatorisch 
sislirt  oder  modillcirl  werden.  Auf  diese  wechselseilige  Verkettung 
ist  in  dieser  Arbeit  und  auch  schon  in  der  Energetik  (p.  248)  S0| 
nachdrücklich  hingewiesen,  dass  eine  nochmah'ge  ausgedehnte  Erörte-  { 
rung  dieses  Themas  unnöthig  erscheint. 

Diese  Selbstregulation  ist  in  allgemeinen  Zügen  in  der  Thal  so 
offenkundige  dass  jede  Wachsthumstheoriej  welche  sie  entbehren  zu 
können  glaubt,  eben  den  realen  Thatsachen  keine  Rechnung  tragt. 
Leistet  z.  B.  die  Turgorenergie  die  Arbeil  im  Flüchenwachsthunn,  soi 
muss  nicht  nur  die  Turgorhöhe,  sondern  auch  der  Widersland  der 
Zellhaut  entsprechend  gelenkt  werden»  gleichviel  ob  ein  statischer 
elastischer  Zustand  angenommen  wird,  oder  ob  das  Wachsthum  von 
einem  Herabsetzen  der  Elasticilät  der  Haut  al>hilngig  gemacht  wird. 
Nicht  minder  steht  einige  Zeit  nach  einer  mechanischen  Hemmung 
die  Intussusception  stille,  obgleich  der  Wiederbeginn  des  Wachsens 
nach  Hinwegnahme  des  Hindernisses  lehrt,  dass  die  Fähigkeiten  fUr 
diesen  Wachsthumsmodus  potentiell  in  bester  Weise  vorhanden  waren. 

Aus  Betrachtungen  dieser  Art  lösst  sich  aber  nicht  ein  Schluss 
auf  die  specielle  Wachsthumsmechanik  ziehen,  denn  dem  Erfolge 
allein  ist  nicht  anzusehen,  welche  Factoren  zur  Erreichung  des  End- 
resultates zusammengrill^n.  Zu  diesen  Facloren  zUhlen  auch  die 
unbekannten  speeifischen  Eigenheiten,  welche  es  bewirken,  dass  z.  B. 
die  einzelnen  Zelten  sich  verschieden  in  Bezug  auf  den  Umriss  und 
die  Dicke  der  Wand  gestallen,  dass  in  der  einen  Zell  wand  früher 
als  in  einer  anderen  ein  dauernder  oder  transitorischer  Wachsthums- 
stillstand  sich  einstellt  Erwacht  dann  das  Wachsthum  wieder,  ohne 
dass  eine  Steigerung  der  Turgorkraft  eintritt  —  w'ie  es  z.  B.  bei 
geotropischer  Reizung  der  Knoten  von  Trilicum  zutrifft  — -^  so  ist 
nur  soviel  zunächst  gewiss,  dass  irgend  eine  Aclion  in  der  Zellhaut 
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sich  abispielen  musste^  ohne  dass  gich  sogleich  sagen  ISlssL,  ob  es 
sich  um  ein  Erweichen  der  Wand  oder  um  einen  Betrieb  durch 
Jütüssusceplionswachsthum  liandelL  Dass  aber  das  gewöhnliche 
Flüehenwachsthom  nicht  ohne  eine  VerUnderung  oder  Action  in  der 
Wandung  möglich  ist,  wurde  in  der  Energetik  so  unwiderleglich 
nachgewiesen,  dass  andere  Theorien  (so  die  von  Wortmann)  ihre 
Exislenxberechtigiing  veilorcn  haben. 

'  Die  Forschung  muss   natürlich   dahin  streben,   die  Gesammtheit 

der  im  Waehsthura  sich  abspielenden  Vorgänge  mehr  und  mehr  auf- 
zudecken, und  wie  sich  auch  speciell  in  Bezug  auf  die  Selbstregula- 
lion  sogleich  bestimmte  Fragestellungen  aufdrängen,  wurde  früher 
(p.  428)  beispielsweise  dargelegt. 


XIV.  Belege. 

Abth.  I.  Druckversuche  mit  Wurzeln  von  Keimpflanzen. 

Die  Resultate  der  in  dieser  Abtbeilung  aufzuführenden  Versuche 
über  Längs-  und  Querdruck  der  Wurzeln  sind  in  Tab.  I  u.  II  (p.  264, 
266)  zusammengestellt  worden.  Ausserdem  ist  unter  Nr.  22  die 
Druckentwickelung  einer  nicht  eingegipsten  Wurzel  mitgetbeilt. 

lieber  die  Methodik  ist  in  Kap.  II  das  Nöthige  gesagt  und  nur 
das  zur  Charakterisirung  des  einzelnen  Experiments  Nothwendige 
wird  an  entsprechender  Stelle  mitgetbeilt.  So  ist  auch  jeweils  an- 
gegeben, ob  zur  Messung  des  Querdrucks  die  Scbraubklemme 
(Apparat  B)  oder  der  Zangenapparat  (Apparat  G)  diente,  während 
zur  Bestimmung  des  Längsdrucks,  mit  alleiniger  Ausnahme  des 
Kautschuckversuchs  (Nr.  7),  stets  die  Messfeder  (Apparat  A)  benutzt 
wurde. 

Die  erste  Zahl  der  Zeitcolumne  kennzeichnet  diejenige  Zeit,  in 
welcher  der  Messapparat  fertig  angepasst  war.  Bis  dahin  war,  vom  Be- 
ginn des  Eingipsens  ab,  durchschnittlich  -j^  bis  f^  Stunde  verflossen.  Der 
zu  Beginn  eingestellte  Gegendruck  der  Feder  wurde  nicht  angeführt, 
da  dieser  für  die  niichste  Zeit  sich  durch  Ausdehnung  des  Gipsgusses 
änderte,  eine  Eigenschaft,  die,  wie  an  geeigneter  Stelle  (p.  286) 
entwickelt  wurde,  auf  die  endlichen  Druckwerlhe  keinen  Einfluss  hat, 
sofern  die  Wurzel  eine  gewisse  active  Abhebung  des  Gipsdeckels 
weiterhin  ausführt.  Die  Länge  der  auf  dem  Tisch  der  Messfeder 
senkrecht  stehenden  Achse  des  Gipsgusses  wurde  nicht  angegeben. 
Uebrigens  ist  diese  Achse  nennenswerth  kürzer  als  die  jeweils  notirte 
Wurzellänge  und  beträgt  für  die  Querdruckversuche  meist  weniger 
als  35  mm. 
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A.  MeBBnngen  des  Längsdrucks  der  Wurzeln  von  Keimpflanzen. 

Versuche  I — ^XII. 

Versuch  I.   Vicia  faba. 

Wurzellänge  35  mm.  Der  Kanal  im  Gipsdeckel  wurde  so  ver- 
längert, dass  die  Wurzelspitze  zur  Ausfüllung  1,2  mm  in  die  Länge 
wachsen  musste  und  dass  dann  ein  6,2  mm  langer  Spitzentbeil  im 
Gipsdeckel  steckte. 

Federstärke:  1  Strich  ä  0,0169  mm  =  13,33  g.  —  Ohne  Druck 
betrug  in  der  Messfeder  der  Abstand  der  Nadelspitzen  54  Strich. 
Gipsspalt  am  Schluss  =  0,5  mm.  Der  Querschnitt  der  massig  an- 
geschwollenen Krause  =  3,4  qmm;  der  mittlere  Durchmesser  == 
2,1  mm,  d.  h.  um  0,2  mm  grösser  als  der  Durchmesser  des  Gips- 
kanals. Enddnick  =  260—2,5  =  257,5  g.  Druckintensität  = 
7,04  Atmosphären  =  72,8  g  p.  1   qmm. 


AbsUnd 

Zeit 

der  Spitzen  in 
Theiistrichen 
äO,0469  mm 

Druck 

Druck- 
zunahme 
p.  4  Stunde 

Temperatur 

2I6./XII.  <892. 

loi 

Mo. 

.... 

42 

» 

52,5  Str. 

20      g 

4  8,8^0. 

2 

Ab. 

54,0     « 

40       » 

^3,5    g 

48,9     » 

i 

» 

48,8     » 

69,3    D 

49,4     » 

6 

» 

46,i     » 

404,3  » 

45,3     » 

49,4     » 

8 

» 

4iJ      » 

4  32,0   " 

44,0     » 

48,6     » 

\0 

)) 

42,0     » 

4  60,0   » 

7,4     » 

49,3     M 

«7./XII.      « 

7 

Mo. 

37,0      « 

226,6   »    . 

2,7     D 

20,2     » 

42 

D 

36,0     » 

240,0   n 

0,96  » 

49,5     » 

7 

Ab. 

35,6      « 

246,7  «> 

0,60  » 

48,9     M 

«8./xn.     <( 

8 

Mo. 

35,0      » 

253,3  )) 

0,56   » 

48,6     9 

29./XII.       « 

8 

j) 

31,5     » 

260,0   )) 

4  9,2     » 

»H] 
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Versuch  IL   Vicia  faba. 

Wurzeilänge  =  42  mm,  davon  5  mm  im  Gipsdeckel.  —  Temp. 
19,1— 20,3®  C.  —  Federstärke:  1  Strich  ä  0,0169  =  13,33  g.  — 
Gipsspalt  =  0,4  mm.  —  Krause  sehr  massig ;  Durchm.  =  2,2  mm ; 
Querschnitt  =  3,7  qmm. 

Enddruck  =  296,7—2,4  ==  294,3  g.  —  Druckintensitat  = 
7,7  Atm.  =  79,5  g  p.  1  qmm. 


Druck- 

Zeit 

Druck 

zunahme 
p.  4  stunde 

n./xii. 

4892. 

H 

Mo. 

.... 

44,78  g 

40 

» 

33,3  g 

it 

> 

66,5  » 

2 

Ab. 

93,3  » 

43,4    » 

6 

> 

439,9» 

44,60» 

40 

» 

473,4    » 

8,3     » 

4  8./xn. 

» 

7 

Mo. 

«49,4» 

5,44» 

7 

Ab. 

263,6  » 

2,85» 

<9./XTI. 

9 

7 

Mo. 

276,9  » 

4,94» 

7 

Ab. 

290,2  » 

4,44  » 

tO./Xll. 

I 

7 

Mo. 

296,7  a 

0,64  » 

Versuch  HI.   Vicia  faba. 

Wurzeliange  =  35  mm,  davon  4  mm  in  der  Gipskappe.  — 
Temp.  18,6—19,5«  C.  —  Federslärke:  1  Strich  ä  0,021  mm  = 
2,7  g.  —  Gipsspalt  =  0,55  mm.  —  Krause:  Durchmesser  =  2,0  mm 
(0,2  mm  mehr  als  Gipskanal) ;  Querschnitt  =  3,2  qmm. 

Enddruck  =  356,9—4,2  =  352,7  g.  —  Druckintensität  = 
10,67  Atm.  =  110,2  g  p.  1  qmm. 


80» 


444 


W.  Pfeffbb, 


«<t] 


Zeit 


28./X.  «892.      8^    Mo. 
40         » 


29./X. 


\0  Ab. 

7  Mo. 

«  Ab. 

6  » 

40  D 


230       g 
235,4   )) 

286.7  » 

324.8  » 
346,4    » 

356.9  »    I 


Druck- 

zunähme 

p.  4  Stunde 


<«,74  g 

5.85  n 

4.86  0 

2,7     » 


Versuch  IV.    Vicia  faba. 

Wurzel  37  mm  lang,  davon  3,5  mm  in  der  Gipskappe.  —  Temp. 
18,2—19,80  C.  —  Federslärke:  1  Strich  ä  0,0169  =  13,33  g.  — 
Gipsspalt  0,07  mm.  —  Krause:  Durchmesser  =1,8  mm  (0,05  mm 
mehr  als  im  Gipskanal) ;  Querschnitt  =  2,6  qmm. 

Enddruck  =  262,6—2,0  =  260,6  g.  —  Druckintensität  = 
9,7  Atm.  =  100,2  g  p.  1  qmm. 


1 

Druck- 

Zeit 

DruclL 

zunahme 
p.  4  stunde 

42./I. 

4893 

8  Mo. 
40     » 

■ 
«94, 6g 

4  0  Ab. 

206,6  » 

'     6,28  g 

4  3./I. 

i) 

8  Mo. 
7  Ab. 

206,6  •) 
219,9» 

U./I. 

» 

8  Mo. 

1 
236,6  >> 

4,27    » 

4  5./I. 

» 

8     » 

247,8  » 

0,47    n 

4  6./I. 

» 

8     » 

1 
254,7  » 

0,33    > 

.      0,44    * 

0,05    0 

18./I. 

» 

8     ii 

260,0  » 

20./I. 

)) 

8     )) 

^62, 6  ))      , 

so] 
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Versuch  V.    Vida  faba. 

Wurzel  32  mm  lang.  Gipskappe  derart  ausgebohrt,  dass  die 
hineingewachsene  Wurzel  cylindrisch  wird  und  einen  Durchmesser 
erreicht,  der  erst  12  mm  rückwärts  vom  Gipsspalt  wiederkehrt  (vgl. 
p.  274).  Das  in  den  Gipsdeckel  ragende  Wurzelstück  ist  zu  Beginn 
2,8  mm  lang  und  wächst  auf  4,2  mm,  bis  zur  Ausfüllung  heran.  — 
Temp.  17,6— 19,1**  C.  —  Federstärke:  1  Strich  ä  0,0114  mm  = 
1 4,08  g.  —  Gipsspalt  sehr  gering.  Der  diesem  entsprechende  Quer- 
schnitt hat  ungefähr  gleichen  Flächeninhalt  wie  das  cylindrisch  ge- 
formte Spitzenstück  im  Gipsdeckel;  nämlich  Durchm.  =  2,0  mm; 
Fläche  =  3,1  qmm. 

Enddruck  274,5  —  2,5  =  272,0  g.  —  Druckintensität  =  8,49 
Atm.  =  87,7  g  p.  1  qmm. 


Druck- 

Zeit 

Druck 

zunahme 
p.  i  Stande 

9./X. 

1892. 

8  Mo. 
10    » 

t69,3  g 

10  Ab. 

I90,i  » 

6,25  g 

10. /x. 

n 

8  Mo. 
7  Ab. 

190,1  M 
218.6b 

II. /x. 

I2./X. 

8  Mo. 

8     » 

244.0  » 

264.1  » 

1,95» 
0,84  9 

I3./X. 

» 

8     J» 

271,2» 

0,30  » 

I4./X. 

n 

8     » 

1 
274,5  «     j 

1 

0,14» 

Versuch  VI.    Vicia  faba. 

Worzel  =  34  mm  lang.  —  Temp.  18,2—19,2^  C.  —  Federstärke: 
I  Scrich  ä  0,0182  mm  =  22,8  g. 

Die  Wurzel  ist  nach  p.  247  so  eingegipst,  dass  die  wachsende 
WHxebpitze  auf  die  Glasplatte  oberhalb  der  Druckfeder  stösst.    Der 

iwischen  Gips  und  Glasplatte  ist  sehr  f^ei  ing^  etwa  0,09  mm.  Die 
ist  am  Schlüsse  dos  Versuches  abgeflacht  und  der  Glas* 
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platte  angeschmiegt.  Die  ContactflSiche  misst  1,13  qmm,  bei  einem 
mittleren  Durchmesser  von  1,2  mm.  Da  wo  der  Gipsdeckel  ange- 
gipst wurde,  d.  h.  4,8  mm  von  der  Contactfläche  mit  der  Glasplatte 
entfernt,  hatte  sich  an  der  Wurzel  eine  geringe  Krause  ausbilden 
können,  die  also  jedenfalls  an  dieser  Stelle  die  Wurzel  fixirte.  Der 
Querschnitt  dieser  Krause  mit  2,01  qmm  (Durchm.  1,6  mm),  ist  der 
unter  B.  verzeichneten  Rechnung  zu  Grunde  gelegt,  wahrend  sich 
A.  auf  die  Fläche  der  abgeflachten  Spitze  bezieht  (vgl.  p.  263). 

Enddruck.   A.  226  g.   Druckintensität  19,36  Atm.  =  200     g  p.  4  qnun, 
B.  226  »  »  »        1 0,44    »    =  1 07,9  g  p.  1  qmm. 


Druck- 

Zeit 

Druck 

zanahme 
p.  4  Stande 

i4./xn. 

f89S. 

10  Mo. 
40  Ab. 

U8,«g 

6,42  g 

i6./xn. 

> 

8  Mo. 
7  Ab. 

478,8  » 

4 ,23  » 

16./XII. 

» 

8  Mo. 

494,8  » 

0,92  » 

n./xii. 

» 

8     » 

247,0  » 

18./XII. 

0 

8     » 

226,0  » 

0,37  )) 

Versuch  VII.    Viäa  faba.     Messung  mittelst  Gummischlauchs. 

Die  30  mm  lange  Wurzel  war  in  der  (p.  260)  beschriebenen 
Weise  in  den  Gummischlauch  eingesetzt.  Nach  H  Stunden,  also 
nachdem  schon  ein  gewisser  Druck  bestand,  begannen  die  Ablesungen, 
die,  wie  auch  die  stündliche  Zunahme,  in  Theilstrichen  mitgetheilt 
sind.  Der  Abnahme  um  1  Theilstrich  entspricht  eine  mittlere  Druck- 
zunahme von  7,1 4  g.  Die  Verlängerung  war  nicht  genau  proportional 
zum  spannenden  Gewicht.  Der  Enddruck  wurde  zu  ca.  250  g  ge- 
funden. 

Von  der  Wurzel  befand  sich  der  3  mm  lange  Spitzentheil  in 
der  Glashulse  a  (vgl.  Fig.  6  p.  260).  Die  anschliessende  Strecke  in 
dem  Kautschuckschlauch  war  6  mm  lang.  Zum  Schluss  ergaben  sich 
für  diesen  Theil  der  Wurzel  folgende  Maasse: 


115] 
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A)  für  das  spitzenwärts  liegende  Ende:  Qaerschnitt  =  3,46  qmm; 
Durchmesser  =  2,4  mm. 

B)  für  das  basalwärts  liegende  Ende :  Querschnitt  =  4,71  qmm ; 
Durchmesser  =  3,0  mm. 

Hiemach  berechnet  sich  die  Druckintensität 

für  A  =  6,98  Atm.  =  72,2  g  p.  qmm, 
»     B  =  5,16     »     =53,1  »    »       » 
Temp.  17,4— 18,4^  C. 

Ein  zweiter  nicht  ganz  so  günstig  verlaufener  Versuch  gab  ein 
ahnliches  Resultat. 


DisUnz 

Differenz  in 

Zeit 

der 
Nadelspitzen 

Theilstrichen 
p.  i  Std. 

lO./XII. 

1892. 

9  Mo. 

4  Ab. 
6    » 

67 
66 
63 
46,6 

4 
4 

4,3 
0,88 

40    » 

43,0 

4,2 

H./XII. 

D 

8  Mo. 

31,0 

4,8 

i  Ab. 

22,0 

0,74 

8      9 

n,o 

0,09 

\  «./XII. 

» 

7  Mo. 
7  Ab. 

16,0 
46,0 

0 

Versuch  VIIL     Zea  Mais. 

Zu  den  Versuchen  8,  9,  1 0  diente  Cinquantino-Mais.  In  diesem 
Versuch  war  die  Wurzel  36  mm  lang  und  hiervon  befanden  sich  3,0  bis 
3,2  mm  im  Gipsdeckel.  —  Tpt.  19,1  —  20,2^  C.  —  Fedeistärke: 
1  Strich  ä  0,0169  m  =  13,33  g.  —  Gipsspalt  =  0,06  mm.  —  Krause: 
Durchm.  =  1,4  mm,  Querschnitt  =  1,54  qmm.  Die  Wurzel  misst  ober- 
halb und  unterhalb  des  Gipsspaltes :  Durchm.  =  1 ,2  mm,  Querschnitt 
=  1,23  qmm. 

Enddruck  160  —  2  =  158  g.     Druckinlensität  berechnet  für: 
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A:  unterhalb  Gipsspalt  (1,^3  qmm)  =  12,51  Atm. 
B:  Krause  (1,54     »    )=    9,93     » 


1 29,2  g  p.  qmm, 
102,6«  »   » 


H./I.  <893. 

I«./I.   » 

I3./I.  » 
U./I.  » 
I5./I.   » 


4  0  Mo. 

\0  Ab. 

8  Mo. 

7  Ab. 

8  Mo. 
8  )) 
8  » 


1«0,0 
120,0 
<33,3 
U6,7 
157,3 
160,0 


*,4  g 

I  ro3» 

I   0,97« 
I   0,23» 


Versuch  IX.     Zea  Mais, 

Wurzel  =^  24  mm  lang,  davon  2,6  mm  im  Gipsdeckel.  —  Tpt. 
18,8  — 20,1' C.  —  Federstärke:  1  Strich  ä  0,0169  =  13,33  g.  — 
Gipsspalt  0,3  mm.  —  Krause:  Durchm.  1,8  mm.  Fläche  2,52  qaim. 
Die  anschliessende  Wurzelspitze  misst:  Durchm.  =  1,2  mm,  Fläche 
=  1,13  qmm. 

Enddruck  293,2  —  2,1  =  291 ,1  g.  Druckintensität  berechnet  für: 
A:  unterhalb  Krause  im  Gips  =  24,94  Atm.  =  257,7  g  p.  1  qmm, 
B:  Krause  =11,18     »     =115,5»     »1      » 


14  7] 
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Versuch  X.  Zea  Mais. 
Wurzel  25  mm  lang,  davon  2,3  mm  im  Gipsdeckel.  —  Tpt. 
19,4— 20,2^C.  —  Federstärke:  1  Strich  ä  0,0169  =  2,94  g.  — 
Gipsspali  =  0,4  mm.  —  Krause:  Durchm.  =  1,6  mm,  Querschnitt 
:=2,0qmm.  Der  an  die  Krause  basipetal  anschliessende,  im  Gips 
steckende  Wurzeilheil  misst:  Durchm.  =  1,4  mm,  Querschnitt 
=  1,54  qmm. 

Enddruck  198,8  —  1,7=  197,1  g.  —  Druckintensitüt  für 
A:  unterhalb  Krause  im  Gips  =  12,39  Atm.  =  128     g  p.  qmm, 
B:  Krause  =    9,53     »    =    98,5»    »       » 


ti./XLl.  \S9t.     9  Mo. 

6  Ab. 
2S./XII.       »          8  Mo. 

7  Ab. 


Versuch  XI.      Vicia  sativa. 

Wurzel  =  23  mm,  davon  im  Gipsdeckel  2,2  mm.  —  Tpt. 
18,7— 19,5®  C.  —  Federstärke:  1  Strich  ä  0,0169  =  2,94  g.  — 
Krause:  Durchm.  0,8  mm;  Querschnitt  0,5  qmm.  Wurzel  unterhalb 
Gipsspalt  im  Gips:  Durchm.  0,6  mm,  Querschnitt  0,31  qmm. 

Enddruck  44,1— 1,5  =  42,6  g.    Druckintensität  für 
A:  Wurzeltheil  im  Gips  (0,31  qmm)  =  13,33  Atm.  =  137,7  g  p.  qmm, 
B :  Krause  (0,5       »    )  =    8,26     »     =    85,3 »   »      » 


Druck- 

Zeit 

Druck 

1 

zunahme 
p.  4  Std. 

18.;r. 

1893. 

10  Mo. 

.       .       .       . 

10  Ab. 

29.4  g 

6.4    g 

19./I. 

- 

8  Mo. 

29,4  » 

20./I. 

U./l. 

); 

8     '^ 
8     » 

3?i,3  « 
4«, 6» 
44,1» 

0.61« 

tt,l\. 

M 

« 

0.««»» 
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Versuch  XII.     Aesculus  hippocastanum. 

Wurzel  45  mm  lang,  davon  3,2  mm  in  der  Gipskappe.  —  Tpt. 
17,6—19,4^  C.  —  Federstarke:  1  Strich  ä  0,0182  mm  =  22,8  g.  — 
Gipsspalt  gering  und  Wurzel  an  dieser  Stelle  kaum  angeschwollen. 
Durchm.  =2,5  mm,  Querschnitt  =  4,9  qmm. 

Enddruck  340  —  3,2  =  336,8  g.  —  Druckintensität  =  6,65  Alm. 
=  68,7  g  p.  qmm. 


Dnick- 

Zeit 

Druck 

zonahme 
p.  1  std. 

«2. /XL 

«892. 

\\  Mo. 

.... 

4  0  Ab. 

X05,S  g 

5,55  g 

«3./XI. 

» 

8  Mo. 

S05,3  » 

2i./XI. 

» 

8     » 

"•'»  »     )      «.33   . 

25./XI. 
«6./XL 

9 
» 

8     y> 
8     » 

306,8  »     \ 
340,0  » 

4,38    9 

27./XI. 

n 

8     » 

340,0»     . 

0,0           D 

B.  Messimgeii  des  üaerdrncks  an  Wurzeln  von  Keimpflanzen« 

Versuche  XHI— XXI. 


Versuch  XHI.     Vicia  faba. 

Activ  gegen  den  Gipsdeckel  wirkt  der  8  mm  lange  Spitzentheil 
der  45  mm  langen  Wurzel.  Der  Deckel  wird  nur  um  0,06  mm  ab- 
gehoben und  die  Wurzel  bat  eine  kaum  merkliche  Ausbauchung  nach 
diesem  Spalt  hin  gebildet.  Flächeninhalt  des  Medianschnitts  des 
activen  Theiles  =  29  qmm.  Seiten  wurzelanlagen  bilden  sich  in 
üblicher  Weise  in  allen  diesen  Gipsversuchen  (vgl.  Kap.  VII).  Bis 
zum  Schluss  hat  sich  der  Stengel  92  mm  hoch  über  den  Boden 
erhoben. 

Apparat:  Scbraubklemme. —  Federstärke:  1  Strich  ä  0,0182  mm 
=  57,17  g.  —  Tpt.  17,3— 18,9^  C. 

Enddruck  1830  g.  Druckintensität  =  6,11  Atm.  =  63,1  g 
p.  qmm. 
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Druck- 

Zeit 

Druck 

zunahme 
p.  «  Sld. 

<2./F.  1893. 

9  Mo. 

.    .   .    . 

10  Ab. 

UOf  g 

4,36  g 

13  ./F.       » 

8  Mo. 

140«  » 

I4./I.      » 

6  Ab. 
8  Mo. 

U58  »      ^ 

}      4,07  » 
«645»      ^ 

Dnick  durch  Anschrauben 
verstärkt  auf 


«5./I.  1893. 
«6./L   1 

n./i.  » 

«8./I.   » 

«9./I.   » 


8  Mo. 

8  9 
8  » 
8  1 
8  « 
8  » 


n«6g 

4  773  » 
1801  » 
1813  » 
1830  9 
«830  » 


»  «0,75  » 

«,«7  » 
0,6  « 
0,71  • 

0    » 


Versuch  XIV.     Vtäa  faba. 

Activ  gegen  den  Gipsdeckel  wirkt  der  5,5  mm  lange  Spitzenlbeil 
der  38  mm  langen  Wurzel.  Der  Deckel  wurde  nur  um  0,05  mm  ab- 
gehoben und  die  Wurzel  zeigte  kaum  eine  Ausbauchung  nach  dem  Spalt. 
Flächeninhalt  des  Medianschnitts  im  acliven  Theil  =  1 0,5  qmm. 

Apparat:  Schraubklemme.  —  Federstärke:  1  Strich  ä  0,0099  mm 
=  24,2  g.  —  Temp.  17,0—18,9«  C. 

Enddruck=  500  g. —  Druckintensität  =  4,61  Atm.=  47,6  g  p.qmm. 


Druck- 

Zeit 

Druck 

zunähme  . 
p.  1  Stunde 

«2./XI. 

1892. 

8  Mo. 

«3.  XL 

» 

9  Ab. 
8  Mo. 

339  g 
341  > 

►     8,04  g 

«4./XI. 

A 

8    i> 

386  » 

Nun  Druck  gesteigert  auf: 

«4.^X1.  «89?.       8  Mo.  i58  g 

«5./XI.       "  8  I  483  1 

«6./XI.       >'  8  495 

«7./'XI.       »  8    1  500  1 


4.04  > 

0,5     > 
0,02  » 
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Versuch  XV.     Vicia  faba. 

Gegen  den  Gipsdeckel  wirkt  der  S  mm  lange  Spitzentheil  der 
30  mm  langen  Wurzel.  Der  Deckel  wurde  um  0.17  mm  abgehoben 
und  die  Wurzel  hatte  sich  etwas  nach  dem  Spalt  hin  ausgebaucht. 
Der  Flächeninhalt  dieses  grössten  Medianschnittes  im  activen  Spitzen- 
theil betrug  9,5  qmm. 

Apparat:  Zangenapparat.  —  Federstärke:  1  Strich  ä  0,0204  mm 
=  9,4  g.  —  Temp.  17,9—19,6«  C. 

Enddruck  599,6  g.  —  Druckinlensität  =  6,11  Atm.  =  63,1  g 
p.  qmm. 


Zeit 

Drack 

Dnick- 

zunahme 

p.  4  stunde 

5./XI. 

1892. 

8^  Mo. 

9 

6  Ab. 

394,8  g 

6./XI. 

» 

7  Mo. 

399,5  » 

6,H  g 

7./XI. 

9 

8    » 

399.5  f> 

8./XI. 

» 

8    » 

437,1  » 

Druck  gesteigert  auf  502,9  g 


8./XI.  <892. 
9./XI.   » 
<0./XI.   » 

\  i  ./XI.   » 
<2./XI.   » 


8  Mo. 
8  « 

8  )) 
8  » 
8  » 


502,9  g 
573,4  » 
592,6  » 
597,3  » 
599,6  » 


5,68  9 
}     0,8  . 

\     0,09  » 


Versuch  XVI.      Vicia  faba. 

Dieser  hier  nicht  näher  mitgetheilte  Versuch  wurde  mit  dem- 
selben Apparat  und  mit  derselben  Feder  wie  Versuch  5  ausgeführt.  — 
Temp.  18,4 — 20,1®  C.  Gegen  den  Gipsdeckel  wirkte  der  6,2  mm  lange 
Spitzentheil  der  Wurzel.  Der  Versuch  dauerte  6  Tage.  Der  Gips- 
spalt erreichte  0,2  mm  und  eine  Ausbauchung  der  Wurzel  in  jenen 
war  merklich.  Der  grösste  Medianschnitt  der  activen  Partie  ergab 
=  1 2,2  qmm. 

Enddruck  =  542  g.  —  Druckintensität  =  4,3  Atm.  =  44,i  g 
p.  qmm. 
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Versuch  XVII.     Vicia  faba. 

Von  der  44  mm  langen  Wurzel  war  der  7  mm  lange  Spitzen- 
tbeil fix  eingegipst,  so  dass  die  Wurzelstrecke  von  7  bis  zu  1 5,7  mm 
gegen  den  Gipsdeckel  wirkte.  Dieser  wurde  um  0,16  m  abgehoben 
und  eine  nur  massige  Hervorwulstung  entstand.  Der  entsprechende 
grOsste  Medianschnitt  hatte  15,8  qmm  Flächeninhalt.  Am  Schluss 
war  ttber  dem  Boden  ein  70  mm  hohes  Stengelstück  erschienen. 

Apparat:  Zangenapparat.  —  Federstärke:  1  Strich  ä  0,0204 
=  13,9  g.  —  Tpt.  17,8—19,2®  C. 

Enddruck  =  897,3  g.  —  Druckintensität  =  5,5  Atm.  =  56,8  g 
p.  qmm. 


Druck- 

Zeit 

Druck 

( 

1 

zunahme 
p.  1  Stunde 

3./X. 

4892. 

12  Mo. 

7  Ab. 

587,7  g 

4./X. 
5./X. 

1 

8  Mo. 

8     » 

694,7» 
594,7  1 

►      6,77  g 

6./X. 

» 

8     • 

694,7  » 

7./X. 

• 

8     » 

622,5  » 

Druck  gesteigert  auf 
8./X.  1898.        8  Mo. 

733,7  » 
733,7» 

7,36  » 

9./X. 

\o./x. 

j) 

• 

6  Ab. 
8  Mo. 

8     » 

872,7  »     ^ 
894,6  »     1 
897,3  »     1 

1,56  ■ 
O.H  >^ 

Versuch  XVni.     Vicia  faba. 

Die  38  mm  lange  Wurzel  wurde  so  eingegipst,  dass  ein  7,5  mm 
langer  Spitzentheil  frei  aus  dem  Gipse  hervorsah,  während  die  an- 
schliessende 1 0,7  mm  lange  Strecke,  also  von  7,5 — 1 8,2  mm,  gegen 
den  Gipsdeckel  zur  Wirkung  kam.  Die  Frei  hervorsehende  Wurzel- 
spitze wurde  zunächst  zwischen  nassem  Fliesspapier  gehalten  und, 
nachdem  sie  10  mm  Länge  überschritten  hatte,  in  einen  Topf  mit 
feuchten  Sägespänen  gelenkt.    In   diesem  wuchs  während  der  zehn- 
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tagigen  Yersuchsdauer  der  Spitzentheil  zu  einer  Länge  von  130  mm 
heran  und  producirte  Nebenwurzeln  bis  zu  einer  Länge  von  60  mm. 
Der  aus  dem  Topf  hervorsehende  Stengel  war  inzwischen  120  mm 
lang  geworden  und  das  Hypocotyl,  sowie  die  Basis  vom  Epicotyl 
hatten  Nebenwurzeln  in  die  umgebenden  Sägespäne  getrieben. 

Die  Basis  des  freien  Wurzeltheils  war  bei  Schluss  des  Versuches 
nur  wenig,  etwa  um  0,2  mm,  dicker  als  das  angrenzende  unter  dem 
Gipsdeckel  eingeengte  Wurzelstuck.  Dieses  hatte  nur  eine  minimale 
Ausbuchtung  gegen  den  geringen,  etwa  auf  0,1 5  mm  erweiterten  Spalt 
entwickelt.  Der  dem  Spalt  entsprechende  Medianschnitt  des  unter 
dem  Deckel  befindlichen  WurzelslUckes  betrag  17,1  qmm. 

Apparat:  Zangenapparat.  —  Federstärke:  1  Strich  ä  0,0204  mm 
=  12,5  g.  —  Tpt.  17,1— 19,0^  C. 

Enddruck  =  689,2  g.  —  Druckintensität  =  3,9  Alm.  =  40,3  g 
p.  qmm. 


Zeit 

Druck 

Drack- 

zunahme 

p.  1  Stande 

16./X.  1892. 

\0  Mo. 

.... 

5  Ab. 

430     g 

n./x.    n 

7  Mo. 

43S,5> 

>      8,2«  g 

18./X.       » 

7    » 

432,6« 

8  Ab. 

477,2» 

Druck  erhöht  auf 

530,5» 

4  9./X.  189S. 

8  Mo. 

530,5» 

2,24  » 

20./X.      • 

7    » 

555,5» 

Druck  erhöht  auf 
ti./X.  \%9t.        7  Mo. 

605,5  » 
6n,7» 

2,34  » 

22./X.      » 

7    » 

649,2» 

1,56  » 

23./X.      » 

7     » 

674,2» 

1,04» 

24./X.      » 

7     » 

684,2» 

0,42  » 

25./X.      » 

7    * 

688,0  » 

0,16  » 

26./X.      » 

7     » 

689,2» 

0,05  » 

1 
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Versuch  XIX.     Ticia  faba. 

Wie  iD  Versuch  17  wurde  die  42  mm  lange  Wurzel  so  ein- 
gegipst, dass  der  8  mm  lange  Spitzentheil  in  Gips  fixirl  war  und  die 
anschliessende  Strecke  von  8 — 21  mm  gegen  den  Gipsdeckel  wirkte. 
Dieser  wurde  bis  zum  Schluss  des  Versuches  um  0,4  mm  abgehoben. 
In  Folge  des  so  gewonnenen  Spielraums  gelang  es  einigen  Seitenwurzel- 
anlagen  auszuwachsen  und  sich  durch  den  Spalt  hindurch  nach  aussen 
zu  drängen.  Die  erste  hervortretende  Nebenwurzel  wurde  am  1 2.  Juni, 
also  nach  9tagiger  Versuchsdauer  sichtbar.  Am  Schluss,  also  nach 
1 3  Tagen,  ergab  sich,  dass  von  den  Nebenwurzelanlagen  es  5  Stuck 
zum  Auswachsen  gebracht  hatten.  Die  drei  längsten  (10 — 20  mm 
lang)  traten  aus  dem  Deckel  heraus,  während  unter  diesem  die 
3  mm  und  5  mm  langen  Würzelchen  verborgen  blieben. 

Die  Hauplwurzel  selbst  hatte  sich  gegen  den  Gipsspalt  erhebUch 
ausgebaucht,  so  dass  die  Durchmesser  in  dieser  Richtung  2,1 — 2,4  mm, 
senkrecht  dazu  1,8 — 2,0  mm  betrugen.  Auch  die  entstandenen  Sei- 
tenwurzeln, besonders  die  länger  gewordenen,  waren  durch  Anpressen 
an  den  Deckel  deutlich  abgeflacht. 

Der  der  Spaltfläche  entsprechende  Medianschnitt  des  Stückes  der 
Hauptwurzel  unter  dem  Deckel  wurde  zu  24  qmm  bestimmt.  Für 
den  Medianschnitt  der  gegen  den  Deckel  pressenden  Stücke  der 
Seitenwurzeln  ergab  sich  der  ungefähre  Werth  von  25  qmm. 

Nehmen  mir  demgemäss  die  gesammte  wirksame  Fläche  zu 
49  qmm  an,  so  berechnet  sich  aus  dem  Enddruck  von  1511  g  eine 
Dmckintensität :  B  von  2,98  Atm.  =  30,8  g  p.  qmm. 

Diese  Nebenwurzeln  konnten  aber  nur  mit  der  Zeit  und  mit 
entsprechender  Abhebung  des  Deckels  auftreten.  Da  nun  zwischen 
dem  7.  und  8.  Juni  die  Druckzunahme  minimal  geworden  war  (0,05  g 
p.  1  Std.),  dann  aber  zunächst  wieder  beschleunigt  wurde  (2, 1 7  bis 
3,71  g  p.  1  Std.),  um  endlich  späterhin  wieder  zu  sinken,  so  ist 
anzunehmen,  dass  vom  8.  Juni  ab  die  Action  der  Seiten  wurzeln  ins 
Spiel  trat.  Die  spätere  Senkung  der  Druckzunahme  ist  dann  die 
■atUrlkhe  Folge  der  mit  der  Zeit  auch  in  den  Nebenwurzeln  ver- 
bwigsamten  Druckanschwellung.  Unter  dieser  allerdings  unsicheren 
Annahme  wurde  zur  Yeranschaulichung  aus  dem  am  8.  Juni  erreichten 
Dmckwerth   von  877  g   die  Druckintensität   unter  der  Voraussetzung 
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berechoet,  dass  bis  dahin  nur  die  24  qmm  grosse  Fläche  der  Haupt- 
Wurzel  gegen  den  Gipsdeckel  wirksam  war.  Als  Druckintensitäi 
ergibt  sich  dann:  A  3,53  Atm.  =  36,5  g  p.  qmm. 

Am  Schlüsse  des  Versuchs  ragte  der  Sprosstheil  100  mm  über 
den  Boden. 

Apparat:  Zangenapparat.  —  Federstärke:  1  Strich  ä  0,02  mm 
=  12,5  g.  —  Temp.  22,2—24,0«  C. 


Druck- 

Zeit 

Druck 

zunahme 
p.  1  Stunde 

3. /VI. 

4892. 

4  0  Mo. 

3. /VI. 

» 

6  Ab. 

682  g 

4. /VI. 

» 

8  Mo. 

688   » 

44,46g 

5./VI. 

» 

8     n 

688  » 

6./VI. 
7. /VI. 
8./VI. 
9. /VI. 
10. /VI. 

)) 

M 
» 

9 

8     « 
8    i> 
8     )> 
8     » 
8     » 

784   » 
845  » 
877  9 
929  » 
4048  » 

2,67   D 

0,06  » 

^     2,47  n 

3,74    » 

Druck  nun 

erhöht  a 

uf  4  370  g 

H./VI. 

4892. 

8  Mo. 

4370  g 

>      5,5     » 

<«./VI. 

» 

8     >> 

4  370  » 

4  3. /VI. 
U./VI. 
45./VI. 
4  6./VI. 

» 

8     )) 
8     )) 
8     » 
8    » 

4444  » 
4  474   » 
4498  » 

4544    » 

1 

2,37  » 
4,42   )) 
0,64  » 

Versuch  XX. 

Vicia  fa 

ha. 

In  diesem  Versuch  wurde  die  aus  dem  Bodenloch  des  Topfes 
her  vorsehende  27  mm  lange  Wurzel  zwischen  2  planggeschliffene 
Platten  aus  porösem  Thon  gelenkt.  Durch  zwei  angegossene  Gips- 
leistchen  war  dafür  gesorgt,  dass  diese  Platten  höchstens  auf  1  mm 
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gegenseitig  genähert  werden  konnten.  Der  so  bleibende  Spalt  war 
bei  verticaler  Aufstellung  der  Platten  nach  oben  und  unten  offen 
und  diesen  Spalt  hatte  die  eingeklemmte  Wurzel  bei  ihrem  erdwärts 
gerichtetem  Wachsen  zu  durchwandern.  Zum  Zwecke  des  Zusam- 
menstellens  wurde  der  3  mm  lange  Spitzentheil  der  etwas  angewelkten 
Wurzel  in  den  erweiterten  Spalt  der  Platten  gebracht,  welche  mit 
Hilfe  von  Gips  in  der  Schraubklemme  (Fig.  4)  fixirt  waren.  Dann 
wurde  mittelst  der  Druckschraube  allmählich  die  Compression  und 
die  Herstellung  des  gewünschten  Druckes  herbeigeführt. 

Erst  4  Tage  nach  der  Zusammenstellung,  am  26.  October,  er- 
schien am  unteren  Ende  des  Spaltes  die  normal  aussehende  Wurzel- 
spitze, welche  nun  wie  in  Versuch  XIX  behandelt  und  in  einen 
Topf  mit  Sägespänen  gelenkt  wurde.  Bis  zum  Schlüsse  des  Versuchs, 
d.  h.  in  5  Tagen,  war  dieser  freie  Wurzeltheil  auf  eine  Länge  von 
85  mm  herangewachsen  und  hatte  Nebenwurzeln  gebildet.  Solche 
waren  inzwischen  auch  am  Hypocotyl,  am  freien  basalen  Wurzeltheil 
und  auch  zwischen  den  Thonplatten  entstanden.  Da  letztere  einen 
Abstand  von  1,0 — 1,2  mm  boten,  die  Nebenwurzeln  aber  dünner 
blieben,  kam  durch  diese  eine  Druckentwicklung  gegen  die  Platten 
nicht  zu  Stande. 

Der  gemessene  Druck  fUllt  also  auf  den  zwischen  den  Platten 
steckenden  Theil  der  Hauptwurzel.  Da  die  parallel  zu  den  Platten 
durch  dieses  Wurzelstück  gelegte  grösste  Schnittebene  43  qmm 
maass,  so  ergibt  sich  aus  dem  Enddruck  von  939,2  g  eine  Druck- 
intensität  von  2,16  Atm.   =  22,3  g  p.  qmm. 

Dieser  Wurzeltheil  hatte  beim  Durchwachsen  einen  etwas  bogigen 
Weg  eingeschlagen  und  war  stark  abgeflacht.  Während  er  senkrecht 
zu  den  Platten  nur  1,0  bis  1,2  mm  dick  war,  hatte  er  parallel  zu 
den  Platten  oben  eine  Breite  von  3,2  mm,  unten  von  2,2  mm  auf- 
zuweisen. 

Der  im  diffusen  Licht  entwickelte  Spross  hatte  sich  ca.  100  mm 
aas  dem  Boden  erhoben. 

Angewandt  die  Schraubklemme  mit  einer  solchen  Federstärke, 
dass  1  Strich  =  29,5  g  entsprach.  —  Temp.   18,5—20,4«  C. 

d.  K.  &  GeBelltch.  d.  Widden.sch.  XXlin.  3 1 
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Druck- 

Zeit 

Druck 

zunahme 
p.  4  Stunde 

2^./X. 

1893. 

4  0  Mo. 

.... 

9,32  g 

26./X. 

» 

9    9 

885      g 

4,9     • 

27./X. 

» 

8  » 

929,7  » 

0,37  » 

28./X. 

j» 

8  » 

938,6  9 

0,34   » 

30./X. 

» 

8  » 

953,3  » 

0,42  * 

2./XI. 

» 

8  J» 

959,2  » 

Versuch  XXI.     Zea  Mais. 

Die  30  mm  lange  Wurzel  so  eingegipst,  dass  der  1 1 ,2  mm  lange 
Spitzentheil  der  Wurzel  activ  gegen  den  Gipsdeckel  wirkte.  Der 
Deckel  wurde  nur  um  0,07  mm  abgehoben.  Dem  entsprechend  hatte 
sich  der  Wurzeltheil  kaum  nach  dem  Spalt  ausgebaucht  und  maass 
in  der  Spaltebene  11  qmm  im  Medianschnitt.  Seitenwurzeln  hatten 
sich  an  dem  kurzen  freigebliebenen  Basalstttck  der  Wurzel  gebildet. 
Die  Blätter  der  Keimpflanze  waren  schliesslich  bis  60  mm  lang 
geworden. 

Apparat:  Schraubklemme.  —  Federstärke:  1  Strich  ä  0,0169  mm 
=  41,7  g.     Temp.  18,0—19,0^  C. 

Enddruck  =  749,3  g.  —  Druckintensitat  =  6,59  Atm.  = 
68,1  g  p.  qmm. 


Druck- 

Zeit 

Druck 

zunabme 
pro  1  Stunde 

2  4./I. 

4893. 

4  0  Mo. 
9  Ab. 

604,6  g 

22./I. 

)) 

8  Mo. 

604,6   » 

40,44g 

23./I. 

» 

8     » 

604,6   » 

24./I. 

» 

8     » 

708,9   •) 

25./I. 

» 

8         D 

742,2    » 

4,39  » 

26. /I. 

t> 

8     Ä 

749,3   » 

0,3     rt 

««7] 


Druck-  und  Arbeitsleistung  durch  wachsende  Pflanzen. 
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C.  Drackentwicklung  der  nicht  eingegipsten  Spitze. 

Versuch  XXII.     Vicia  faba. 

Die  ZusammenstelluDg  ist  in  der  p.  271  beschriebenen  Weise 
so  ausgeführt,  dass  bei  A  ein  7  mm,  bei  B  ein  23  mm  langer  freier 
Spitzeutheil  der  Wurzel  gegen  die  nasse  Gipsplatte  wirkte. 

Ein  Strich  des  Mikrometers  entspricht  einer  Druckzunahme  von 
1,5  g. 

In  Versuch  A  kam  der  Maximaldruck  von  1,3,5  g  in  34^  Stun- 
den zuwege,  die  mittlere  stündliche  Zunahme  betrug  also  3,86  g. 
In  B  stellte  sich  dieser  stündliche  Mittelwerth  auf  6,3  g,  da  es 
i   Std.  40  Min.  zu  einer  Druckentwicklung  von  1 0,5  g  bedurfte. 


Druck- 

Zeil 

Druck 

zunahme 
p.  4   Stunde 

43./X.  4  89«. 

4  ü. 

— 

Min. 

Ab. 

0      g 

t  » 

— 

» 

0,7  » 

3   » 
3   » 

30 

9 

4,5» 
8,2  » 

•      3,86  g 

4  » 

— 

» 

44,2  )) 

4   » 

30 

» 

43,5  » 

5   J» 

— 

» 

6      » 

6  » 

— 

» 

3      » 

8   » 

— 

» 

2,2» 

34' 
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Zeit 

Druck 

Druck- 

zunabme 

p.  4  Stande 

4  4./X.  4  892.   8U.  4 5 Min 

.Mo. 

0,8 

g 

8  »  S5 

» 

2,3 

» 

8  D  55 

» 

4,5 

» 

6,3  g 

9  »  25 

9 

8,3 

9  »  55 

0 

40,5 

40  »  25 

» 

9,0 

44    *  — 

» 

7,5 

4   »  — 

» 

Ab. 

4,5 

3  »  — 

» 

» 

4,5 

8   »  — 

J» 

» 

4,5 

46./X.       »       8  »  — 

» 

Mo. 

4,5 

Abth.  n.    Vergleichende  Versuche  über  die  Wachsthums- 

schnelligkeit  von  Keimwurzeln  in  flüssigem  und  festem  Thon, 

resp.  in  Gelatine.    (Zu  Kap.  vi.  a.) 

Versuch  XXUI— XXVII. 

Zweck  und  Ausführung  der  Versuche  ist  p.  323  angegeben.  In 
den  Tabellen  steht  in  der  ersten  Verticalreihe  die  Länge  der  Keim- 
wurzeln zu  Beginn  des  Versuchs,  und  zwar  derart,  dass  die  links 
stehende  Zahl  für  die  weichere,  die  rechts  stehende  für  die  härtere 
Masse  gilt.  Die  beiden  folgenden  Vertical reihen  geben  die  gemessenen 
Zuwachse  in  mm  an,  sowie  die  Summe  des  Zuwachses  und  die 
Mittelwerthe  für  je  eine  Wurzel  in  der  näher  bezeichneten  Zeit. 
Danach  folgt  die  in  24  Stunden  geleistete  Arbeit  in  Grammmillimeter. 
In  der  Signatur  dieser  Horizontalreihe  ist  der  Widersland  des  härteren 
Thons,  resp.  der  härteren  Gelatine  in  g  angegeben.  Der  Widerstand 
des  weicheren  Mediums  ist  zu  1  g  angenommen.  In  der  letzten 
Horizontalreihe  ist  die  Arbeit  in  dem  weicheren  Medium  =  1  gesetzt 
worden. 


S29] 
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Versuch  XXIII.     Vicia  faba. 
Medium:  Thon. 


Länge  bei  Beginn 

Zuwachs  na< 

weichem 
Thon 

3h  28  Std.  in 

hartem 
Thon 

26 

und  25 

mm 

16,5  mm 

12,0  mm 

27 

»      25 

» 

15,0     » 

11,0     » 

31 

»      31 

» 

21,0     » 

11,0     » 

31 

»      32 

V 

17,0     » 

17,0     » 

36 

»      34 

» 

14,0     » 

11,5      9 

42 

»      41 

» 

15,5     » 

12,0    » 

43 

9      46 

» 

18         » 

12,5    » 

1 17,0  mm 

87,0  mm 

Mittel  für  1  Wurzel 

in  23  Std. 

16,7    » 

12,4    » 

9            »      )) 

9 

»    24    » 

17,4    T) 

42,9    > 

Ton  1  Wurzel  in  24  Std.  ge- 
leistete Arbeit  (Thonwider- 
stand   1  resp.  100  g) 


17;4gmm 

Temp.  17,8— 18,4«  C. 


1290  gmm 
74,2 


Versuch  XXIV.    Vicia  faba. 
Medium:  Thon. 


Länge  bei  Beginn 

Zuwachs  nac 

weichem 
Thon 

h  48  Std.  in 

hartem 
Thon 

30  und   31  mm 

40      mm 

30      mm 

38     »      37    » 

38        » 

29         9 

48     »      50     ii 

37        » 

20         9 

60     »      59     » 

34,5    9 

23         9 

149,5  mm 

102      mm 

Mittel  für  1  Wurzel  in  48  Std. 

37,4    )) 

25,5    D 

»           »9           9             »    24      « 

18,7    » 

42,7    » 

Arbeit  einer  Wurzel  in  24  Std. 

(Thonwiderstand   1  u.  120  g) 

18, 7  gmm 

1524  gmm 

1 
Temp.   17,8— 19,0«  C. 


81,5 
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Versuch  XXV.     Vida  faba. 
Medium:  Thon. 

Dieser  Versuch  wurde  wie  Nr.  24  mit  je  4  Wurzeln  angestellt, 
deren  Längen  zwischen  35  und  43  mm  lagen.  Ich  beschränke  mich 
auf  Angabe  der  Mittelwerthe  für  je  eine  Wurzel. 


Zuwachs  in 

weichem 
Thon 

hartem 
Thon 

Mittel  für  \  Wurzel  in  48  Std. 

39,8  mm 

29,0  mm 

»        DJ»       »          J»   24    » 

19,9     » 

14,5     9 

Arbeit  einer  Wurzel  in  24  Std. 

(Thonwiderstand  4  u.  4  20  g) 

4  9,9  gmm 

4  740  gmm 

4 

87,4 

Temp.   18,0— 18,7  •C. 


Versuch  XXVI.    Vida  faba. 
Medium:    0,6-  und   4  3proc.  Gelatine. 


Länge  bei  Beginn 


Zuwachs  nach  24  Std.  in 


weicher 
Gelatine 

härterer 
Gelatine 

22     mm 

4  8,5  mm 

16         )» 

46        » 

48,5     » 

4  5,5     » 

20,0     » 

22        » 

76,5     » 

72     mm 

4  9,4      9 

48       9 

4  9,4  gmm 

450  gmm 

4 

23,6 

28  und   26  mm 

32  J»      34     » 

35  »      33     » 

39  »      44     i> 

Mittel  für  4  Wurzel  in  24  Std. 


Arbeit  einer  Wurzel  in  24  Std. 
(Gelatinewiderstand  4  u.  25  g) 
4  9,4  gmm=  4. 

Temp.  18,i— 19,2«C 


SSI]         Dbdce-  und  Arbeit8lbi8tun6  durch  wachsende  Pflanien. 
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Versuch  XXVII.     Zea  Mais. 
Medium:  Thon. 


Länge  bei  Beginn 

Zuwachs  nac 

weichem 
Thon 

(h  24  Std.  in 

hartem 
Thon 

31   und  33  mm 

26  mm 

4  6  mm 

36     »      34    » 

20     » 

48     J» 

35     »      37    > 

48     > 

43      » 

42     »      40     • 

24      » 

47     Ji 

84  mm 

64  mm 

Mittel  für  4  Wurzel  in  24  Std. 

24      » 

46     » 

Arbeit  einer  Wurzel  in  24  Std. 

(ThoDwiderstand  4  u.  70  g) 

2  4  gmm 

1 1 20  gnm) 

4 

Temp.  19,4— 20,6^  C. 


53,3 


AbtL  nL  Wachsthimisbeschleaniguiig  in  der  Wurzelspitze 
nach  Einschmelzen  in  Gelatine.     (Zu  Kap.  vi,  b.) 

Versuch  XXVUI— XXXIII. 

Die  Versuche  wurden  in  der  p.  342  angegebenen  VtTeise  mit 
Keimworzeln  von  Vicia  faba  ausgeführt.  In  Vers.  28,  29,  30,  31 
ond  32  wurden  die  Wurzeln  in  die  13proc.  Gelatine  eingeschmolzen, 
in  Vers.  33  aber  in  die  schon  erstarrte  Gelatine  eingestossen.  Ge- 
meföen  wurde  mit  dem  Horizontalmikroskop,  und  zwar  entsprach 
CTi  Theilstrich  in  den  Versuchen  28,  29,  30,  31  und  32  0,045  mm, 
im  Versuch  33  =  0,043  mm. 

Die  Tabellen  sind  schon  p.  342  eii&aterL    Angegeben  sind  4 
ieweik  gemessenen  Theilstriche.     Nur  in  der  ersten  Horizontairel 
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d.  h.  in  den  auf  den  Spitzentheil  bezüglichen  Messungen,  ist  die 
entsprechende  Länge  in  mm  in  den  Vers.  28 — 32  hinzugefügt. 
Unter  den  Tabellen  ist  ausserdem  der  gemessene  resp,  berechnete 
Gesammtzuwachs  des  Spitzentheiis  innerhalb  24  Stunden  angegeben 
und  ausserdem  der  Zuwachs,  welchen  die  übrige  gemessene  Strecke 
in  der  Versuchszeit  ergab. 

In  Vers.  33   ist   in  der  letzten  Verticalreihe   der   Zuwachs   der 
einzelnen  Zonen  verzeichnet. 


Versuch  XXVIII.      Viäa  faba. 

In  Gelatine  gebracht  23.  Jan.  1893  Morgens  8^^  Uhr.  Von  der 
38  mm  langen  Keimwurzel  befinden  sich  28  mm  in  der  Gelatine.  — 
Temp.   17,8—18,6^0. 


Lage  der  Zone 

28./I. 
9  Mo. 

40  Mo. 

4  Na. 

7  Na. 

24. /I. 
8  Mo. 

0,0  —  0,67  mm 

0,67  mm 
\  5  Str. 

0,67  mm 
\  5  Sir. 

0,67  mm 
\  5  Str. 

3,64  mm 
8«  Str. 

H ,  2  mm 
250  Str. 

0,67—  4,99     » 

97     » 

96     » 

94    )) 

96     » 

98    » 

4,99—  9,44     » 

99     y> 

98     » 

99     » 

100       9 

104     » 

9,44— U, 35     » 

88     9 

87     » 

88     » 

89     » 

90    » 

Die  Spitzenzone  verlängerte  sich  von  1  Na.  bis  8  Mo.,  also  in 
19  Stunden  um  10,53  mm. 

Der  Zuwachs  in  24  Stunden  stellt  sich  also  auf  13,3  mm. 

Die  folgenden  Zonen  von  0,67  mm  bis  13,35  mm  nehmen  während 
23  Stunden  zusammen  um  0,225  mm  an  Länge  zu. 


S33] 
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Versuch  XXIX.      Vida  faba. 

Eingeschmolzen  in  Gelatine  24.  Jan.  1893  Morgens  8  Uhr.  Von 
der  50  mm  langen  Keimwurzel  befanden  sich  36  mm  in  der  Gelatine. 
Temp.  17,3— 18,7^  C. 


Lage  der  Zone 

24./I. 
84  Mo. 

9  Mo. 

40  Mo. 

U  Mo. 

12  Mo. 

2  Na. 

4  Na. 

7  Na. 

25./I. 
8  Mo. 

( 

4,03 

4,03 

4,03 

4,03 

4,75 

2,65 

3,69 

4,59 

44,02 

mm 

mm 

mm 

mm 

mm 

mm 

mm 

mm 

mm 

0     —  4,03  mm    [ 

Str. 

Str. 

Str. 

Str. 

Str. 

Str. 

Str. 

Str. 

Str. 

S3 

23 

23 

23 

36 

59 

82 

442 

245 

4,03—  5,03    » 

89 

94 

92 

94 

94 

94 

93 

94 

403 

5,03—  9,35     » 

96 

96 

93 

94 

95 

95 

96 

97 

402 

9,35—4  3,35     » 

89 

90 

92 

93 

95 

95 

96 

96 

404 

Die  apicale  Zone  verlängerte  sich  von  11  Mo.  bis  8  Mo,,  also 
in  21  Std.  um  9,99  mm,  also  in  24  Std.  um  11,4  mm. 

Die  Zonen  von  1,03  bis  13,35  mm  nahmen  in  23  Std.  zusammen 
um  1,44  mm  an  Länge  zu. 


Versuch  XXX.      Vicia  faba. 

Eingeschmolzen  in  Gelatine  am  25./1.  1893  um  8^  Mo.  Die 
Keimwurzel  ist  55  mm  lang  und  hiervon  befinden  sich  37  mm  in 
Gelatine.     Temp.  1 7,9—1 9,0 "  C. 


Lage  der  Zone 

25./I. 
9  Mo. 

10  Mo. 

4  4  Mo. 

13  Mo. 

1  Na. 

2^  Na. 

4  Na. 

7  Na. 

20./I. 
9  Mo. 

0,49 

0,49 

0,49 

0,49 

0,49 

0,84 

4,30 

2,65 

40,47 

0      —  0,49  mm    ' 

mm 
Str. 

mm 
Str. 

mm 
Sir. 

mm 
Str. 

mm 
Str. 

mm 
Str. 

mm 
Str. 

mm 
Str. 

mm 
Str. 

44 

44 

H 

44 

14 

48 

29 

59 

226 

0,49—  4,39     « 

21 

21 

24 

24 

24 

24 

22 

23 

23 

4,39—  4,22     t 

63 

65 

66 

68 

68 

66 

64 

61 

62 

4,22—  8,40     . 

93 

93 

401 

404 

.07 

408 

4  09 

109 

444 

8,40—42,84     » 

98 

98 

98 

98 

98 

98 

98 

98 

98 

i66 
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Zuwachs  der  apicalen  Zone  von  I  Na.  bis  9  Mo*,  also  in 
20  Std.  ^9,68  mm.  Daraus  berechnet  sich  für  24  Sld.  eiB  Zuwachs 
voQ   1 1,6  mm. 

Der  Gesammtzuwachs  der  übrigen  Zonen  beträgt  in  2i  Std. 
=  0,85  ram. 

Versuch  XXXI.      Yicia  (aha. 

Von  der  37  mm  langen  Keimwurzel  befinden  sich  30  mm  in 
Gelatine.  Das  Einschmelzen  geschah  am  27,  Jan,  1893  7f  Mo 
Temp.  17,6— 18,8  »^a 


¥ 


47./I. 
8  U 

i8./T. 

Lage   der  Zone 

Mo. 

9  Mo. 

<0Mo. 

IlMo, 

läMo. 

1  Na. 

2  Na. 

5  Na. 

8  Na. 

8  Mo. 

9  Mo, 

0,58 

0,58 

0,58 

0,63 

1,43 

S,38 

3,28 

5,17 

7,51 

17,1 

17,9 

mtii 

mm 

mm 

mm 

mm 

mm 

mcD 

mm 

mm 

mm 

mm 

0      —  0,58  m(n 

Str. 

Sir. 

Str. 

Sir. 

Str. 

Sir. 

Str. 

Str. 

Sir. 

Sir. 

Str. 

13 

13 

<3 

14 

3t 

53 

73 

115 

167 

380 

399 

0,58—    \,t\     n 

44 

U 

15 

16 

16 

15 

15 

15  > 

15 

15 

15 

i,j<—  5,n    V 

88 

88 

91 

93 

88 

87 

86  1 

84 

84 

86 

86 

5,n—  9,76     ö 

102 

104 

(09 

109 

110 

112 

1  M 

112 

143 

115 

«4 

9,76  — U, 6?     !► 

ro8 

(07. 

108 

108 

107 

108 

108 

108 

108 

108 

108 

Die  apicale  Zone  nimmt  in  22  Std.  (1 1  Mo, — 9  Mo.)  um  i7,27mns^j 
zu,  also  in  2i  Std.  um  18.8  mm.  ^^ 

Der  Gesammtzuwachs  der  übrigen  Zonen  stellt  sich  während  der 
Versuchsdauer  auf  0,34  mm. 


Versuch  XXXII.      Vicia  faba. 

Die  älteren  Theile  der  Wurzelhaube  wurden  an  dieser  Wurz€ 
abgeschabt  (vgl.  p.  346  Anmerkg  2).  Darauf  wurde  am  29.  Jan,  1! 
um  7|^  Mo.  die  50  mm  lange  Wurzel  so  eingeschmolzen,  dass  sie 
38  mm  in  Gelatine  befanden.  —  Temp,  18,0- 19,2**a 


13B] 
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A. 


Lage  der  Zone 

29./1. 
8^  Mo. 

91  Mo. 

lO^Mo. 

HjMo. 

12iNa. 

J}Na. 

51  Na. 

80./I. 
81  Mo. 

91  Mo. 

• 

0,45 

0,45 

0,58 

0,99 

1,62 

3,01 

4,77 

15,75 

16,42 

0,      —  0,45  mm 

mm 
Str. 

mm 
Str. 

mm 
Str. 

mm 
Str. 

mm 
Str. 

mm 

Str. 

mm 

Str. 

mm 
Str. 

mm 
Str. 

10 

10 

13 

22 

36 

67 

106 

350 

365 

0,45—  1,12     » 

16 

16 

46 

16 

16 

15 

45 

15 

15 

1,4t—  4,75    » 

14 

14 

14 

14 

14 

14 

14 

14 

14 

1,75—   4,36     9 

58 

60 

60 

59 

59 

59 

59 

58 

59 

4,36—   8,05     » 

82 

85 

80 

75 

75 

78 

79 

81 

81 

8,05—4  2,69     » 

103 

104 

105 

107 

109 

112 

145 

116 

116 

Die  apicale  Zone  ist  in  23  Std.  (iO^ — 9^  Mo.)  um  15,84  mm 
gewachsen.  Hieraus  ergibt  sich  für  24  Std.  ein  Zuwachs  von 
i  6,5  mm. 

B. 

Vor  dem  Eingipsen  war  in  der  apicalen  Zone  eine  grössere 
Zahl  dicht  aneinander  stehender  Marken  angebracht  worden.  Nach- 
dem der  Spitzentheil  sich  bis  2^  Na.  auf  3,01  mm  verlängert  hatte, 
befanden  sich  die  nun  gemessenen  Marken  innerhalb  dieses  Spitzen- 
theils in  den  in  der  ersten  Yerticalreihe  in  mm  angegebenen  Posi- 
tionen. Der  entsprechende  Abstand  in  Theilstrichen  ist  in  der  zweiten 
Yerticalreihe  verzeichnet.  In  der  dritten  Yerticalreihe  ist  dann  der 
Abstand  derselben  Marken  nach  2^  Std.  (54^  Na.)  angeführt. 


Lage  der  Zone 

21  Na. 

51  Na. 

0      — 0,54  mm 
0,54—0,76     » 
0,76—1,08     » 
1,08—1,39     t 
1,39—3,04     » 

1  2  Str. 

5       D 

7    » 

7    » 

36    » 

1 2  Str. 
5    Ä 
7     » 
7    » 

75    » 

Summa 

67  Str. 

106  Str. 
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Versuch  XXXIIl 
Die  40  mm   lange  Keimwurzel   wird    am   27.  Jan,  1893   in  die 
schon  erstarrte  Gelatine  so  eingestossen,  dass  sich  in  dieser  34  mm 
befinden,  —  Teiiip.  17,7—18,5^0. 


Lage  der  Zone 

8|Mo. 

9  Mo. 

10  Mo. 

12  Mo. 

2Nfl. 

5  Na. 

8  Na. 

28./!. 
8^  Mo. 

Zawaehft 

in 
tiStd. 

Str. 

Sir. 

Str. 

Str. 

Sir. 

Sir. 

Str. 

Sir. 

mm 

0      —   !,46  mra 

34 

33 

33 

33 

33 

34 

34 

43 

0,39 

1,46—  5,4  0     » 

86 

90 

92 

100 

117 

137 

173 

395 

43,29 

5,4  6—   ^At     " 

99 

too 

106 

123 

140 

153 

(59 

459 

2,58 

9,4«— «3,4«     n 

9a 

94 

94 

95 

97 

97 

97 

99 

0,26 

Gesammtzuwachs  in  24  Std,  =  16,52  mm. 


Abth,  lYt    Wachsthum  nach  längerem  Eingipsen. 

(Zu  Kap,  VI,  C.) 

Versuch  XXXIV,  Vicia  faba, 
Zuwachs  nach  einstiindigem  und  nach  48stündigem  Eingipsen.  Die^ 
unter  A.  verzeichneten  Zuwachse  beziehen  sich  auf  5  Wurzeln  die 
nach  einstundigem  Eingipsen,  die  unter  B*  bezeichneten  auf  5  gleich- 
artige Wurzeln  die  nach  48siUod]gem  Eingipsen  in  Sägespänen  cul^ 
tivirt  wurden.  Die  erste  Messung  und  das  Emsetzen  in  feuchte' 
Sägespäne  geschah  in  beiden  Fallen,  nachdem  die  befreiten  Wurzeln 
i  Stunde  im  Wasser  zugebracht  hatten.  Die  Culturbedingungen  waren 
in  beiden  Füllen  dieselben.  Die  Wurzellänge  betrug  zu  Beginn  32  bis 
38  mm.     Temp.  18,8—20,2«  C.  —  Vgl.  p.  352. 

A.   Vorübergellend  eingegipste  Wurzeln. 

Zuwachs  Zuwachs 

(n  den  ersten  24  Sunddu  in  den  folgenden  24  Stunden 


26       ttirn 

26       ram 

27,5     1 

21,5     » 

24 

20         » 

t1 

23         » 

2  4          • 

21          » 

Mittel  für  1  Wurzel;  23,9  mm 


22,3  mm 
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B.   Nach  48 stundigem  Eingipsen. 

Zuwachs  Zuwachs 

in  den  ersten  24  Stunden  in  den  folgenden  24  Stunden 

4  0      mm  4  9      mm 

44         »  22         » 

44         J»  26         9 

8         »  23         » 

43         ]>  26         » 


Mittel  für  4  Wurzel :   4  4,2  mm  23,2  mm 


Abth.  Y.    Druckversuche  mit  Keimstengeln. 

Versuch  XXXV— XXXVII. 

Die  Ausfuhrung  der  Versuche  geschah,  unter  entsprechender 
Anpassung  (vgl.  p.  249),  nach  der  in  Abth.  I  (p.  440)  angegebenen 
Weise.  Ebenso  ist  aus  dem  p.  375  und  440  Gesagten  das  Nöthige 
über  die  tabellarische  Zusammenstellung  zu  ersehen.  Das  Gewicht  des 
Gipsdeckels,  welches  hier  zu  dem  gemessenen  Federdruck  hinzu  addirt 
werden  müsste,  wurde  vernachlässigt.  Die  Pflanzen  waren  sämmtlich 
im  Dunklen  erzogen  und  standen  während  der  Versuche  in  sehr 
stark  gedämpftem  Licht,  so  dass  in  das  Innere  der  Gipshülle  nur 
sehr  wenig  Licht  eindringen  konnte. 

Versuch  XXXV.      Vicia  faha.     Längsdruck  des  Epicotyles. 

Das  Epicotyl  ragt  43  mm  aus  dem  Boden,  und  zwar  befinden 
sich  9  mm  (von  dem  Scheitel  der  Krümmung  ab  gerechnet)  in  dem 
Gipsdeckel.  —  Federstärke:  1  Strich  ä  0,0182  mm  ==  22,8  g  —  Gips- 
spalt bei  Schluss  des  Versuchs  0,25  mm.  Der  Stengel  ist  in  dieser 
Zone  kaum  angeschwollen. —  Durchmesser  der  activen  Zone  =  5  mm; 
Querschnitt  =  19,6  qmm.  —  Enddruck  1190  g.  —  Druckintensität 
5,88  Atm.  =  60,7  g  p.  qmm.     Temp.  19,3  —  20,8«  C. 
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Druck- 

Zeit 

Drack 

zuaahme 
p.  4  Stunde 

30./X. 

4  892.   9  Mo. 

.... 

34. /X. 

»        8     » 

520  g 

4  Na. 

554  > 

Druck 

gesteigert  auf 

4070,5  g 

44,86  g 

4. /XL 

4  892.   7  Mo. 

4070,5  g 

2./XI. 

»       8    » 

4070,5  » 

3. /XL 

4./XI. 
5. /XL 
6. /XL 

>       8    > 

»        7     » 
D         8     » 
j»        8     » 

4427      » 
4  4  67      » 
4484      ff 
4  4  90      a 

4,67  9 
0,74  » 
0,25  » 

[238 


Versuch  XXXVI.   Helianthus  annuus.   Längsdruck  des  Hypocotyls. 

Das  Epycotyl  ragt  aus  dem  Boden  47  mm;  davon  befinden  sich 
in  dem  Gipsdeckei  3  mm.  —  Federstärke:  1  Strich  ä  0,0182  mm  = 
22,8  g.  —  Gipsspalt  am  Schluss  0,18  mm.  Stengel  in  dieser  Zone  so 
gut  wie  nicht  geschwollen.  —  Durchmesser  des  activen  Querschnitts 
=  2,6  mm;  Fläche  =  5,2  qmm.  —  Enddruck  =  400  g.  —  Druck- 
intensität 7,45  Atm.  =  76,9  g  p.  qmm.     Temp.  17,9  —  20,0  C. 


Zeit 


29./XL  4  892.    4  2  Mo. 
30./XI.       »  8    » 

Druck  gesteigert  auf 
4. /XL       »         8  Mo. 

2. /XL       »  8    n 

3./XI.       »  8    » 


Druck- 

zunahme 

p.  4  stunde 


8,07  g 

4,37  9 
0,5    » 


Versuch  XXXVII.    Vicia  faba.   Querdruck  des  Epicotyls  von  Vida  faba. 

Das  Epicotyl  ragt  54  mm  aus  dem  Boden.  Activ  gegen  den 
Gipsdeckel  wirkt  eine  Zone,  welche  5,5  mm  von  dem  Scheitel  des 
Bogens   beginnt    und   7,5  mm   lang   ist.      Der  Deckel  wurde   etwa 
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0,18  mm  abgehoben  und  der  Stengel  war  kaum  nach  dem  Spalt  hin 
ausgewachsen.  Flächeninhalt  des  Medianschnitts  im  activen  Theil 
37,5  qmm. 

Apparat:  Klemmschraube.  —  Federstärke:  \  Strich  ä  0,0182  mm 
=  31,2  g.  —  Enddiuck  2154  g.  —  Druckintensität  5,56  Alm.  = 
37,5  g  p.  qmm.  —  Temp.  17,9  —  20,4^  C. 


Druck- 

Zeit 

Druck 

sunabme 
p,  i  Stunde 

1./IL  IB93. 

10  Ho. 

.    >    *   « 

X./II,       » 

8       9 

«396  g 

3  ./IL       » 

8    1» 

2396  1» 

22,57g 

4./U.        a. 

8    i> 

S396   p 

Druck  em 

eilrigl  auf 

2010  fl 

5. /IL 
6./iL 
7./IL 


8  Mo. 
8    « 
8     B 


2122  » 
2138  » 
2t()4   » 


0,67    * 
0,67  1 


I 


Abtht  YL    Druckmessungen  mit  Grasknoten. 

Versuch  XXXVIII— XLIL 


r 

■  Die  Versuche  sind  in  der  p*  389  aogegebenen  Weise  angestellt. 
Ob  zur  Messung  das  llebeldynamometer  oder  die  Druckfeder  diente, 

Bist  bei  den  einzelnen  Versuchen  gesagt.  Die  Genauigkeit  war  in 
beiden  Fällen  dieselbe,  denn  durch  das  erwähnte  mikroskopische 
Ablesen  am  HebeldynaraonieLer  wurde  auch  erreicht,    dass  der  Ab- 

■  lesungsfeliler  den  Werth  von  1  g  nicht  erreichte. 
Das  Gewicht  des  freien  Halmtheiles,  einschliesslich  des  nmgipsten 
Glasröhrchens  (c»  in  Fig.  10  p.  389),  betrug  2  bis  3  g  und  erreichte 
nur  in  dem  Versuche  mit  Mais  (Versuch  42)  einen  höheren  Werth, 
nämlich  12  g.  Dieses  Gewicht,  resp.  das  entsprechende  statische 
Moment,  wirkt  ebenfalls  dem  Knoten  entgegen,  muss  also  zu  den 
Angaben  des  Messapparates  hinzuaddirt  werden.  Es  ist  zu  diesem 
Zwecke  dieses  statische  Moment  für  die  am  Messapparat  angreifende 
fh4»rliäni^e  hor*^chnet  und  die  in  den  Tabellen  verzeiclmeten  Druck- 


472 


W.  Pfefpbb, 


[tiO 


leistungen  in  g  sind  schon  in  der  Weise  vergrössert  worden,  dass 
sie  durch  Multiplicalion  mit  der  angegebenen  Hebellänge,  dem  Abstand 
der  Drahtschleife  d  von  der  Mitte  des  Knotens,  das  volle  statische 
Moment  fUr  die  Hebeliänge  1   ergeben. 

Zu  Beginn  des  Versuches  wurde  ein  gewisser  Gegendruck  her- 
gestellt, wodurch  der  freie  Halmtheil  etwas  abwärts  gebogen  wurde. 
In  Folge  der  geotropischen  Reaction  wurde  nach  Ausgleichung  dieser 
Beugung  die  entgegengesetzte  Krümmung  im  Knoten  erzielt,  die  in- 
dess  bis  zum  Schluss  der  Versuche  nicht   mehr  als  5  bis  8^  betrug. 

Die  Tabellen  sind  für  sich  verständlich.  Hinsichtlich  der  Ver- 
werthung  der  Zahlen  vgl.  p.  349. 

Einige  hier  nicht  mitgetheilte  Versuche  ergaben  ganz  gleiche 
Resultate. 

Versuch  XXXVIII.     Triticum  spelta. 

Der  Knoten  ist  4  mm  lang  und  hat  in  der  Mitte  einen  Durch- 
messer von  4,2  mm.  Die,  wie  überall,  mit  Hilfe  der  Papiermethode 
bestimmte  Fläche  des  Querschnitts  im  Blatttheile  des  Knotens  beträgt 
11,5  qmm. 

Der  gemessene  Enddruck  von  71,6  g  wirkt  an  einem  Hebelarm 
von  48  mm  Länge.  Statisches  Moment  also  =  3437  g.  lieber  die 
aus  diesen  Daten  berechneten  Grössen  vgl.  die  Tabelle  VII,  p.  395. 
Apparat:  Hebeldynamometer.  —  Temp.   19,5 — 21 ,8«  C. 


Drack- 

Zeit 

Druck 

zunähme 
p.  4  stunde 

u./vn. 

\sn. 

3  Na. 

.... 

7 

» 

H,5g 

4,93  g 

U./VII. 

n 

6  Mo. 

40,7  * 

/ "  "  ö 

0,63  > 

<5./YII. 

» 

6 

J9 

56,0  » 

0,32  » 

<6./Vll. 

6 

Jl 

63,6  * 

n./vii. 

6 

Jl 

69,7  n 

0,25» 
0,03  0 

iS./VlI. 

6 

r> 

70,5  » 

1 
0,03  » 

i9./VII. 

6 

n 

74,2  » 

7 

20./VII. 

6 

» 

74,6  9 

0,02  » 

u\] 


Dbuck-  vnd  Arbeitsleistung  durch  wachsende  Pflanzen. 
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Versuch  XXXIX.     Trilicum  spelia. 

Länge  des  Knotens  4, SS  mm.  Durchmesser  in  der  Mitte  =  4,4  mm. 
Flächengrösse  des  Blattknotens  an  dieser  Stelle  =  12  qmm. 

Hebellange  47  mm.  Also  statisches  Moment  bei  Schluss  des 
Versuchs  91,2  .  47  =  4286  g. 

Apparat:  Hebeldynamometer. 

Temp.  20,2—22,0^  C. 


Druck- 

Zeit 

Druck 

zunahme 
in  4  Std. 

''9./VII. 

1892. 

8  Mo. 

12>i  g 

2,88  g 

7  Na. 

44J  » 

1,47  » 

<0./VII. 

D 

6  Mo. 

60,3  » 

0,83  » 

H./VII. 

J) 

6     )) 

80,3  » 

0,39» 

i2./vn. 

J) 

6     » 

89,6  » 

0,07  » 

r3./vn. 

)) 

6     » 

9«,«  » 

Versuch  XL.      Triticum  vulgare, 
Länge  des  Knotens  3,5  mm.    Durchmesser  in  der  Mitte  3,6  mm. 


Querschnittsfläche  der  Knotenmitte  8,2  qmm. 
Hebellänge  46mm.   Also  statisches  Moment: 
Apparat:  Druckfeder. 
Temp.  20,5—22,0«  C. 


49,8.  46  =  2291g. 


Druck- 

Zeit 

Druck 

zunahme 
in  4  std. 

lO./VII. 

189S. 

9  Mo. 

7  Na. 

4  8,8  g 

0,67  g 

H./VII. 

n 

6  Mo. 

26,5  » 

0,44  » 

12./VII. 

0 

6     » 

37,4  » 

0,34» 

U./VII. 

» 

6     » 

45,2  » 

0,<9  » 

U./VII. 

0 

6    » 

49,8  » 

A1>h«]idl.  d.  E.  S.  OesellFOh.  d.  WisRensch.  XXXIII. 
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Versuch  XLI.     Hordeum  vulgare, 

LäDge  des  Knotens  5  mm.  Durchmesser  5  mm.  Querschnitts- 
fläche  der  Knotenmitte  ==  1 3,4  qmm. 

Hebellänge  41mm.  Statisches  Moment  am  Schluss  =  122,1  .41 
=  5006  g. 

Apparat:  Hebeldynamometer. 

Temp.  19,0— 20,r  C. 


Druck- 

Zeit 

Druck 

zunahme 
in  i  Std. 

3./ VII. 

1892. 

\0  Mo. 

4  0  Na. 

79,3  g 

^57g 

4./VII. 

» 

6  Mo. 

91,9  » 

0,84  » 

5./vn. 

M 

6     » 

H2,0  » 

0,26  » 

6./VII. 

» 

6     » 

H8,2  » 

^      0,«6* 

7./VII. 

» 

6     » 

<22J  >> 

Versuch  XLIl.     Zea  Mais  (Cinquantino-Mais). 

Durchmesser  des  Knotens  9,4  mm;  Dicke  der  Halmscheide  1  mm. 
Querschnittsfläche  des  ganzen  Knotens  (Blatttheil  +  Stengeltheil)  = 
69,4  qmm. 

Hebellänge  55  mm.  Statisches  Moment  am  Schluss  402.55  = 
22110  g.  —  Apparat  Hebeldynamometer.  —  Temp.  20,5  —  21,8^  C. 


Druck- 

Zeit 

Druck 

zuaahme 
in  1  stunde 

25./VU. 

1892.   3  Na. 

.... 

^2,0     g 

26./VII. 

j)       6  Mo. 

180  g 

4,83  » 

27./vn. 

»       6     » 

296  » 

3,58  » 

28./VII. 

i>       6     > 

382  )) 

0,83  » 

29./VII. 

»     42     » 

402  > 
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Einleitung. 

Jliiner  Kalksieinbank  des  Rothliegenden  im  Plauenschen  Grunde 
bei  Dresden  werden  seil  nun  13  Jahren  die  fossilen  Reste  zahl- 
reicher, aber  meist  kleiner,  amphibieri-  und  reptilienarliger  Geschöpfe 
entnoramen.  Dieselben  haben  sich  im  Laufe  dieser  Zeit  zu  einer  der 
formenreichsten  Faunen  von  Urvierftlsslern  verkörpert,  die  bisher  be- 
kannt geworden  und  beschrieben  worden  sind*). 

Ausser  seltenen  rhynchücephalenartigen  Sauriern  (Palaeohat- 
teria  und  Kadaliosaurus)  wurden  von  den  nur  wenig  mächtigen 
Kalkniederschlägen  einer  dortigen,  verhältnissmässig  kleinen  Wasser-- 
lache  der  älteren  Permperiode  die  Skelete  vieler  Hunderte  von  In- 
dividuen verschiedenartiger  Stegocephalen  umhüllt  und  conservirt,  von 
kleinsten  salamanderähnlichen  Brauch iosauren  mit  ihren  nur  we- 
nige Cenlimeter  langen  Larven,  an  denen  selbst  noch  Reste  der 
Kiemenbogen  erhalten  sind,  bis  zu  dem  riesenhaften  Sclerocepha- 
lus  mit  fast  zolllangen  Zähnen,  in  denen  jedes  Dentinröhrchen  und 
die  feinste  Globularstructur  der  Dentingrundmasse  überliefert  ist 

Trotzdem    nun    diese   Fauna   aus   einer   so    frühen    Periode   der 


tj  H.  Credner,  Die  Stegocephalen  und  Saurier  aus  dein  Roth- 
liegenden des  Plauen  sehen  Grundes  bei  Dresden.  Zeiischr.  d.  Deut. 
geolog.  Geseltschaft.  L  Theil:  «88«  S.  298.  —  IL  Theil:  4  88<  S.  574.  — 
m.  Theil:  <88S  S.  213*  —  IV.  Theil:  1883  S.  275,  —  Y- Theil:  1885  S.  694. 
—  VL  Theil:  1886  S.  576.  —  ML  Theil:  1888  S.  488.  —  Vlll.  Theil:  1889 
S.  3<9.  —  IX.  Theil:  1890  S.  340.  —  X.  Theil:  1893  (in  Drucklegung).  Fer- 
ner: li  Gii£i>NER,  Die  ürvierfüssler  (Eolelrapoda)  des  Sächsischen  Hothliegenden. 
Berlin  1891;  sowie  IL  Crei»ner,  Stegocephalen  des  Rothliegendeo.  Zwei  Wand- 
tafeln nebst  Erläuterungen.  Leipzig  1888.  —  IL  B.  Geinitz  u.  J.  V.  DEicuMüLLEn, 
Nachtrage  zur  Dya5  II  u.  IIL     Kassel   1882   o.  84. 
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irdischen  Eniwicklungsgeschichte  stammt,  dass  nur  wenig  vor  ihr  die 
ersten  Anfänge  der  Erzeugung  eines  Knoclienskeletes  aus  knorpeliger 
Anlage  zu  suchen  sein  dürften ,  so  besitzen  doch  die  Stegocephalen 
des  Plauenschen  Grundes  bereits  eine  ausserordentliche  Mannigfaltig- 
keit. In  ihrer  i^usseren  Gestaltung,  in  dem  Grade  der  Ossificalioa 
des  Knorpelskeletes^  im  Wirbetbauj  in  der  Berippung,  im  Aufbau  des 
Schultergürtels,  in  der  Schuppenbedeckung  und  in  der  Bezahnung 
giebt  sich  eine  so  hochgradige  DitTeienzirung  und  zugleich  eine  so 
verschieden  stark  nach  dem  Reptilienskclet  gerichtete  Divergenz  kund, 
dass  die  Ahnen  unserer  perniischen  Stegocephalen  in  noch  weiter 
zurückliegenden  Zeiträumen  zu  erwarten  sein  müssen. 

VerhlUlnissmässig  am  geringsten  ist  die  Verschiedenartigkeit,  die 
sich  in  der  Bezahnung  gellend  macht. 

Die  Zähne  der  Stegocephalen  des  sächsischen  Rothliegenden 
sind  ausnahmslos  einspilzig,  schlank  kegelförmig,  vollkommen  gerade 
oder  schwach  gebogen,  zuweilen  an  der  Spitze  stumpf  zweischneidig 
und  stets  mit  einem  grossen  Pulpkegel  ausgestattet.  Sie  sind  ent- 
weder durch  Verraitlhing  von  Cement  auf  gerader  oder  schräg 
medianwärts  geneigter  Basis  mit  den  zahntragenden  Dermalknochen 
verwachsen,  oder  gehen  an  ihrem  Sockelrande  direct  in  deren,  dem 
Ganoin  homologe  Deckschicht  über,  so  dass  sie  nur  kegelförmige 
Ausstülpungen  derselben  bilden. 

Nach  ihrem  Bau  und  ihrer  inneren  Siruclur  gehören  diese  Zähne 
zwei  Typen  an,  indem  die  einen  nur  aus  einem  glatten  Dentin- 
hohlkegel  bestehen,  wiihrend  die  anderen  einen  einfachen 
radiär  faltigen  Aufbau  besitzen,  der  sich  nie  zu  der  mäandri- 
schen LabyrinthotJontenstructur  z.  B.  dei'  tiiadischen  Stegocephalen 
steigert.  Das  Auftreten  von  Schmelzkäppcben  ist  bisher  nur  in 
wenigen  Füllen  mit  Sicherheit  erwiesen,  ohne  deshalb  bei  den  Zähnen 
der  übrigen  Gattungen  ausgeschlossen  oder  selbst  unwahrscheinlich 
zu  sein. 

Wie  bei  den  verwandten  Urodelen,  so  ist  die  Zahl  der  zahn- 
tragenden  Knochen  auch  bei  den  Stegocephalen  oft  eine  grosse, 
doch  geben  sich  bei  deren  einzelnen  Geschlechtern  in  dem  Maasse 
der  Bezahnung  der  Mundhöhle  grosse  Verschiedenheiten  kund.  Wäh- 
rend auf  der  Gaumenflüche  von  Brauch iosaurus,  trotz  deien  sehr 
günstiger  Erhaltung   an   zahlreichen  Exemplaren,   nie  Zähnchen   be^ 
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obachtet  werden  koontcn,  ihre  Bezahnung  sich  vielmehr  auf  die 
Kiefer  beschränkt,  tragen  bei  Pelosaunis  ausser  letzteren  die  Ptery- 
goidea  und  das  Parasphenoid »  bei  Acanthosioina  ausserdem  noch 
die  Vomero-Palaüna  Zahnhecheln,  bis  endlich  bei  Melanerpelon 
und  Discosaurns  die  ganze  Gaiimenfläche  von  einer  dichten  Hechel- 
bezahnung starrt.  Bei  allen  aber  tragen  die  Kiefer  nur  eine  einzige 
Reihe  von  Zühnen. 

Gleichzeitig  macht  sich  bei  den  aufgezählten  Geschlechtern  die 
Regel  geltend,  dass,  falls  tlberhaupt  Faltenzähne  auftreten  (wie 
bei  Pelosaurus,  Acanthostoma,  Melanerpeton,  Disco- 
sau rus),  diese  auf  die  Kiefer  reihe  beschrlinkt  sind,  während 
Stlnimüiche  Zähnchen  der  Gaumeriknochen  aus  einfachen  spitzen  Kegeln 
von  minimalen  Dimensionen  bestehen.  Füervon  machen  nur  Ar- 
chegosaurus^j  und  Scierocephalus  eine  Ausnahme,  bei  denen 
auch  i — 2  grosse  FaltenzUhne  auf  dem  Vomer  und  eine  Reihe  solcher 
auf  dem  Palatinum  auftreten  und  an  Grösse  die  Kieferzähne  er- 
reichen, z.  Th*  sogar  noch  übertreffen  können. 

Unter  allen  Stegocephalen  des  sächsischen  Rolhliegenden  ragt 
Scierocephalus  labyrinthicus  Gein,  sp.  nicht  allein  durch  seine 
gewaltige  Grösse  hervor,  sondern  zeichnet  sich  zugleich  auch  durch 
die  intensive  Verkuöchening  seines  Gesanmilskeletes  aus.  Beide 
Eigenschaften  gelangen  namentlich  beim  Vergleiche  mit  Branchio- 
saurus,  dem  häufigsten  Vertreter  der  dortigen  Urvierfüssler  zur  Gel- 
tung. Erreicht  dieser  Lurch  nur  eine  Maximallänge  von  1  3  cm,  so 
muss  diejenige  von  Scierocephalus  auf  mindestens  1 ,50  m  geschätzt 
werden,  —  Dimensionen,  die  ihn  zum  Riesen  unter  seinen  Aufent- 
haltsgenossen stempeln. 

Mit  der  Grösse  von  Scierocephalus  stellt  die  Solidität  seines 
Gesammlskcleles  in  Einklang  und  zwar  fiillt  sowohl  die  Dickknochig- 
keil und  Ausdehnung  seines  Hautskcletes,  wie  die  intensive  Ver- 
knöchei'ung  seines  inneren  Skeletes  auf. 

Was  die  letztere  anbetrüTt,  so  ist  sie  bis  zur  vollständigen 
Ossißcatiou  des  Knorpelgertlstcs  gediehen,  so  dass  sich  das  Glied- 


I)  H.  BünMEiSTE» ,  Die  Labyrinlhodonlen  aus  d.  Saarhruck,  Sleinkolilen- 
gebirge.  Berlin  *8Ö0.  S.  tS,  Tir- IV,  Pig.  <;  ¥.  A.  Quewstedt,  Neues  Jalirb. 
f.  Mia.  iHBi.  S.  398,  Taf.  IIJ,  5;  H,  v.  Meye«,  Hepliliun  nus  il.  Sleiiikoblen- 
formalion.     Casset  1858.     S.  i\. 
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raaassenskelet  aus  lauter  salidea  Knochen  mit  knöchernon  Gelenk^ 
enden,  die  Hand-  und  Fusswurzel  aus  knucheinen  Carpalien  und 
Tarsalien  aufbaut,  —  alles  dies  im  sclirofl'sten  Gegensatze  zu  sämmt- 
liehen  übrigen  Stegocephalen  des  dortigen  Rothtiegenden,  deren  Es- 
tremilUten  durch  z.  Tb.  nur  hautartig  dünne  Kuochenrühren  mit 
knorpeligen  Gelenkenden  gestützt  werden  und  bei  fast  allen  denen 
Hand-  und  Fusswurzel  vollkommen  knorpelig  verblieben  sind,  wUh- 
rend  letztere  nur  bei  einigen,  schon  lebhafte  Anklänge  an  das  Rep- 
tilieoskelet  verrathenden  Geschlechtern  eine  schwache,  und  aus- 
schliesslich bei  dem  unserem  Sclerocephalus  nahe  verwandten 
Archegosaorus  eine  intensivere  Verknöcherung  erfahren  haben. 

Ebenso  setzt  sich  die  rhacbitome  Wirbelsäule  von  Sclero- 
cephalus, trotz  dieses  ihres  primitiven  Baues  aus  einem  massigen 
oberen  Bogen  mit  knöchernen  Dom-,  Gelenk-  und  Querfortsatzen, 
sowie  aus  eben  solchen  Inter-  urtd  Pleurocentren  zusammen  und  trägt 
solide  Rippen,  Auch  die  beiden  Coracoidea  und  Ischia  sind  zu 
kräftigen  Knochenplalten  ossificirt. 

Fast  mehr  noch  als  das  enchondrale  gelangt  bei  Sclerocephalus 
das  Hautskelel  zur  Geltung*  In  hohem  Maasse  ist  dies  zunächst 
beim  Schädel  der  Fall,  der  bis  auf  das  die  Articulation  des  Unter- 
kiefers vermittelnde  Quadratum  und  Artieulare  ausschliesslich  von 
dicken,  sculpturirten  oder  bezahnten  Haulknochenplatten  bedeckt  ist 
und  zwar  in  der  Ausdehnung,  welche  den  Schuppenlurchen  die  Be^ 
nennung  »Dachschädel«  (Slegocephala)  eintrug*  Von  knöchernen 
Hinterhauptsbeinen,  durch  deren  doppellen  Gelenkhöcker  bei  den 
Urodelen  und  mesozoischen  Lahyrinihodonten  die  Articulation  mit  der 
Wirbelsäule  bewirkt  wird,  fehlt  jede  fossile  Ueberlieferung,  so  dass 
diese  Verbindungsstelle  bei  Sclerocephalus  keine  betrüchlliche  Ossi- 
fication  erlilten  haben  kann. 

Auch  die  Elemente  seines  Schultergürtels  bis  auf  die  Cora- 
coidea erweisen  sich  nocli  als  Theile  des  Hautskeletes.  Jedenfalls 
waren  das  Epistemum  und  die  Claviculae  noch  nicht  in  das  innere 
Skelet  aufgenommen,  bildeten  vielmehr  gewaltige  Panzerplatten  vom 
histologischen  Bau  der  Ganoidschuppen,  Auf  die  abgeschrägten 
Runder  des  Epislernums  legen  sich  dicke  Knoclienschuppen,  deren 
divergirende  Strähnen  die  gesammte  BauchQäche  und  die  Unterseite 
der  Extremitäten  panzerartig  bedecken. 
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Die  Bezahnung  dieses  permischea  Rieseolurches,  des  Sclero- 
cephalus,  ist  es,  welche  in  Folgendem  eioer  speciellen  Beschreibung 
unterworfea  werden  soll 

Herrn  Dr.  F.  Etzold,  Gustos  der  Sammlungen  der  k,  S,  geolo- 
gischen LaDdesunlersuchung,  schulde  ich  für  seine  verständnissvollc 
BeihUlfe  bei  der  durch  4—5  Jahre  fortgesetzten  Äufsaramlung,  Sich- 
tung und  Präparirung  des  jetzt  zur  Bearbeitimg  gelangten  Rlateriales, 
sowie  ftlr  die  von  ihm  auf  Grund  meiner  Handzeichnungen  nach  der 
Natur  ausgeführten  graphischen  Darstellungen  auf  den  beigegebenen 
Tafeln  dankende  Auerkennung, 


L   lieber  die  zahntragenden  Knochen  und  die 
Bezahnung  von  Scleroceplialus. 

1.  Histologie  der  Enoclien  der  Mundhöhle  und  Homologie 
derselben  mit  den  Ganoidsehuppen, 

In  der  Mundhöhle  von  Sclerocephalus  sind  die  Zwischen-, 
Ober-  und  Unterkiefer^  die  Voraera,  die  nach  vorn  gewandten  Flügel 
der  Pterygoidea  und  die  Palatina  mit  Zähnen  besetzt.  Vom  Para- 
sphenoid  ist  nichts  tiberhefert,  so  dass  seine  etwaige  Bezahnung  nicht 
zu  constatireti ,  aber  auch  nach  Analogie  mit  nächst  verwandten 
grossen  Stegocephalen  (z.  B.  Archegosaurus)  überhaupt  nicht  wahr- 
scheinlich ist. 

Freilich  sind  auch  alle  erstgenannten  Knochen  ebenso  wie  die- 
jenigen der  Schädeldecke  an  den  vorliegenden  Exemplaren  ihrer 
Masse  nach  fast  überall  der  Vernichtung  durch  die  Sickerw^sser  ver- 
fallen. Von  ihnen  ist  meist  nichts  geblieben  als  der  Abguss  ihrer 
tief  sculpturirten  Aussenflüche  und  der  Abdruck  ihrer  glatten  Innen- 
seite, jedoch  beide  von  so  ausserordentlicher  Schürfe,  dass  aus  diesen 
Negativen  die  ursprüngliche  äussere  Erscheinungsweise  dieser  Knochen- 
platten bis  in's  Kleinste  reconstruirt  wx^rden  kann.  Doch  auch  für 
die  Erhaltung  der   inneren   Struclur    des   verschwundenen  Knochen- 
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gewebes  ward  bis  zu  einem  gewisseu  Grade  gesorgt,  mdeiu  vor  dessea 
Vernichtung  das  gesammte  die  Knochenniasse  durchziehende  Syslem 
von  Gefässcaoiilen  mit  deren  zartesten  Verzweigungen  und  feinslea 
Ausläufern  mit  Kalkspalh  ausgerüllt  worden  ist,  —  ein  Ausguss, 
welcher  der  Auslaugung  widerstand  und  entging  und  deshalb  als 
natürliches,  jetzt  vollkommen  freigelegtes  Injectionspriiparat  des  Canal- 
syßtems  eihalten  geblieben  ist.  Dasselbe  liefert  ein  so  klares  kör- 
perliches Bild  des  letzteren,  wie  es  durch  keinerlei  Längs-  und  Quer- 
scldiile  erzielbar  sein  würde. 

Diese  zierlichen  Steinkerne  ergeben  sich  als  Ausdruck  einer  für 
fast  sämmtliche  Knochen  des  Schädels,  also  auch  der  Gaumenflüche 
sowie  des  Unterkiefers  höchst  charakteristischen  Structur,  durch  welche 
sich  dieselben  als  den  Ganoidschuppen  nahestehende  Hautknochen 
kennzeichnen,  Ihr  eigenlhümliches  Gepräge  erhalten  diese  Ossifica- 
lionen  im  Gegensatze  zu  den  enchondralen  Knochen  des  Rumpf- 
skeletes,  sowie  dem  das  Unterkiefergelenk  bildenden  Quadratum  und 
Articulare,  in  erster  Linie  durch  ein  dichtes  und  derbes  System 
von  Blutgefässcanälen,  sogenannten  Haversischen  Canälen*}, 
welches  sich  in  horizontaler  Richtung,  nämlich  in  der  Fläche  der 
grössten  Ausdehnung  des  Knochens  ausbreitet.  In  dieser  liegen 
sämmtliche  Gefässcanäle  so  dicht  neben  einander  und  nehmen  einen 
so  überwiegenden  Theil  des  Knochens  ein,  dass  man  auf  den  ersten 
Rück  versucht  sein  könnte,  ihre  späthige  Aasfüllungsmasse  fUr  die 
Knochensirahlen  zu  halten. 

Die  wie  derbe,  glatte,  cylindrische  Fäden  erscheinenden  Stein- 
kerne  der  Geftisscanäle  bilden  in  der  Nachbarschaft  der  OssiScatioos- 
stelle  ein  ästig-maschiges,  wirres  Geflecht,  nehmen  dann  nach  aussen 
zu  eine  radiäre  Anordnung  an  und  stellen  sich  strahlig.  Die  einzel- 
nen llaupttitämme  sind  nahe  dem  Ossificationspunkte  etwa  steck- 
nadeldick, dichotomiren  nach  aussen  zu  in  seitliche  dünnere  Aesle, 
welche  in  unregelmässigen  Absländen  durch  feinere  Querröhrchen 
verbunden  sind,  so  dass  ein  horizontales  maschiges  Netzwerk  ent- 
steht, dessen  radiärer  Bauplan  jedoch  in  Folge  der  grösseren  Stärke 
der  Längsstrahlen  deutlichst  zum  Ausdrucke  gelangt. 

Zwischen   diesen   sicli    nach   aussen   verästelnden  Stämmen    des 


<j   Vergl.  H,   Klaatscii,   MorphoL  Jahrb.  XVI.   «il90.   S.  139. 


i 


»I 


ZiJi  BmniaQVK  du  FALnstlm  paiIoioisgiei  Stv^ocemals^i.    183 


HonzoQtalqsleiiiB  Toa  GeOffiscanaleii  ist  hier  und  dar!  noch  die 
KDOcheoniasse  selbst  erhalleo  gebliebeo.  Ihre  homogeoe  tüara 
GrandiDasse  ergiebl  sich  als  ai^serordentUch  reich  aa  spiodelförmigeii, 
sowie  an  plompereii^  spralsögeii  Knochenkörperüfaeo ,  \velche  durch 
ein  Gewirre  von  zarteo  Aiülaufera  in  Verbtodang  stebeo,  oft  dichte 
Sträboeii  bilden  und  eine  aosgezeiehaele  Qtiidale  Anordüung  besitzen 
oder  sich  coocentrisch  um  die  Canalquersehnitte  ziehen.  Das  grOssle 
Volumen  innerhalb  des  Knochens  war  jedoch  von  dem  dichten  Ge- 
webe jener  Ge&sscanale  eingeDommen,  deren  dstig^  Steiokerae  so- 
eben beschrieben  worden. 

OeAers  lässl  sich  beobachten,  dass  von  diesein  horamitaka 
CanabysteiDe  zarte,  sich  verzweigende  Aesichen  und  zwar 
in  deo  Knochenpia tten  der  Schadeldecke  nach  oben  bis  an  die 
sculptorirte  Oberfläche  emporsteigen  und  hier  in  den  Vertiefungen 
des  Reliefe  flUmden.  Innerhalb  der  Deckknocben  der  Gaomenftache 
lüog^eo,  also  der  Vomera,  Palatina  und  Plerygoidea,  seaken  sich 
diese  Aesichen  von  den  BaupLstammen  des  Gefässcaoalsjsleins  bald 
in  rechtem  Winkel,  bald  schräg,  geradlinig  oder  schwach  woim- 
förmig  gewellt  nach  unten  zu  der  zaholragenden  Flache  der  Knochen 
hinab,  wo  sie  in  die  Pulpen  der  bechdarligen  Gaumeozahnchen 
mOnden. 

Aebnlicbes  gilt  von  dem  Rahmen  der  Gaumenknochen ,  den 
Zwischen-  und  Oberkiefern.  In  letzteren  erreichen  die  im  vor- 
deren Drittel  des  Oberkiefers  entspringenden,  dem  horizontalen  Zahn* 
raode  parallel  und  dicht  unter  ihm  veriaufesdeA  Hanplcanale  eine 
besondere  Länge,  weil  sich  die  Oberkierer  sdhr  weil  nach  hilileii« 
namlicb  bis  beträchtlich  hinter  die  Orbiiae  erstrecken.  Zt^leteh 
zeichnen  sich  diese  Bauptstränge  durch  ihr  grosses  Lumen  auss  was 
damit  in  Zusammenhang  steht,  dass  sie  auf  später  klar  zu  legendem 
Wege  durch  absteigende  Aeste  Blutgefässe  in  die  Ptilpen  der  zahl- 
reichen und  grossen  Oberkieferzdhne  absenden. 

Auch  in  den  Dermalknochen  des  Unterkiefers  (dem  Angulare 
tiod  Dentale)  nimmt  ein  System  von  dicht  aneinander  gelagerten 
GefiuäscanäJen    den    flauplautheil   am   Knochen^ webe.      Im 


dieselben  vou  dem  ganz  an  seinem  Uimeremle  golegcgen 
Oasificalionspunkte  aus  in  Folge  der  grossen  Laageneiisdehnung  dieses 
Knochen:»    fast    horizontal    nach    vorn.     Einige    Bauptslrtng^ 
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direcl   unter   dem  Kieferrande  und  geben  durch  diesen  Aestchen  la 
die  Zahnpulpen  ab. 

Unterhalb  der  dicken  Knochenlage  mit  dem  Horizontalsystem 
von  Gefllsscanälen  folgt  eine  glatte,  dünne,  aus  zartesten  Kalk-  ^^ 
lamellen  aufgebaute  Basalschicht,  mit  der  die  Deckknochen  des  ^| 
Schädels  auf  dem  Primordialcranium  auflagerten,  die  deshalb  auf 
ihrer  Unterfläche  vollkommen  glatt  erscheint  und  nach  welcher  sich 
auch  keine  Canalästchen  wenden.  Innerhalb  der  Kalklamellen  h'egen 
sehr  kleine,  isolirte,  langgestreckte  Knochenkörperchen  mit  ausser- 
ordentHch  feinen  ästigen  Anslliuferii, 

Die  Gaumenfläche  der  Vomera,  Palatina  und  Pterygoidea  ist, 
ebenso  wie  die  sculpturirte  Aussenflüche  der  Knochenplatten  der 
Schädeldecke,  von  einer  dünnen  Lage  einer  fast  überall  stark  an- 
gewitterten,  deshalb  nach  ihrer  Struclur  meistens  nicht  mehr  defi- 
nirbaren  Substanz  bedeckt.  Jedenfalls  ist  diese  Deckschicht  wider- 
standsfähiger als  das  unter  ihr  liegende  Knochengewebe  und 
überzieht  deshalb  oft  noch  als  hautartige  Lage  die  Fläche  der 
Gesteinsabgüsse,  selbst  wenn  die  gesammte  übrige  Knochenmasse 
verschwunden  ist* 

Von  einem  theilweise  noch  mit  seiner  Knochenmasse  erhalte- 
nen Vomer  gelang  es  jedoch, 
partielle  Querschliffe  auch  durch 
die  dünne  Deckschicht  seiner 
Gaumenflliche  zu  gewinnen.  Die- 
selbe erwies  sich  hier  als  eine 
primitive  Modillcalion  des  Den- 
tins. Die  klare  Grundmasse  des- 
selben wird  durchzogen  von  bald 
gedrängt,  bald  weitläuftig  stehen- 
den, kurzen,  oft  wellig  geboge- 
nen oder  geknickten  Dentinröhr- 
chen,  welche  sehr  häufig  Aestchen 
abgeben  und  durch  sie  netzförmigJ 
anastomosiren  können  (siehe  Textligur  1).  Die  Grenze  gegen  das 
Gewebe  der  unterlagernden  Knochenplatte  ist  eine  wenig  scharfe, 
greift  jetloch  häufig  buchtig  in  dasselbe  ein  und  schneidet  deren 
schräg  gegen  sie  verlaufende,  schlierige  Lamellirung  ab.    Auf  dieser 


Fig.  1. 


(j  uenicliitLilt   dnrclii    eiueu  Thail   ilo» 
Vomon  von  Bclerocci'pItaliiH. 

kn  =  DerBüilkiiöclictt  mit    c   =   li^rkontalen  OefiUs- 

cA&ilüii  und   schlieriger  LamdbrfltrQCtari   aowie  mit 

kk  =  KDOclitDkörperclida«  —  g  ^  AuAsenecliiclit  von 

Oeteodeatin  (=  Qaiiom). 
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Grenze  oder  nahe  ihr  in  der  homogenen  Dentingrundmasse  liegen 
kleinere  und  grösseres  spralzige,  vielzackige  Knochenkörperchen,  de- 
ren nach  der  Gaiimenfl^iche  gerichtete  AusUlufer  eben  jene  Dentin-- 
röhrchen  vorstellen.  Die  von  diesen  erzeugte  Deckschicht  ist  dem- 
nach Osteodentin, 

Dieselbe  setzt  sich,  wie  auch  an  anderen  der  vorliegenden 
Exemplare  beobachtet,  unmittelbar  in  die  Dentinschicht  der 
kleinen  Hechelzähne  fort,  so  dass  diese  nur  spitzconische  Aus- 
stülpungen derselben  bilden.  Es  würde  also  diese  äusserste  Schicht 
dem  wGanoin«  der  Ganoidschuppen  homolog  sein,  welches  nach 
Klaatsch*)  von  den  Dentinkegeln  der  Schuppenzähne  herstammt  und 
deshalb  in  genelischer  Beziehung  als  Dentin  (nicht  als  Schmelz)  zu 
bezeichnen  wäre»  Der  morphologische  Befund  an  den  bezahnten 
Haulknochen  von  Scierocephalus  bestätigt  in  vollem  Älaasse  die  von 
Klaatsch  an  Ganoidschuppen  gemachten  histogenetischen  Beobach- 
tungen. 

Es  gelangt  somit  die  Homologie  der  Deckknochen  des 
Sclerocephalus-Schlidels  mit  den  Ganoidschuppen  dadurch 
zum  vollsten  Ausdrucke,  dass  sie  wie  diese^)  aufgebaut  werden  aus 
drei  Schichlen,  nUmlich  aus 

!)  einer  dünnen  Basalschicht  von  Kalklamellen,  in  diesen 
isolirte,  kleine,  langgestreckte  Knochenkörperchcn  mit  ausserordent- 
lich zarten  Ausläufern  (Isopedin  Pander's)  ; 

2)  auf  sie  folgt  eine  viel  dickere  Schicht  von  Knochengewebe, 
reich  an  slrühnig  oder  lluidal  um  die  Canäle  geordneten,  unter  ein- 
ander durch  Ausläufer  verbundenen  Knochenkörperchen  und  ausge- 
zeichnet durch  ein  Horizontalsystem  von  derben,  meist  dicht 
an  einander  gelagerten  Gefässcanälen,  deren  HauplstrUnge  in 
der  Ebene  der  Knochenplalten  ausstrahlen,  sich  in  derselben  Fläche 
verzweigen  und  von  ihr  aus  Aestchen  nach  der  Aussenfläche  em- 
porsenden.    Diese   münden    bei    den    Deckknochen    der    Mundhöhle 


1)  1.  c.  S.  ni  uod  139. 

t)  K.  V.  ZiTTBL,  UüüdbucU  iL  Pamonlologie.  B.  IIL  1887.  S.  li,  !3Ö,  \ilj 
u.  148.  —  0,  IlERTWic,  Mör()hoi.  Jahrb.  V,  (879.  S.  12,  —  H.  Klaatsch,  Eben- 
don  XVI.  1890.  S.  97.  —  ür.  nopEiv,  Sitzuugsber.  d.  Ges,  f.  Morphologie.  Müii- 
cheo  <j589,   S.  «03.  —  H.  Credner,  Zeilsch,  d.  D.  geol*  Ges.  1893.  Sclerocephalu?. 
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z.  Th.  in  die  Polpeii  der  Zähne,  bei  den  Dernialknochco  der  Schadel- 
decke in  die  Gruben  der  Oberflächensculplur; 

3)  den  äussersten,  dünnen  Ueberzug  der  Knochenplattcn  bildet 
eine  zarte  Lage  von  Osteodentin,  welche  bei  den  zahntragenden 
Knochen  direct  in  die  Dentinkegel  der  Hechelzähne  fortsetzt  und  der 
als  Ganoin  bezeichneten ,  aber  dem  Dentin  zuzurechnenden  Ober- 
tlüchenschicht  der  Ganoidscbuppeo,  z.  Th,  auch  dem  Kosmin  der  letz- 
leren homolog  ist 


2.    Die  Bezahniing. 

Die  einander  zugewandten  Ränder  der  Zwischen-  und  Ober- 
kiefer und  der  Unterkiefer  sind  von  einer  Reihe  eng  aneinander 
stehender,  nur  im  Ober-  und  Unterkiefer  nach  hinten  zu  etwas  weit- 
Uiuftiger  gestellterj  gleichartiger  Zähne  besetzt*  Ihre  Gestalt  ist  eine 
spitzkegelförmige,  dabei  schwach  einwärts  gekrümmte*  Ihr  Quer- 
schnitt ist  an  der  äussersten  Spitze  ein  elliptischer,  stumpf  zwei- 
schneidiger mit  der  Zahnreihe  paralleler  Langsame,  —  nahe  der 
Basis  ein  abgerundet  oblonger,  (pier  gegen  die  Kieferaxe  gerichteter. 
Letzteres  wird  dadurch  veranlasst,  dass  die  Zahnbasen  zu  einer  dicht 
scldiessendon  Reihe  eng  aneinander  gedrängt  stehen  und  sich  da- 
durch in  der  Form  ihres  Querschnittes  beeinflusst  haben.  In  jedem 
Zwischenkiefer  dürften  etwa  8,  in  jedem  Oberkiefer  30 — 35  solcher 
einspitziger  Kegekälme  stehen,  Ihre  Höhe  ist  innerhalb  der  Zwi- 
sehenkiefer  und  der  vorderen  Strecke  des  Oberkiefers  die  gleiche 
und  beträgt  bei  den  grössten  Individuen  l  i — 1  5  mm  bei  6 — 8  mm 
basalem  Durchmesser,  nimmt  aber  dann  nach  dem  hinteren  Kiefereade 
zu  im  Allgemeinen  langsam  und  gleichm^ssig  ab,  Ueber  ihr  Niveau 
ragt  nur  ein  an  der  Biegung  des  Oberkiefenandes  zum  Schnauzen- 
ende stehender  Faugzahn  um  einige  Millimeter  empoi". 

Was  den  allgemeinen  Bau  dieser  Kieferzähne  betrillt,  so  er- 
weisen sie  sich  auf  Quer-  und  Längsbrüchen,  sowie  an  Steinkernen 
ihrer  Pulpa  schon  dem  blossen  oder  dem  mit  Lupe  bewaffneten 
Äuge  als  an  der  Spitze  solid,  weiter  abwärts  durchzogen  von  einem 
sich  spitz  verjtingenden  Pulpkegel  mit  oben  kreisrundem,  im  Zahn- 
sockel  ovalem  Querschnitt^  in  welchen  sich  nach  unten  immer  länger 
werdende  und  dabei  sich  wurmförmig  krümmende  Falten  einschieben, 
wodurch   der  Zahn   in   fast   drei  Vierteln  seiner  Hohe  einen  einfach 
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Löugslurchen  kund. 

Die  VerbinduDg  dißsei 


Zeihne  mil  dem  Kiefer  geschieht  auf 


laditlrfaltigeQ.    nur   nahe  der  Uasis  etwas  coaiplicirteren  Bau  erhält* 

Derselbe  giebt  öich  auf  der  Aussenseite  des  Zahnes  durch  in  gleichem 

Blchritte   mit   der   Verlängerung    der   Falten    tiich    tiefer   einkerbende 

I 

"folgende  Weise:  Jeder  Faltenzahn  geht  an  seiner  Basis  in  eine  von 
Gefässen  wirr  durchzogene,  deshalb  spongiöse  Cemenimasse  über, 
welche  zugleich  die  Aussen iläche  und  die  beiden  Seitenflächen 
des  Zahnsockels  kragenartig  umwallt  (Textfigur  2,  c)  und  mit  der 
Cementbasis  der  Nach  bar  zahne  zu  einem  dem 
Aussenrande  des  Kiefers  Ucichstliegenden  Ce- 
mentstreifenj  —  einer  wallartigen  Zahnleiste, 
—  verschmilzt.  Auf  ihrer  basalen  Fläche 
(Unterseite)  geht  letztere  in  den  darunter 
liegenden  maxillaren  Dermalknochen  über. 
Von  diesem  aus  biegen  sich  Aeste  von  Ca- 
nälen  seines  horizontalen  Gefiisssyslemes 
(siehe  S.  482)  steil  empor,  zertheilen  sich 
entweder  in  der  Cementbasis  direct  zu  einem  ^^^  ^  ^.^  ^^^  ^^^^^^  ^^.^^^  ^^ 
wirren  Geflecht  von  wurmförmig  gebogenen  da.  oe.tain  f«riciit«iorobor- 
anastomosirendcn  Canälchen,  um  durch  diese  oi*«teiaiin:hdt«sick»rwttas«r 
in  die  Pulpspeichen  zu  münden,  oder  sie  er-    cewimtumwÄiiiiBg  d««  ZäIhi- 

tfOCik«ls  erhftlten  blieb. 

Weilern  sich  vorher  zu  auf  der  Grenze  zwi-  ,^t„f,i,„„„,„igec.«..»t«,.,.u«ng 
sehen  Cemeut  und  Dermalknochen  gelegenen  ""'  Em^wip»»«»»  >«  a»  j«t«t  v«- 
erösseren  Lacunen  (siehe  Textfieur  3,  S.  529).    ^'^^^  <^«'  »«dmieii  zabnAanke  obno 

^  VW/         foioealbülle  mit  laüggebtrockteu  Fal- 

^       Dahingegen   gelangt  in  dem  nach  dem    ten;  -  *  =  GaumeBiicue  u*«  ober- 

J[^  \imfari  mit  Abdrucken  tob  horiKQuUl 

Ionen  rande  des  Kiefers  gewandten  Sockel-  la  ai©  Fuip-pekheii  iiiatrrt«adea  a«- 
Segmente  die  Schicht  von  Basiscement  und 

der  von  ihr  ausgehende  peripherische  Cementwall  des  Zahnes  nicht 
zu  selbständiger  Entwicklung,  —  in  Folge  dessen  verUingert  sich 
hier  der  gefaltete  Dentinmantel  bis  fast  zum  Kielerknochen  selbst 
{Textfigur  2,  z  und  k),  greift  also  hier  mit  seinen  sich  länger  aus- 
ziehenden Falten  tiefer  hinab  als  an  dem  durch  den  Cementwall 
erhöhten  Aussenrande  des  Kiefers,  —  seine  Aufwachsfläche  ist  mil 
anderen  Worten  schräg  von  aussen  nach  innen  geneigt,  —  Sclero- 
cephalus  ist  also  pleurodont. 

Auf  der  von  Cement  nicht  überzogenen  Innenflanke  des  Zahn- 
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Sockels  Ireteii  nun  zy  den  von  unten,  aus  dem  Canalsystem  des 
Dermatknochens  senkrecht  emporsteigenden  Geßissen  ooch  solche, 
die  horizontal  aus  dem  Bindegewebe  der  Gaumenflüche  von  der 
Medianseile  her  in  die  Pulpspeichen  des  faltigen  Sockels  einmünden 
(Textligur  2,  k).  Durch  sie  wird  an  solchen  Stellen  der  Dentin^ 
mantel  durchbrochen  und  geht  dadurch  seiner  Continuität  verlustig. 
Diese  Foramina  entsprechen  den  Einmündungssteilen  grösserer  Ge- 
ßisse  an  der  Basis  der  Gaumenzühnchen  von  Sclerocephalus  und  der 
Sclmppenzähnchen  von  Ganoiden. 

Dadurch,  dass  das  Cement  den  Zahnsockel  nicht  ringsum,  son- 
dern hufeisenförmig  umwallt,  erscheinen  die  Zühne  am  Aussenrande 
des  Kiefers  wie  in  flache  Alveolen  von  Cementmasse  eingesenkt,  in- 
dem dieselbe  hier  die  sich  mit  der  Verjüngung  der  Zähne  nach  oben 
keilförmig  erweiternden  Zwischenrüume  zwischen  den  Zähnen  erfüllt 
und  sich  dort,  wo  letztere  weitläultiger  stehen,  zwischen  dieselben 
einschiebt.  Durch  diese  Beschränkung  der  Cementumwallung  auf 
die  Aussen-  und  Seilentlächen  der  Zahnsockel,  durch  deren  Fehlen 
auf  dem  inneren  Sockelsegment,  durch  die  hier  von  eintretenden 
UorizontalgeRlssen  erzeugten  Lücken  zwischen  den  sich  in  die  Länge 
streckenden  Falten  erklärt  sich  die  Asymmetrie  der  Querschnilte 
Fig.  24  und  28,  Tat  IIL 

Von  einem  Zahnwechsel  durch  an  Stelle  der  alten  Zähne  von 
unten  nachrückende  Ersatzzähne  ist  an  keinem  der  vielen  Aufschluss- 
punkte in  die  Zähne  und  deren  Basis  irgend  eine  Andeutung  wahr- 
zunehmen, so  dass  ein  derartiger  Zahnwechsel  bei  Sclero- 
cephalus nicht  stattgefunden  haben  kann.  Die  nacJi  hinten 
abnehmende  Grösse  und  in  gleichem  Schritte  zunehmende  Weit- 
läufigkeit der  Kieferzähne  weist  vielmehr  darauf  hin,  dass  die  Neu- 
bildung derselben  innerhalb  des  Cementstreifens  auf  der  hinteren 
Strecke  des  Kieferrandes  vor  sich  gegangen  ist. 

Das  sich  nach  Analogie  mit  anderen  Stegocephalen  wahrschein- 
lich als  schmale  streifenförmige  Lamelle  au  den  zahntragenden  Rand 
des  Oberkiefers  anschliessende  Palatinum  scheint,  soweit  die  vor- 
liegenden, in  dieser  Beziehung  freilich  höchst  ungünstig  überlieferten 
Beste  der  Gaumeudeeke  einen  Schluss  gestallen,  eine  Reihe  von 
spitzkegelförmigen  Zähnen  getragen  zu  haben,  welche  in  ihrer  Grösse 
und  in  ihrem  Faltenbau  denen  der  Kiefer  gleichen. 
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P  Das  Plerygoid  ist  wie  bei  den  abrigen  Stegocephalen  drei- 
flügelig.  Der  innere,  nach  dem  schildförmig  verbreiterten  Uinterende 
des  Parasphenoids  verlaufende  Ast  desselben  ist  sehr  dick  und  kurz^ 
—  der  bogig  nach  vorn  gerichtcle  lllngste  Flügel  umrahmt  mit  seinem 
medialen  ausgeschweiften  Rande  die  grossen  Gaumcnlocher  von  aussen 
und  ist  hier  auch  am  stSirkslen,  während  sich  sein  scharfer  Lateral- 
raed  an  die  Gaumenfläche  des  Oberkiefers  und  des  Palatinmns  an- 
legt, —  der  dritte  Arm  endlich  erstreckt  sich  nach  aussen  und 
hinten  zur  äussersten  Hinterecke  des  Schädels,  wo  er  das  Quadratum 
tragen  hilft.  Die  den  Gaumenhöhlen  benachbarte  Fläche  des  Ptery- 
goides,  also  namentlich  dessen  nach  vorn  gewandter  Flügel,  trägt 
kleine  kegelförmige  Zälinchen,  die  gegenüber  der  Grösse  der 
Maxillarzähne  fast  verschwinden^  durchschnitllich  nur  l  oder  1,3  mm 
Höhe  erreichen  und  deshalb  kaum  aus  der  Schleimhaut  hervorgeragt 
haben  können.  Die  Ausdehnung  und  Dichte  dieser  Hechelbezahnung 
ist  individuellen  Schwankungen  unterworfen,  so  dass  die  Zähnchen 
bei  einem  Exemplar  ziemlich  weilläuftig,  bei  dem  anderen  geradezu 
bürstenartig  dicht  stehen  und  sich  dabei  bis  auf  den  nach  dem  Para- 
sphenoid  gerichteten  Flügel  ausbreiten  können.  Im  vorderen  Drittel 
des  lUngsten  nach  vorn  verlaufenden  Flügels  werden  diese  Hechel- 
zähnchen  ersetzt  durch  eine  einzige  Reihe  etwas  grösserer,  dicht  am 
fnnenrande  des  Flügels  stehender  Zähne. 

Die  Vomera  bilden  je  eine  Knochenlamelle  von  nur  wenig  ge- 
ringerer Dicke  als  die  Knochenplatten  der  Schädeldecke  und  reichen 
mindestens  bis  unter  die  hinlere  Grenze  der  Nasalia  zurück*  Der 
Ossificationspunkt  derselben  liegt  weit  vorn  und  aussen  unfern  der 
Naht  zwischen  Maxillare  und  Intermaxillare.  Von  ihm  aus  laufen 
nach  der  Medianlinie  des  Gaumens  und  nach  hinten  zu  in  schönem 
Schwünge  die  von  Kalkspalh  ausgefüllten  Canäle  des  horizontalen 
GePässsyslemes. 

Die  Gaumenfläche  der  Vomera  trägt,  wie  es  scheint  gerade  auf 
der  Stelle  des  Ossificationspunktes,  je  einen  grossen  spitzkegelförmigen 
Fangzahn 5  der  ebenso  wie  die  Kieferzähne  des  zugehörigen  Schädel- 
fragnientes  an  der  Basis  einen  Durchmesser  von  3  mm  und  minde- 
stens 8  mm  Länge  besitzt ,  radiärfaltig  gebaut  und  steil  nach  hinten 
gebogen  ist.  Die  übrige  Fläche  der  Vomera  und  zwar  namentlich 
deren   hinter   dem    Fangzahn   liegende  Region   ist  von  einer  Hechel 
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von  kleinsten,  bis  etwa   1,5  niiii  hohen  kegelförmigen  Zcihnehen  be- 
setzt, die  an  ihrei"  Basis  kurz  und  schwach  gekerbt  sind. 


U.  Specielle  Histologie  der  Züline  von  Sclero- 

ceplialus. 

1.     Die  Kieferzälme,     Ilire  Mstologischen  Verhältnisse 
verfolgt  in   zehn   von  der   Spitze   bis   zur  Basis   gelegten 

Querschnitten, 

ftnersehnitt  I  (Tafdl,  Figar  1;  nebst  Figuren  2,  3  und  *). 

Dieser  Schhff  schneidet  die  liussersle  Spitze  des  Zahnes  und 
zeigt  zuniichst,  dass  derselbe  hier  einen  elhptischen  Querschnitt  besitzt, 
der  beiderseits,  jedoch  nicht  in  ganz  symmetrischer  Wölbung  in  stumpfe 
Kanten  ausläuft.  Die  Längsaxe  desselben  liegt,  wie  an  anderen  Prä- 
paraten ersichtlich,  in  der  Richtung  der  Zahnreihe  und  des  sie  tra- 
genden Kieferknochens  und  misst  kaum  0,5  mm,  wishrend  der  Zahn 
an  seiner  Basis  einen  Durchmesser  von  6  bis  8  mm  erreicht.  Eine 
auch  noch  so  zarte  Fortsetzung  des  centralen  Pulpkegels  in  die  Zahn- 
spitze  ist  nicht  vorhanden. 

An  der  Zusammensetzung  der  letzteren  betheiligen  sich: 

1.  Dentin: 

a.  Dentiugrundmasse, 

b.  Dentinröhrchen; 

2.  Schmelz. 


h     Das  Dentin, 

a.  Die  Dentingrundmasse.  Die  ziemlich  weitläuftigen  Den- 
tinröhrchen beschränken  sich  auf  die  Centralparlie  des  Dentins,  so 
dass  ein  breiter  Randsaum  des  letzteren  frei  von  ihnen  bleibt  und 
deshalb  bei  Betrachtung  mit  der  Lupe  homogen  und  vollkommen 
klar  erscheint.  Bereits  bei  etwas  stärkerer  Vergrösserung  zeigt  sich 
jedoch,  dass  seine  itusserste,  an  den  Schmelz  angrenzende  Zone  von 
einer  ausserordentlich  scharf  und  schön  ausgeprägten  Globularstruclur 
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beherrscht  wird  (Taf*  I^  Fig,  2  u.  3).  Dieselbe  offenbart  sich  im 
Üiinnschliffe  auf  die  Weise,  dass  die  Schnitte  von  bald  grösseren, 
bald  kleineren  ellipsoidischen  oder  kugeligen  Sphüroiden  als  ellipti- 
sche oder  kreisförmige  Flächen  von  homogener  Kalksubstanz  er- 
scheinen, die  eine  concentrische,  aber  ziemlich  weitlüuftige  Anord- 
nung parallel  der  Schmelzgrenze  innehalten,  zu  welcher  besonders 
auch  die  Längsaxen  der  elliptischen  Schnitlflächen  gleichförmig  ge- 
stellt sind.  Um  jede  der  letzteren  ziehen  sich  je  nach  der  Grösse 
der  centralen  Globularkerne  I,  2  oder  3  vollkommen  concentrische 
und  scharf  begrenzte  Ringe  von  abwechselnd  grösserer  oder  geringerer 
Helligkeit,  —  man  erblickt  also  schiessscheibenarlig  gezeichnete  Quer- 
schnitte von  concentrisch -schaligen  Globularmassen.  Die  nächst- 
folgenden Schichten  schliessen  diese  scfaaligen  Kerne  nicht  mehr 
ringsum  ein,  sondern  verschmelzen  mit  den  entsprechenden  Lagen 
des  Nacbbarsphäroides  zu  einheitlichen  Lamellen,  welche  zuerst  noch 
in  die  einspringenden  Winke!  des  Kugelkranzes  einbiegen,  dann  aber 
auf  der  centralwürts  gerichteten  Innenfläche  des  Glolmlarkranzes  diese 
Buchten  immer  raehr  ausgleichen,  endlich  einen  der  Zahncontur  ent- 
sprechenden, vollkommen  concentrischen  Verlauf  erlangen  (Taf.  I, 
Fig.  2)  und  wenigstens  in  der  breiteren  aufgeblähten  Hälfte  des  Zahn- 
cpierschnittes  als  elliptische  Änwachsstreifen  das  Zahncentrum  um- 
ziehen. Die  durch  diese  Structur  erzeugte,  ausserordentlich  zarte, 
'!..  Th,  nur  hauchartig,  nioircähnlich  schimmernde  Zeichnung  von  sich 
durch  ihre  verschiedene  Helligkeit  von  einander  abhebenden  ring- 
und  bogenförmigen  Lamellen  erinnert  an  die  Papillarlinien  auf  der 
lonenfliiche  der  Hand  und  Finger. 

K  Uebrigens  ist  die  schalig- lamellare  Verschmelzung  der  einzelnen 
^ahnbeinkugeln  eine  so  innige  und  dichte,  dass  eine  vollkommene 
ContinuitUt  der  Grundmasse  erzeugt  wird  und  Interglobularräume 
nirgends  ausgespart  bleiben.  Die  Imprägnation  der  dentinogenen 
2wi$chensubstanz  durch  Kalkmasse  ist  also  eine  vollständige, 
p  Nach  innen  zu  verschwimmt  dieser  concentrische  Schichtaufbau 
des  Zahnbeines  ganz  allmählich,  beschränkt  sich  also  auf  die  Rand- 
zone des  Dentins  und  macht,  sobald  sich  centralwärts  die  Dentin- 
röhrchen  eingestellt  haben,  einer  fast  homogenen  Struclur  der  Grund- 
masse Platz.  Zwischen  jenen  schimmert  nur  hier  und  dort  eine  ganz 
schwach  angedeutete  concentrische  Lamellirung  hindurch. 
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erfüllt,  heben  sich  io  Folge  dessen  in  ihrem  ganzen  Verlaufe  von 
den  Odontobl;^sten  bis  zum  zarteslen  Aeslchen  auf  das  schürfsle 
von  dei'  wasserhcllen  Dentingrundmasse  ab,  —  ein  Erhaltungszustand, 
der  an  Klarheit  und  Volisiandigkeii  der  Ueberlieferung  die  auf 
künsthchem  Wege  erziehen  Imbibitions-  und  Entkalkungsprüparale 
übertrifft. 

Im  Querschnitte  2  steigen  die  Dentinröhrclien  in  dessen  verhält- 
nissmässig  umfangreicher  Centralregioo  vertical  in  die  Höhe  und  er- 
scheinen demgemäss  im  Querschnitte  als  schwarze,  durch  Abzwei- 
gungsstellen  sich  ebenfalls  senkrecht  emporwendender  Aestchen  zackig 
zerschlitzte  Punkte.  Die  dieses  verticale,  weitlUuflige  Röhrenbündel 
umrahmenden  Dentinröhrchen  haben  sich  radiär  nach  aussen  umge- 
bogen, werden  deshalb  in  der  SchliüTlUche  für  grössere  Strecken 
ihres  Verlaufes  sichtbar  und  erweisen  sich  dann  als  von  zartesten 
Aestchen  begleitet,  bis  sie  sich  endlich  in  spitz  quastenförmige  Büschel 
feinster,  fast  parallel  verlaufender  Verzweigungen  auflösen.  Sie  rei- 
chen bereits  betrüchtlich  weiter  nach  aussen  als  im  SpitzenschldT  1 , 
so  dass  die  globulüre,  auch  hier  vollkommen  rührchenfreie  Randzone 
des  Dentins  viel  schmäler  ist,  als  in  jenem, 

2,    Der  Schmelz. 

Der  Schmelz  schmiegt  sich  in  gleichoiässiger  Dicke  als  zartes 
Band  um  den  ganzen  Denliuquerschnitl.  Nur  an  den  beiden  Enden 
der  LUngsaxe  des  letzteren  verdickt  sich  dasselbe  um  etwa  das  Doppelte 
und  bildet  so  die  eigentlichen  Schneiden  der  Zahnkanten.  Der  Schmelz 
ist  vom  Dentin  auch  hier  durch  eine  haarscharfe  Grenzlinie  getrennt 
und  hebt  sich  von  dessen  ^lobulärer  Randzone  sowohl  durch  seine 
Klarheit  und  seine  HomogenitcU,  wie  durch  seine  Doppclbrechung  ab. 
Bei  50Üfac!ier  ^Vergrösserung  macht  sich  innerhalb  des  Schmelzes 
eine  schwache  Lamellarstructur  bemerklich. 

Unersehnitt  3  (Tafel  I,  Figur  6;  nebst  Figuren  7  und  H). 

Dass  die  Spitzen  selbst  unmittelbar  neben  einander  stehender 
Zlihne  sowohl  in  der  Contur  ihres  Querschnittes,  als  auch  in  ihrer 
inneren  Structur  nicht  unwesentlichen  Schwankungen  unterworfen 
sind,   ergiebt   sich   aus   dem   Querschnitt  3    (Taf,  1,  Fig.  6)   und   aus 
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dessen  Vergleich  mit  den  soeben  erläuterlen  Schliffen  durch  dio 
Spitze  der  beoachbarten  Zähne, 

p  Von   letzteren    unterscheidet  sich   der  Querschnitt  Tat  I,  Fig-  6 

zunächst  durcli  seine  schärfer  ausgeprägte  Zweischneidigkeit  und 
nähert  sich  dadurch  melir  einer  ausgezogenen  Ellipse,  an  welcher 
sich  jedoch,  weil  der  Schnitt  gleichfalls  nicht  vollkommen  recht- 
winklig auf  die  Zahnaxe  geführt  ist,  ebenso  wie  bei  Schliff  1  und  2 
eine  etwas  stärkere  Wölbung  der  einen  Seitencontur  im  Gegensätze 
zu  der  ihr  gegenüber  liegenden  geltend  macht.  Gleiches  gilt  von 
den  Zahnkanlen,  indem  sich  die  Seitenflächen  zu  der  einen  derselben 

Jn  spitzerem  Winkel  verjüngen,  als  68  zu  der  ihr  diametral  gegen- 
über stehenden  Kante  geschieht.  Die  auf  solche  Weise  erzeugte 
Asymmetrie  ist  nicht  nur  eine  äusserliche,  sondern  findet  zugleich, 
wie  gezeigt  werden  soll,  in  der  inneren  Structur  ihren  Ausdruck. 

Der  Pulpkegel  reicht  auch  in  fiesem  Zahne  nicht  bis  zur  Höhe 
des  zu  erörternden  Querschnittes.  Die  Zahnspitze  ist  in  Folge  dessen 
ebenfalls  solid  ond  zwar  wird  fast  ihr  gesammter  Querschnitt  von 
klarer  Dentingrundmasse  gebildet,  welche  ausschiiesslieh  in  der 
der  einen  Kaotenzuschärfung  nächst  übenden  Partie  von  einer  nttr 
geringen  Zahl  steil  emporgteigender  Dentinröhrchen  wettläuflig 
durchzogen  wird.  Dieser  Dentinkegel  ist  von  einer  zarten  Scbmelz« 
schiebt  umgeben. 

L    Das  Dentin, 

In  der  Mikrostructur  der  klaren,  rOhrcheotoseD  Deofia- 
grundmasse  macht  sieh  insofern  eine  dreifache  Au^biklung  geliead, 
als  die  nach  der  einen  Kante  zu  stärker  gewflUiCe,  plumpere  HftHIa 
des  ZahnquerBehmltes  gänzlich  von  einem  combinirt  bmetlar-gMi«- 
llrea  Anfbaa  belierrseht  wird,  während  io  dem  mh  zur  scharfem 
Seitenkante  verjüngenden  Abschnitte  auediliMifieb  die  fiWwillie 
Textur  und  zwar  sogar  sitr  randlieh  zum  Aosdmcfce  yJangt»  —  «id 
endlich  in  der  zwischen  beiden  Zcmemegmmtem 
Kemparlie  eine,  wie  sich  jedoch  zeicpm  wird,  nur 
geoe  Besdiaflenbeit  obwaltet. 

Die  globoUre  Lamellarstrurtur  der  girftwefeii  Bilfke  dei 
ZahoquetKhoülM  wird  auf  die  Wette  erzMgl,  da»  aeh  Ae  Uare 

welclie  ttabe  d^ 
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trompetenartig,  um  sich  dann  erst  zu  feinen  Röhren  von  gleich- 
bleibendem Durchmesser  zusammenzuziehen  (Tat.  I,  Fig,  H).  Diese 
Ein-  und  Ausmündungsstellen  erscheinen  dann  als  feinzackige  Aui^H 
läufer  der  Höhlen.  In  Folge  dieser  Eigenart  ist  eine  Formenähnlich-^ 
keit  der  DenlinhöhleD  mit  den  von  glatten  Kugelsegmenten  umgrenz- 
ten Interglobularräunien  (vergl.  Taf.  1,  Fig.  8  i)  nicht  vorhanden.  Die 
Höhlen  der  Conturlinien  des  beschriebenen  Zahnquerschnitles  erweisen 
sich  vielmehr  als  ein  Zubehör  der  Dentinröhrchen,  nicht  aber 
als  ein  solcher  der  dentinogenen  Grundsubstanz,  und  sollen  deshalb 
im  Gegensatze  zu  den  In terglobular räumen  als  Dentinhöhlen  be-  i 
zeichnet  werden* 

Die  beschriebenen  Dentinhöhlen  reihen  sich  nun  zwar,  wie  ge- 
sagt, zu  concentrischen  Conturlinien  (den  ToMEs'schen  granulär  layers, 
Körnellagen)  aneinander,  jedoch  ist  jeder  dieser  Kränze  mit  Bezug 
auf  die  Grösse  und  Zahl  der  betheiligten  Höhlen  gewissen  Schwan- 
kungen unterworfen,  indem  beide  streckenweise  ab-  oder  zunehmen. 
In  Folge  dessen  kann  ein  und  derselbe  concentrische  Kranz  in  einem 
Viertel  des  Kreises  aus  diclilgeschaarten  grösseren,  durch  Ausläufer 
mit  einander  commuuicirenden  Höhlen  bestehen,  in  der  anderen  hin- 
gegen sich  zu  einer  Schnur  kleiner,  weitläuftig  stehender  Höhlen 
ausziehen. 

Dort  wo  kleine  Dentiuhöhlen  eine  nur  weitU^uftige  Schnur  bilden, 
oder  streckenweise  ganz  aussetzen,  bemerkt  man,  dass  diese  Kränze 
meist  genau  mit  den  von  den  Secundcirbiegungen  gebildeten  Kreisen 
zusammenfallen. 

Die  röhrchenfreie  Aussenschicht  (Vitrodentin).  Auf  die 
Kreisfläche  des  Rührehcndentins  folgt  nach  aussen  eine  ringförmige 
Zone  von  vollkommen  klarer,  homogen  erscheinender,  rohrchenfreier 
Dentingrundmasse,  die  sit  h  jedoch  ebenfalls  aus  kleinsten,  innig  vcr-^ 
schmolzenen  Sphäroiden  zusammensetzt. 

Gegen  das  Röhrchendenlin  greozt  sich  diese  röhrchenfreie  Aussei 
schiebt  meist  durch  den  äussei-sten  Kranz  von  Dentinhöhlen  ab,  welche 
nach  innen  mit  zackigen  Ausläufern  in  die  üenlinröhrchen  fortsetzen, 
mit  ihrer  äusseren,  ebenfalls  spratzigen  Coulur  aber  in  die  klare 
Randzone  eingreifen ,  ja  oft  auch  in  diese  eine  kurze  Strecke  weit 
feine,  in  zarteste  Verzweigungen  ondemli*  Höhrchen  aussenden.  Da 
aber  dieser  Iluhlenkranz  keinen  geschlossenen  Ring,  sondern  nur  ein^ 
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concentiiscli  aiigeoidiiete  Schnur  mit  Lüekeii  zwischen  den  Einzcl- 
höiilen  bildet,  so  steht  an  diesien  Stellen  die  peripherische  klare 
Hüllsehicht  mit  der  gleichartigen ,  sich  aucli  optisch  genau  so  ver- 
haltenden nod  ebenfidls  fein  globuliiren  ürundmasse  des  Uöhreheii- 
dentins  in  direetein  Zusammenhange  und  bildet  die  eiuheitliclie,  aber 
rüluxhen freie  Fortsetznng  der  letzteren,  ist  also  »Vitrodenlin«,  - — 
keinesfalls  aber  ein  Ablagenmgsprodnct  des  Schmelzorgaiies.  Noch 
bestimmter  fast  zeigt  sich  dies  dort,  wo  der  äusserste  Höhlenkranz 
des  Dentins  streckenweise  aussetzt.  Hier  sieht  man  die  Röhrchen  sich 
in  der  Grundmasse  allmUhbch  ausspitzen  und  letztere  jenseits  der 
Röhrchenenden  zu  der  klaren  Masse  der  Hüllschicht  werden. 

3.  Der  Schmelz. 

Die  selbst  an  der  äussersten  Zahnspitze  nur  zarte  Schmelzkappe 
hat  sich  im  Niveau  des  Querschnittes  &  noch  mehr  verdünnt,  so  dass 
sie  hier  nur  noch  eine  ausserordentlich  schwache ,  sich  aber  durch 
ihre  Doppelbrechung  immer  noch  scharf  abhebende  Haut  auf  der 
peripherischen  Zone  von  röbrchenfreiem  Dentin  bildet. 

(luersehnitt  5  (Tafe!  I,  Pigttr  12;  nebst  Fig.  13  und  ti  auf  Taf.  11). 

Auf  der  Strecke  zwischen  dem  zuletzt  beschriebenen  und  dem 
etwa  3  mm  tiefer  gelegenen  Querschnitt  5  hat  sich  eine  wesentliche 

Umgestaltiing  im  gesammten  Zahnbau  vollzogen. 

Zunächst  hat  der  Zahnquerschnitt  die  Contur  eines  zur  Zahn- 
reihe und  zum  Kiefer  quergestellten  Ovals  angenommen,  dessen  Axen 
3  und  i,S  mm  messen. 

Die  Pulphühte  hat  sich  sehr  stark  erweitert,  beansprucht  jetzt 
die  HuHte  des  kürzeren  Zahndurchmessers  und  wird  in  Folge  dessen 
von  einem  nur  0,75  mm  starken  Dentinmantel  umgeben. 

Gleichzeitig  hat  die  Grenzfläche  der  Pulpa  gegen  letzteren  ihren 
glatten,  rein  kreisförmigen  Verlauf  eingebüsst  und  dafür  eine  flach 
wellenförmige  Gestaltung  angenommen,  indem  sie  sich  zu  etwa 
30  Einzelwellen  aus-  und  einbiegt.  Jeder  Wellenberg  dieser  Grenz- 
linie, also  jede  Ausbuchtung  der  Pulpa  spiegelt  sich  auf  der  Aussen- 
seile  des  Zahnes  in  Gestalt  einer  breiten,  sehr  flachen  Lüngsrippe 
wieder.  Der  Lage  der  LUngsfurchen,  welche  diese  Wölbungen  trennen, 
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entsprechen  somit  auf  der  In  neu  litt  che  des  Dentinmantels  die  schwachen. 


central  wiirts  gerichteten  Dentin  falten. 
Von   den    Wellenbergen    dei 


Pulpa  gehen  die  ausserordentlich 
zai'ten  und  gracilcn  Dentiuröhrchen,  und  zwar  jetzt  nur  noch  in 
ebener  Lage  aus,  bilden  aber  nicht  mehr  ein  einheitliches  lladiör- 
System,  sondern  ebenso  viele  selbständige,  horizontale  Fächer- 
systeme, als  Pulpvorsprllnge  vorhanden  sind.  Jede  der  die  letz- 
teren trennenden  Dentinfalten  gehört  deshalb  zur  einen  Hälfte  dem 
links,  zur  anderen  dem  rechts  von  ihr  liegenden  Fächersystem  von 
Dentinröhrchen  an,  welche  von  beiden  Seiten  her  in  schön  ge- 
schwungenen Bogen  auf  die  Medianebene  der  Falte  zustreben,  ohne 
sie  jedoch  immer  zu  erreichen  (TaT  II,  Fig.  13  und  li  A).  So  bleibt 
denn  in  jeder  Falte  eine  schmale  Medianzone  fast  rohrchenfrei  und 
besteht  dann  aus  klarer,  feinst  globulärer  Denlingrundmasse,  in  wel- 
cher sich  von  beiden  Flanken  her  die  Röhrchen  verästeln  und  ver- 
lieren und  nur  in  seltenen  Fällen  mit  iliren  feinsten  Zweigenden  in 
gegenseitige  Verbindung  treten. 

Die  einzelnen  Phasen  im  Verkalkungsprocesse  des  Dentins  Qnden 
ihren  Ausdruck  in  einer  ausgezeichneten  wellenlürmigen  Anwarhs- 
lamellirung.  Dahingegen  fehlen  Kränze  von  Dentinhuhlen,  sowie 
solche  von  Secundtirhiegungen,  ebenso  grössere  Zahnbeinkugeln  im 
Gegensatze  zur  Zahuspitze  vollständig.  Nur  nahe  der  Peripherie  des 
Dentinuiantels  verlauft  eine  breite,  scharf  markirte  Zone  von  ver- 
filzten Dentinhöhlen   (Taf.  I,  Fig.  12  und  Taf.  II,  Fig.  13  und  U  Dhg), 

Diese  Körnel  lage  bildet  jedoch  nicht  mehr  einen  geschlossenen 
Kreii»,  sondern  gliedert  sich  in  lauter  bogen  förmige  Guirlanden, 
deren  jede  ein  Fächersystem  von  Dentinröhrchen  nach  aussen  ab-^ 
schliesst. 

Auf  die  Körnelbogen  folgt  wie  im  Schliff  4  die  peripherische 
Hüllschicht  von  röhrchenfreier,  fein  globulärer  Grundmasse,  die 
sich  zwischen  je  zweien  der  aneinander  stossenden  Körnelbogen  hin- 
durch unmittelbar  in  die  Medianzone  der  Falten  fortsetzt.  Diesen 
Einstülpungsstellen  entsprechen  auf  der  Aussenfläche  des  Zahnes 
die  Längsiurchen.  Das  Zahnsegment  zwischen  je  zwei  solchen  Fur- 
chen gehört  also  jedesmal  einem  Fächersysteme  von  Dentinröhr- 
chen an. 

Die  Schmelzkappe  der  Zahnspitze  hat  sich  bereits  vollkommen 
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ausgedünnt;  die  Aussenflächo  des  Zalmes  wird  deshalb  von  der 
röhrchen  freien  Hüllschicht  gebildet. 

Von  Tragweite  ist  die  Thatsache,  dass  im  Bereiche  eines  kleinen 
Segmentes  der  Zalmperipherie  innerhalb  der  klaren  Hültschicht  ver- 
I  ieale  Gefösscanti  Ic  emporsteigen  (Tal".  I,  Fig.  1  2  und  Tat  11,  Fig.  1  ir). 
ieder  derselben  nimriit  die  i>pitzwinkelige  Fjiikerbung  einer  LUngsrurche 
zwischen  den  Schenkeln  zweier  üentinhöhlenguirlanden  ein  und  er- 
hält dadurch  meist  einen  abgerundet  dreiseitigen  Querschnitt.  Gleich- 
zeitig erlangt  hier  die  Ausseiischicht  grössere  Dicke,  nimmt  in  ihrer 
klaren  Ginndmasse  zahlreiche  strähnig  angeordnete,  spindelfürmige 
Knochenkürperchen  auf  und  besitzt  an  solchen  Stellen  die  Slructur 
von  Hautknochen  (Cenient).  In  Folge  dieser  localen  Verdickung 
dej'  Hüllschicht  werden  die  unter  ihr  liegenden  Furchen  fast  ganz 
eingeebnet  und  ausgeglichen,  während  die  eines  solchen  Veitical- 
eanales  noch  entbehrenden  LHngsFurchen  eine  viel  schärfere  und 
tiefere  Einkerbung  der  Aussenlläche  bewirken.  Von  diesem  Niveau 
des  Zahnes  aus  lassen  sich  die  Verticalcanäle  bis  hinab  in  dessen 
Basis  verfolgen. 

Wollte  man  die  Hichtungslinien  der  Polptivorsprünge  als  Radien 
im  Bauplane  des  Zahnei^  bezeichnen,  so  liegen  radiUr:  die  sich  von 
jenen  aus  bogenft>rmig  nach  beiden  Seiten  ausbreitenden  Fticher- 
systeme  von  Dentinrohrchen ,  die  Körnelguirlanden ,  in  welche  sie 
nach  aussen  verlaufen,  die  Conve)Liläten  der  wellenförmigen  Anvvachs- 
lamellen  und  die  Bogen  der  klaren  Hüllschichlj  —  dahingegen  inter- 
radiar:  die  fast  vollkoumien  röhrcheofreien  Medianzonen  der  Falten, 
die  Aussenfurchen  und  die  verticalen  Forcbencancile. 

Die  histologischen  VerhiUtnisse  der  Einzelelemente  dieser  Zahn- 
region sind  fast  genau  dieselben  wie  in  dem  nächst  tieferen  Quer- 
schnitte und  werden  deshalb  gemeinsam  mit  diesen  zur  Beschreibung 
gelangen. 

iluirsclndtt  6  (Tafel  II,  Figur  15;  nebst  Figuren  16,  17,  18 

und  19). 


In  diesem  etwas  tiefer  gelegenen  Querschnitte  prägt  sich  die 
bereits  im  Niveau  des  vorher  beschriebenen  Schliß'es  5  eingeleitete 
Qu  er  Stellung  des  Zahnes  dadurch  noch  deutlicher  aus^  dass  derselbe 
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stark  abgerundet  vierseitige  Conluren  aiigcnoiiimen  hat,  wobei  gleich- 
zeitig seine  kurze,  in  der  Llingsrichlung  der  Zahnreihe  liegende  Axe 
bis  zu  3,75,  —  die  Umgere,  rechtwinkehg  darauf  stehende  auf  5  mm 
angewachsen  ist, 

Hand  in  Haod  mit  dieser  Vejgrösserong  des  Durchmessers  geht 
die  Verlängerung  der  bis  dahin  nur  schwach  wellenförmigen  Dentin- 
einstulpnngen  zu  Fallen  von  meist  zuiigenfurmigem  Querschnitt  (Plici* 
d entin),  durch  welche  eine  tiefere  Zerschlitzung  der  Pulpa  in 
lauter  spitz  endende  Pulptaschen  erzeugt  wird.  Auf  der  Anssenflliche 
des  Zahnes  findet  dieser  Fortschritt  in  der  Faltenbildung  durch  eine 
tiefere  L<tngsfurchung  des  Dentins  seinen  Ausdruck.  Auch  die  Karnel- 
guir landen  werden  in  Mitleidenschaft  gezogen,  gliedern  sich  durch 
Zwischenräume  weitläufliger  von  einander  ab,  ei^trecken  sich  uiil 
ihren  Flügeln  viel  liefer  in  die  Medianzone  der  Falten  hinein  und 
liefern  deshalb  hufeisenförmige  Querschnitte.  Zugleich  vollzieht  sieb 
die  Einmündung  der  Dentinröhrchen  in  die  Dentinhöhlen  der  Körnel- 
guirlanden  viel  offenkundiger  als  weiter  oben. 

Die  Zahl  dei'  nach  innen  vorspringenden  Falten  des  Dentin- 
mantels beträgt  etwa  32.  Ihre  Gestallnng  und  Höhe  sind  keine 
durchaus  constanteih  Im  grössten  Theile  des  Zahnquerschnittes  findet 
zwar  eine  regelmUssigc  Alternirung  von  höheren  zungenförmigea  Fal- 
ten mit  kürzeren,  nur  halb  so  hohen,  abgerundet  keilförmigen  Vor- 
sprüngen des  Dentinmaotels  stalt,  —  im  entgegengesetzten,  wie  sich 
zeigen  wird,  einwärts  gerichteten  Drittel  des  letzteren  jedoch,  reichen 
sömmtliche  Falten  doppelt  so  weit  nach  innen  wie  dort  und  beginnen 
an  ihrem  centralwiirls  gerichtelen  Ende  schwache  Biegungen  und 
Krümmungen  zu  erleiden.  Dort,  wo  höhere  mit  niederen  Dentinfalten 
alterniren,  erfahren  die  Pulpausstülpuugen  durch  letztere  nach  aussen 
zu  eine  Gabelung  in  zwei  Zinken.  Diese  Pulpta sehen  enden  nur 
selten  in  abgerundeten  Bogen,  sondern  keilen  sich  vielmehr  meist  in 
spitzem  Winkel  zwischen  den  Falten  aus. 

Von  jeder  dieser  Radiärausstülpungen  der  Pulpa  geht  ein  Fücher- 
system  von  Dentinröhrchen  aus  (Taf.  II,  Fig.  16  A),  deren  mittlere 
Gruppe  geradlinig  nach  der  Peripherie  veriäuft;  die  beiderseits  sich 
anschliessenden  divergiren  in  spitzem  Winkel  und  biegen  sich,  sobald 
sie  die  Peripherie  nicht  mehr  erreichen  können,  in  immer  steileren 
Bogen   nach   der  Medianebene   der  Falten  um.     An  diesen  von  der 


33]       ZcE  Histologie  oerFaltenzähne  PALÄozoiscHEit  Stkgocephalen.    50! 


spitzen  Endigung  der  Piilptasclien  ausslrahlenden  RöhrclienfÜcher 
schliessen  sich  die  von  den  beiden  Seitenflächen  derselben  aus- 
gehenden DenLinruhrchen  an,  indem  sie  sich  von  der  Pulptasche  aus 
in  immer  stumpferem  Winkel  in  die  jederseils  angrenzende  Dentin - 
falle  wenden.  Jede  der  32  Pulptaschen  läuft  in  ein  solches  selb- 
ständiges^ mit  seinen  Nachbarn  nicht  in  Comniunicalion  stehendes 
Fächersystem  aus.  Zuweilen  gabeln  sich  die  Röbrchen  unterwegs  in 
zwei  gleichwerthige  Zweige,  die  sich  alle  im  Sinne  des  gesammlen 
Fächersystems  nach  aussnn  wenden.  Kleinste  Querästchen  hingegen 
sind  im  Gegensatze  zu  ihrer  Häufigkeit  an  den  Dentinröhrchen  der 
Zahnspitze  viel  seltener. 

Die  Grenze  des  Dentins  gegen  die  Pulptaschen  ist  keineswegs 
eine  glatte,  vielmehr  fast  überall  eine  un regelmässig  fuinzackige*  Es 
rahrt  dies  daher,  dass  die  Zellen  der  Odontoblastenschicht  mit  ihrem 
gegen  das  Dentin  gerichtelen  Ende  sich  in  einen  Fortsatz  zuspitzen, 
welcher  als  Dentinfaser  in  das  Dentin  ruhrchen  ausläuft.  Diese  Fort- 
sätze der  Odonloblasten  markiren  sich  am  Dentinrande  des  Quer- 
schnittes 6  deshalb  so  scharf,  weil  sie  ebenso  wie  die  Röhrchen 
selbst  von  Brauneisen  erfüllt  sind  und  deshalb  als  schwarze  Uneben- 
heiten in  die  klare  Denlingrundmasse  eindringen  (Tat  II,  Fig.  lüo). 
Nicht  selten  sieht  man  die  Dentinrührchen  von  diesen  minimalen 
HOckerchen  oder  zähnchenartigen  Yorsprüngen  ihren  Ursprung  nehmen. 
In  lieferen  Niveaus  des  Zahnes  werden  wir  jedoch  diese  Verhält- 
nisse sich  noch  viel  deutlicher  und  constanter  gestalten  sehen* 

Nach  aussen  münden  die  Dentinröhrchen  jedes  Fächersystems 
in  die  dicht  aneinander  geschaarten  Dentinhöhlen  einer 
Kürnelguirlande  (Taf.  II,  Fig.  l6UAgf),  deren  jede  somit  einen 
Röhrchenfächer  in  Form  eines  Hufeisens  abschliesst.  Der  Bogen  eines 
solchen  liegt  demgemäss  jedesmal  tlber  dem  Ende  einer  Pulptasche, 
während  sich  seine  Schenkel  eine  Strecke  weit  in  die  Medianzone 
jeder  Falte  fortsetzen,  sich  hierbei  spitz  auszietien  und  meist  in  eine 
sehr  weitläuftige  Reihe  von  isohrten  Dentiuhöhlen  auflösen,  die  bis 
nahe  an,  ja  bis  in  das  Faltenende  reichen  können.  Da  sich  jeder 
der  einander  zugewandten  Schenkel  zweier  neben  einander  liegen- 
der HufeLsen  in  dieser  Weise  nach  innen  zieht,  so  enthält  jede 
Falte  zwei  solche  mehr  oder  weniger  scharf  markirte  und  weit- 
läuftige Reihen   von  Dentinhöhlen,   welche    durch    eine  der  Median- 
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ebeoe  der  Fallen  entsprechende  Zone  von  klarer  Grundmasse  ge^ 
trennl  werden. 

In  dein  bogenförmigen,  periplicrischen  Abschnille  der  Körnei- 
guirlanden  grenzt  sicli  die  Gestalt  der  sie  bildenden  Einzelhöhleii 
in  Folge  deren  dichter  Ziisammendr^ngung  nur  selten  scharf  ab.  Wo 
dies  aber  der  Fall  ist,  zeigen  sie  sich  knollig  oder  .spratzig- zackig 
conturirt  und  durch  derbe  AuslUufer  mit  einander  verbunden  (Taf,  II, 
Fig.  18),  wodurch  die  Knrnelguirlanden  ihren  spongiösen  Habitus  er- 
halten. Sobald  sich  jedoch  die  Schenkel  der  letzteren  in  der  Me- 
dianzone der  Falten  zu  einer  oft  lückenhaften  Reihe  lauter  isolirter 
l)entinh<ihlen  ausziehen,  diese  sich  also  individualisiren,  hebt  sich 
deren  Gestalt  in  vollster  Klarheit  aus  der  homogenen  E)entingrund- 
masse  ab.  Sie  zeigen  dann  (Taf,  ü,  Fig.  19)  alle  Uebergangsformeii 
von  kleinsten,  glatt  conturirlen,  rundlichen  oder  sackföimigen  Auf- 
blühungen  der  Rohrchenenden  bis  zu  vielfach  eingeschnürten,  mit 
zahlreichen  keilförmigen,  knorrigen  oder  fadenartigen  Ausläufern  ver- 
sehenen, grösseren  Höhlen  von  mannigfaltigster  Form,  welche  z,  Th. 
die  grösste  äussere  Aehnlichkeit  mit  Knochenkörperchen  zur  Schau 
tragen.  Nirgends  aber  gleichen  sie  den  Interglobularräumen  zwischen 
tien  Zahnbeiiikugeln  der  Zahnspitze  (siehe  S.  497  und  Taf.  I,  Fig.  8), 
überall  viehnehr  erweisen  sie  sich  als  directer  Zubehör  der  Den- 
tin röhr  che  n,  welche  in  sie  einmünden. 

Am  deutlichsten  lässi  sieh  auch  dies  an  den  weitläuftigen  Höhlen- 
reihen innerhalb  der  Falten ,  aber  ebenso  bestimmt  am  Innenrande 
der  peri[)lieren  Körnelbogen  verfolgen.  Mit  der  Annliherung  an  diese 
sieht  man  die  bis  dahin  glatt  und  gleichmassig  verlaufenden  Dentin- 
röhixhen  kleine  wellige  KrUmtiumgen  machen ,  sich  kurz  vor  dem 
Erreichen  der  Kornelschicht  oft  in  2  oder  3  Aestchen  gabeln  und 
dann  mit  diesen  in  knoirige  oder  schlanke  Ausläufer  des  inner^leu 
Dentinhuhlenkranzes  ausmünden  oder  sich  zu  solchen  verdicken  (Tat  H, 
Fig.  IS  und  19). 

Während  die  in  jedem  Röhrchensystera  radiär  nach  aussen  strah- 
lenden Denlinröliren  und  ihre  Verlistelungen  ausnahmslos  in  Dentin^ 
hrilileo  und  zwar  in  diejenigen  der  K(»melguirlanden  mtlnden,  ist 
dies  bei  den  auf  die  Medianebene  der  Falten  gerichleten  Ruhrchen 
nicht  immer  der  Fall,  indem  sich  hier  die  Zahl  der  Dentinhuhlen 
sehr   vermindert   hat   und    dem  entsprechend    auch  nur  ein  geringer 
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Theil  der  Rülirclien  in  solche  auslaufen  kann.  Die  librigeu  pflegen 
sich  in  der  iMedianzone  der  Falten  in  feinste  Aeste  zu  gabeln  und 
sich  mit  denselben  allmldihch  auszuspitzen,  ehe  sie  die  Medianebeue 
selbst  erreichen,  so  dass  diese  meist  ebenso  frei  von  Rfihrchen  wie 
von  Hülilen  bleibt  (Taf.  II,  Fig.  16). 

Die  klare  Grundmasse  des  Rtihrchendentins  besitzt  durch- 
weg eine  ausgezeichnete,  aber  sehr  feine  Glabnlarslructur  und  weist 
im  Niveau  der  Querschnille  5  und  6  eine  höchst  zarle,  aber  ausser- 
ordentlicli  zierliche  und  reclit  complicirle  Lamellirung  auf,  in 
welcher  die  einzelnen  Stadien  des  nach  innen  gerichteten  Dicken- 
wachslhums  des  Dentins  zum  Ausdiut^ke  gelangen.  Im  Querschnitte 
erscheinen  diese  Lamellen  als  Syslenie  von  mehr  oder  weniger  steilen 
Bogen,  die,  ohne  durch  scliarfe  Grenzlinien  getrennt  zu  sein,  sich 
durch  den  verschiedenen  Grad  ihrer  Helligkeit  von  einander  abheben. 
Dies  wird  namentlich  dadurch  bedingt,  dass  sich  einzelne  diinne 
Bänder  von  gröberen  Kügelchen  zwischen  breitere  Lagen  von  feine- 
ren Globulis  einschalten.  Ueber  jeden  Pulpavorsprung  stülpt  sich  ein 
solches  System  von  sich  gleichsinnig  mit  ihm  emporwölbenden  La- 
mellen.  Jeder  der  Röhrchenflicher  hat  also  sein  eigenes, 
ihm  zugehöriges  Bogensystem  und  sein  selbstlindiges  Verkalkungs- 
gebiet, das  jedesmal  bis  zur  Mediauzone  der  beiderseitigen  Nachbar- 
falten reicht.  Die  Steilheit  uml  Tiefe  der  Wachsthumsbogen  nimmt 
in  gleichem  Schritte  mit  der  L^nge  der  Pulpvorsprünge»  also  auch 
mit  der  Hohe  der  Dentinfalten  zu. 

Bei  dem  Querschnitte  5  (Fig.  12  und  13),  wo  die  Grenzflöchc 
der  Pulpa  gegen  das  Dentin  nur  eine  wellenförmige  ist,  besitzen  die 
Schnitte  der  äussersten,  zuerst  gebildeten  Lagen  von  Üentingrnnd- 
masse  die  Gestalt  eines  Hufeisens,  dessen  Schenkel  conform  den 
homogenen  Medianzonen  der  beiderseitigen  Nachbarfallen  centralw^r's 
gerichtet  sind.  Bei  den  näclistfolgenden  Dentinlagen  wird  der  bogen- 
förmige Quei'sclmilt  schrittweise  ein  immer  flacherer,  bis  er  schliess- 
lich den  wellenförmigen  Verlauf  der  Pulpgrenze  angenommen  hat. 

Im  Querschnitte  6  (Taf.  H,  Fig.  15  und  16),  in  dessem  Ni- 
veau die  Pulpvorsprünge  bereits  viel  tiefer  und  spitzer  und  die 
Dentinfalten  betrcichtlieh  höher  geworden  sind,  >vo  ferner  die  von 
den  Furchen  ausgehende  Einstülpung  der  Aussenschicht  in  die  homo- 
genen Medianzonen  der  Falten  bis  fast  zu  derem  Ende  reicht,  sind 
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in  Uebereinslimmung  mit  diesen  Verhaltnissen  die  LameUenbogen  eng 
znsaramengepresst,  deshalb  viel  steiler,  schmaler  nnd  spilzbogiger  und 
schwingen  sich  nur  noch  als  zarte  Sauinlinien  um  das  centralvvilrls 
gerichtete  Ende  der  Falten. 

Die  Föcher  von  ücntinrohrf  hen  durchstrahlen  das  ihnen  zuge- 
hörige Gewölbsystera  von  Anwachsstreifen,  ohne  sich  gegenseitig  rm 
geringsten  in  ihrem  Verlaufe  zu  beeinflussen. 

Auch  im  LiSngsschnitle  (siehe  Taf.  II,  Fig,  23)  gewahrt  man  die 
oben  beschriebenen  Anwachslamellen  meist  erst  bei  zweckdienlicher 
Abblendung  des  Lichtes  in  vollster  Schärfe,  Dann  aber  ergiebt  es 
sich,  dass  die  einzelnen  Dentink^gen  nicht  parallel  zur  Aussendäche 
des  Zahnes  verlaufen^  sondern  derartig  angeordnet  sind,  dass  sie 
die  letztere  unter  spitzem  Winkel  treuen ,  nach  innen  zu  sich  aber 
immer  steiler  stellen,  bis  die  innersten  Lamellen  der  Pulpgrenzüäche 
eonform  stehen.  Es  bilden  mit  anderen  Worten  die  inneren,  jüngsten 
Dontinlagen  sehr  steile,  —  die  äusseren  Lamellen  hingegen  etwas 
stumpfere  Otiten.  Diese  Bauweise  entspricht  vollkommen  dem  »Schema 
über  den  Verlauf  der  Zahnbeinlamellen  im  LängsschlifTe  eines  mensch- 
lichen Schneidezahnes« ,  welches  V.  v.  Ebner  im  ScHEFF^schen  Hand- 
buche der  Zahnheilkunde  L    Wien  1891.    S.  223,  gegeben  hat. 

Die  Globuli  der  Denlingrundmasse  werden  ausser  durch  diese 
Anvvachslamellirung  in  ihrer  Anordnung  zweitens  durch  den  Verlauf 
der  Dentinrührchen  beherrscht,  indem  sich  die  einzelnen  Kügel- 
chen  zu  lauter  Reihen  gruppiren,  deren  je  eine  oder  zwei  zwischen 
zwei  Dentinrührchen  liegen.  Sie  bilden  in  Folge  dessen  lauter  den 
Röhrchenfaehern  conforme  Strahlensysteme  von  Perlschnuren 
(Taf.  II,  Fig.  17). 

Die  röhrchenfreie  Aussenschicht  weist  ebenfalls  eine  ausser* 
ordentlich  fein  globuläre  Zusammensetzung  auf.  Gleichzeitig  macht 
sich  in  ihr  eine  zarte,  concentrische ,  flaserig  lamellare  Bänderung 
bemerklich,  welcher  die  Anordnung  der  Globuli  folgt.  Vom  Tiefsten 
jeder  Aussenfurche  aus  dringt  die  feinglobulirte  Masse  der  Aussen- 
schicht durch  die  Lücken  zwischen  je  zwei  Körnelguirlanden  in  die 
Dentinfalten  hinein  und  bildet  innerhalb  dieser  die  bereits  erwähnten 
röhrchen  freien  Medianzonen,  welche  die  Bereiche  der  benach- 
Ijarten  Pulptaschen  und  die  von  letzteren  ausgehenden  Rührchen- 
facher,  sowie  die  Gewölbsysteme  von  Anwachslamellen  von  einander 
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gdieiden  (Taf.  II,  Fig.  16).  Bis  ao  diese  Mediaozone  reichen  die 
äüssersten  Verzweigungen  der  beiderseitigen  Rahrcnsystemej  um  sich 
z.  Th.  auszuspilzen  ,  z.  Th.  in  jenen  kleinen ,  is^oIirlen  Denlinhöhlen 
zu  enden,  welche,  wie  soeben  dargelegt,  als  weillüuftiger,  lücken- 
hafter Saum  die  homogene  Medianzone  beiderseits  begleiten.  Dass 
ein  einzelnes  Denünröhrchen  quer  durch  letztere  hindurchsetzt  und 
sich  in  ihr  mit  einem  solchen  dos  Nachbarsystems  vereint,  konnte 
nur  in  äusserst  seltenen  Fällen  beobachtet  werden. 

Ebenso  fehlt  auch  jene  in  der  Grundmasse  des  beiderseitigen 
Rührebendentins  so  scharf  ausgeprägte  fücherförnu'ge  Gruppirung  der 
perlschnurartig  aneinander  gereihten  Globuli  innerhalb  der  Median- 
zonen vollsltindig.  Vielmehr  geben  sich  letzlere  bereits  durch  die 
von  den  Aussenf urchen  aus  radiär  nach  innen  gerichtete  schlierig- 
lamellare  Anordnung  ihrer  Kügelchen,  wie  sie  sich  nicht  selten  be- 
merklich macht  (TaL  II,  Fig.  17  e],  als  Einstülpungen  der  Aussen- 
schicht  zu  erkennen. 

Verticale  Gefässcanäle,  wie  sie  in  einigen  wenigen  der 
Aussenfurchen  des  Zahnes  bis  hinauf  in  das  Niveau  des  vorher  be- 
schriebenen Querschnittes  emporsteigen  [siehe  S,  505),  haben  sich  in 
dem  etwas  tieferen  SchliiTe  6  bereits  in  fast  allen  Furchen  eingestellt 
(Taf.  n,  Fig»  15  V  und  Fig,  16  c).  Dieselben  liegen  innerhalb  der 
die  Kerben  der  Lüngsfurchen  fast  einebnenden  röhrchenfreien  Aussen- 
schicht  entweder  mehr  randlich  oder  rücken  zwischen  den  Schenkeln 
der  Körnelguirlanden  ziemhch  tief  nach  innen  und  besitzen  meist 
lang  ovalen,  zuweilen  abgerundet  dreieckigen,  scharf  umrandeten  Quer- 
schnilL  In  iljrer  Umrahmung  nimmt  die  sonst  nur  zartest  angedeutete 
Lamellirung  der  Aussenschicht  eine  viel  grossere  SchiSrfe  an  und  kann 
durcli  schnurenförmige  Einlagerung  kleinster  dunkler  Körperchen  noch 
bestimmter  markirt  werden. 


(iuerselinitt  7  (Tafel  II,  Figur  20;  nebst  Figur  21), 


hl  diesem  Querschnitte  machen  sich  im  Vergleiche  mil  den 
vorigen  folgende  Veränderungen  bemerklich: 

Die  bis  dahin  im  Querschnitte  keilfurmigen  oder  zungenartigen 
Pulpvorsprünge  haben  sich  zu  regelmässigen,  vom  centralen  Pulpkegel 
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ausstrahlenden  Speichen  verlflngert,  deren  seitliche  Grenzflächen  zum 
grüssten  Theile  fast  parallel  verlanfeo,  ja  nach  aussen  schwach 
divergiren  können,  wodurch  sieh  die  Puli>speieheQ  an  ihrem  aus- 
wärts gerichtelen  Ende-  kculenlürmig  verdicken  und  dann  an  lauter 
selbständige,  aneinander  gepresste,  deshalb  im  Querschnitte  lang  ovale, 
nur  centralwärts  sich  vereinigende  Einzelpulpen  erinnern.  In  glei- 
chem Maasse  haben  die  Falten  au  Hohe  und  Schlankheit  zugenommen. 
Innerhalb  der  von  den  Pulpspeichen  auslaufenden  Fächersysteme 
stehen  die  zarten ,  schlanken  Dentiorührchen  viel  dichter  als  weiter 
oben,  werden  aber  in  ihrer  Vertheilunt;  und  Verlaufsrichtnng  von 
genau  denselben  Gesetzen  beherrscht  und  münden  ebenfalls  in  die 
Dentinhohlen  der  peripherischen  Kornelguirlanden  sowie  der  Median- 
zonen der  Falten  ein. 

Von  grösserer  histologischer  Bedeutung  jedoch  ist  die  Entwick- 
lung, welche  die  rOhrchenfreie  Randschicht  (siehe  S.  504)  in  dem 
kurzen  Zwischenräume  zwischen  dem  vorher  beschriebenen  Quer- 
schnitt und  diesem  nächst  tieferen  SchliUe  erfahren  hat.  Die  bis  da- 
hin klare,  feinst  gtobuläre  Aussenschicht  mit  ihren  zarten  Furchen- 
canälen  hat  jetzt  den  CJiarakter  eines  scharf  abgegrenzten,  an 
Knochenzellen  und  Gefässcanälen  reichen  Knochengewebes  ange- 
nommen. Die  ersten  Andeutungen  dieses  Vorganges  machten  sich 
bereits  an  einer  Stelle  des  höher  gelegenen  Querschnittes  5  bemerk- 
lieh.  In  der  klaren  Grundmasse  dieser  penpherischen  Knochenschichl 
(Cementschicht)  liegen  zunächst  die  schon  aus  höheren  Niveaus  des 
Zahnes  beschriebenen,  jedoch  jetzt  viel  stärkeren,  meist  dreiseitigen 
FurchencanUle.  Um  diese  und  entlang  der  ganzen  Grenze  zum  Den- 
tin ziehen  sich  Schwärme  von  spindelförmigen  Knochenzellen,  welche 
z.  Th,  durcli  gleichgerichtete  Ausläufer  mit  einander  in  Verbindung 
stehen.  Hier  und  dort  stellen  sich  innerhalb  dieser  Strichelschwämie 
grössere,  rundliche,  \ielzackige  Knochenzcllcn  mit  quer  stehenden 
Alisläufern  ein.  Local  verdickt  sich  diese  Hülle  um  das  Zwei-  bis 
Vierfache  ond  iimschliesst  dann  grosse  Geftlsscanäle  von  ovalem, 
rundem  oder  lappigem  Querschnitte,  welche  das  drei-  bis  zwölffache 
t.umen  der  Furchencanäle  besitzen  (Taf.  11,  Fig,  20  c).  Von  ihnen 
gehen  in  weitläuftigen  Zwischenräumen  kurze,  geknickte  und  ver- 
ästelte Primitivröhrchen  aus.  In  der  die  Gefässcanöle  umgebenden 
klaren,  aber  immer  noch  feinst  globulirten  Grundmasse  hegen  eben- 
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falls  Seh  wärme  von  kleinen  spinilelfürraigOD,  sowie  von  grosseren, 
rundlich  zackigen  Knochenkorperciien, 

Von  den  Furchen  aus  zieht  sieh  die  klare  Grnndmasse  dieser 
peripherischen  CenientschichL  in  die  Falten  hinein^  um  deren  Median- 
Zone  zu  bilden.  Innerhalb  dieser  gesellen  sich  nun  zu  den  kleinen, 
mehr  randlich  gelegenen  Denlinhühlen  der  beiderseitigen  Fächer- 
systeme die  viel  grösseren,  zackigen,  vielfach  zerschützlen  Knochen- 
kurperchen  der  sich  einstülpenden  Knochenmasse  (Fig.  21  /rft),  so  dass 
die  FaUenmiüen  ein  buntes  Gewimmel  solcher  Hohlen  beider  Art 
bergen,  die  sich  meist  nur  durch  ihre  Grösse,  nicht  aber  durch  ihre 
Gestalt  unterscheiden  und  durch  lange  Ausläufer  sowohl  unter  ein- 
ander, wie  mit  den  Deolinnihrehen  in  Zusammenhang  stehen,  hi 
diesem  Falle  sind  also  die  Odontoblasten  durch  die  Dentin  röhrchen, 
die  Dentinhölilen  und  die  Ausläufer  der  Knochenzellen  mit  letzleren 
continuirlich  verbunden  gewesen. 

Aus  Obigem  geht  hervor»  dass  sich  im  Niveau  des  Querschnittes  7 
zu  dem  normalen  Röhrchendenlin  echte  Hautknochensubstanz 
(C  e  m  e  n  L  k  n  0  c  h  e  n  m  a  s  s  e)  als  neues ,  die  DenlinhOllschicht  er- 
setzendes Element  gesellt  hat  und  zwar  nicht  nur  als  j>eripherische 
Schicht,  sondern  aucli  als  von  dieser  aus  zwischen  je  zwei  Fächer- 
systeme der  Pulpspeichen  nacli  innen  eingeschobene  Einslülpungen^ 
welche  die  Medianzone  der  Falten  bilden,  aber  hier  durch  ihre  Zellen 
und  deren  Ausläufer  mit  dem  Dentin  auf  das  Innigste  verwachsen  sind* 


Qnei-selmitt  8  (Tafel  IIl,  Figur  24;  nebst  Figuren  25,  26  und  27). 

Dieser  Querschnitt  gehört  bereits  einem  der  Zahnbasis  ziemlich 
nahe  gelegenen  Niveau  an.  In  Folge  der  hier  sehr  dichten  Anein- 
anderpressung  der  Zahnsockel  hat  deren  Querschnitt  eine  abgerundet 
l  rapcz  fü  r  mige  Gestalt  angenommen.  Seine  Axen  messen  8  und 
5 — 6  mm,  wobei  der  längere  Durchmesser  quer  zur  Zalmreihe  steht 
und  zugleich  sein  sich  schwach  verbreiterndes  Ende  dem  Innenrao ' 
des  Kiefers  zugewandt  ist. 

Durch  die  Zerschlilzung   der  Pulpa  in  mehr  oder  weniger 
und  schlanke  Speichen  werden  zahlreiche  Dentinfallen   erzeugt 
jedoch    ganz   abgesehen   von  der  statthabenden  Allernirung  I 
und  kürzerer  Falten  einen  zwiefachen  Habitus  besitzeu. 
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aussen  gerichtetea  schmälereo  zwei  Drilleln  des  Querschnittes  sind 
dieselbeu  kurz,  gedrungen  und  mit  plumpen  Aus-  und  Einbuchtungen 
versehen,  im  verbreitcrieo  inneren  Drittel  hingegen  lang,  schmal  und 
schlank.  Wie  ihre  Gestaltung  und  ihr  Verlauf,  so  ist  auch  ihre 
Structur  eine  verschiedene  und  ebenso  ist  auch  der  Aufbau  des 
Zahnmantels  in  beiden  Abschnitten  ein  durchaus  verschiedenartiger. 
Werden  die  mit  den  kurzen  Falten  ausgestatteten  zwei  Drittel  der 
Dentinvvandung  von  einer  scharf  abgesetzten,  an  verticalen  Gefäss- 
canl^len  reichen  Cementschicht  umwallt,  so  verscfiwindet  diese  in 
allmählicher  Ausdünnung  nach  dem  inneren,  mit  den  langen  Falten 
versehenen  Drittel  hin  fast  völlig,  so  dass  hier  die  spornartig  ver- 
breiterten Faltenbasen  die  einzige  und  zwar  nur  lückenhafte  Um- 
randung des  Zahnes  bilden  (vergU  S.  487  und  488), 

a.    Das  nach  aussen  gerichtete^  schmälere  Segment  des 
Zabiiquerschnittes. 

Von  der  5  mm  messenden  Queraxe  des  schmäleren  Zahn- 
segraenles  nimmt  die  Dicke  des  Zahnmantels  jederseils  0,5 — 0,75  mm 
in  Anspruch.  Von  seinem  inneren  Rande  aus  springen  die  plumpen 
Falten  1,25 — i,öO  mm  weit  nach  innen  vor,  so  dass  im  Centrum 
des  Zahnes  ein  solider  l*ulpkern  von  etwa  2  mm  unzerschlitzt  bleibt. 
Die  Lüngsfurchen  des  Dentinmantels  werden  durch  die  dicke  äussere 
t^ementschiclit  vollstlindig  ausgeglichen. 

An  dem  Aufbau  des  Zahnes  betheiligen  sich  in  diesem  Ab- 
schnitte: 1.  die  Pulpa;  —  2.  das  sich  centralwarts  zu  gedrungenen, 
kräftigen  Falten  zwischen  die  Pulpspeichen  einschiebende  Dentin; 
—  3.  eine  peripherische  Schicht  von  Cementknochenmasse, 
die  sich  tief  in  die  iMedianzone  der  Falten  einstillpt. 


1.    Die  peripherische  Cementschicht.    (Fig.  24  und  25  r.) 

Die  peripherische  Schicht  von  Cemcntknochenmasse  grenzt  sich 
gegen  den  von  dem  Bogeukranzo  der  Küinelguirlanden  gebildeten 
Aussenrand  des  Dentins  scharf  ab  und  besteht  aus  klarer,  nich» 
mehr  globulär  struirter,  also  jetzt  homogener  Grund masse, 
welche  von  verhtlltnissmHssig  grossen  Gefiisscanitlen  durchsetzt  und 
von  lluidalen  Striihnen  kleiner  Knochcnkorperchen  durchzogen  wird. 
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Die  Gefösscanale  besitzen  entweder  rein  ovalen  oder  |)olygo- 
nalen  Querschnitt  und  zwar  liegen  die  eckigen  Canäle  meist  über  dem 
einspringenden  Winkel  zwischen  je  zwei  der  Körnelhufeisen,  also  in 
der  Verlängerung  der  Medianebcne  der  Falten,  und  sind  demnach  die 
Fortsetzungen  der  S.  5 1 1  geschilderten,  ebenfalls  meist  kantigen  und 
zwar  dreiseiligen  Furrhencaniile  (Taf.  II,  Fig.  14,  16,  20).  Jeder  der 
Canäle  ist  theilweisc  erfüllt  oder  ausgekleidet  von  schwarzbraunem 
Eisenhydroxyd,  wodurch  sich  die  Grenzlinie  des  Canalluraens  nach 
aussen  scharf  absetzt*  Es  zeigt  sich  hierbei,  dass  diese  Grenze  nicht 
glatt  verläuft,  sondern  dass  die  periphere  Zellenscbicht  der  CanUle, 
genau  wie  die  Odontoblastenfortsätze  in  das  Dentin,  mit  kleinsten 
Zäckchen  und  ZidincheD  in  die  umgebende  klare  Grundmasse  ein- 
greift Diese  minimalen  Vorsprunge  laufen  in  kurze,  aber  verhUlt- 
nissmössig  derbe  nml  weitUUiftig  stehende  Köhrchen  aus,  die  zwar 
im  Allgemeinen  eine  radiäre  Richtung  innehaltenj  aber  sich  winkelig 
biegen,  krümmen,  verzweigen  und  kurze  Querüstchen  absenden  (Taf- 111, 
Fig,  25  c). 

In  einiger  Entfernung  von  den  CanSlen  zieht  sich  um  deren 
Mehrzahl  eine  concentrisch  verlaufende  Strühne  von  langgestreckten 
zerschlitzten,  spindelförmigen  oder  strichehirtigen  KnochenkOrper- 
chen,  welche  lluidal  gruppirt  und  an  ihren  Enden  oft  durch  Aus- 
lauter  mit  einander  venvoben  sind,  Hier  und  dort  liegen  zwischen 
diesen  spindeltormigen  auch  isolirte  grossere  rundliche  Knochen- 
korperchen  mit  strahligen  Ausläufern  eingestreut.  Beide  stehen  zu- 
w^eilen  mit  Radicirrührchen  des  Gefdsscanales  in  Verbindung. 

Durch  die  unter  den  Anssenfurchen  des  DenEins  gelegenen  Lücken 
zwischen  je  zwei  Kornelgiurlanden  zieht  sich  die  Grundmasse  der 
peripherischen  Knochenschichl  auf  der  Medianebene  der  Falten  in 
diese  hinein  und  bildet  eine  klare,  aber  noch  ausserordentlich  fein 
globulüre  Median zonc,  welche  hier  ebenso  wie  bereits  weiter  oben 
im  Zahne  (siehe  S.  511  und  Taf.  11,  Fig.  16)  die  Röhrchensystemc 
je  zweier  Pulps(>eichen  scheidet  und  in  ziemlich  regelmlissigen  Ab- 
standen grosse  plump  spindelförmige  Knochenkörperchen  enthält, 
die  jedoeh  ausnahmslos  mit  ihrer  Längsaxe  rechtwinkelig  gegen  die 
Medianebene  der  Falten  gerichtet  sind  (Taf.  111,  Fig.  25), 

Die  peripherische  Knochenschicht   gleicht   die  Furchen    auf  de 
Aussenseite   des  Dentins   vollkommen   aus   und    bedeckt   letzteres  i 
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Bereiche  des  grösseren  Zahnsegmenles  als  derber  Ueberzug,  ver- 
dünnt  sich  aber  gegen  das  breite  Innendriltel  des  Zahiiquerschnittes 
mehr  und  mehr,  um  endlich  fast  ganz  zu  verschwinden.  Diese  Er- 
scheinung erkl?lrt  sich  aus  den  Darlegungen  auf  S.  i87,  wonach  nur 
die  Aussonflüche  und  die  beiden  Seitenfliichen  des  Zahnsockels  von 
Ceraentknochen  kragenfünnig  umwallt  werden,  während  die  Gaumen- 
fljlrhe  des  Sockels  unbedeckt  bleibt* 

Einen  sehr  klaren  Einblick  in  die  Structur  der  peripherischen 
Knochcnschicht  gewahrt  auch  die  Taf.  H,  Fig.  22  abgebildete  Partie 
des  um  ein  Minimum  höher  gelegenen  Querschnittes  eines  Naehbar- 
zahnes.  Die  homogene  t^runtlmasse  des  Knochengewebes  bebt  sich 
auch  hier  haarscharf  von  der  äussersten  Kömelguirlande  des  Dentins 
(D%)  ab,  wird  ebenfalls  von  zahlreichen  grosseren  und  kleineren 
Gefässcanälen  (c)  durchzogen  und  enthalt  ziemlich  zahlreiche,  z.  Tb, 
spindelfürmige,  z*  Th.  rundlich  zackige  Knochenzellen  fife),  welche 
sich  in  Schnüren  und  Schwärmen  fluidal  um  die  GePässcanale  grup- 
pircn.  Von  einzelnen  der  letzteren  gehen  kurze  lislige  Ausläufer  aus. 
Die  Aijssenfurchen  des;  Dentins  zwischen  den  stark  gewölbten  Körnel- 
guirlandcn  sind  tief  eingekerbt,  Die  in  ihnen  liegenden  Furchen- 
canille  besitzen  noch  ihre  charakterislisohe  dreiseitige  Gestalt.  Die 
homogene  Grundmasse  erstreckt  sich  in  Form  eines  schmalen  Strei- 
fens zwar  noch  weniger  tief  in  die  Medianebenc  der  Fallen  hinein, 
enthält  aber  auch  hier  schon  kleinste  spindelförmige  Knochenkörperchen. 


2.     Das  Dentin  (Fig.  ti  und  26). 

Uin  Dentinfalten  dieses  Abschnittes  sind,  wie  bereits  constatirt, 
dick  und  gedruniijen  und  stellen  keine  durch  geradlliichige  Wände  be- 
grenzten Lamellen  von  sondern  erhalten  durch  beiderseitige,  bauchige 
Ausbuchtungen  der  Pulpa,  namentlich  in  der  centralen  HHlfte  der 
Falle,  einen  [ilunip  wurmförniig  gekrümmten  Querschnitt. 

Diese  grossen  derben  Falten  alterniren  mit  viel  kürzeren,  sich 
nur  wallartig  in  die  l^ulpa  vorschiebenden,  deshalb  im  Querschnitte 
wie  Warzen-  oder  buckelförmigc  Einstülpungen  erscheinenden  Fallen, 
durch  welche  der  peripherische  Abschluss  der  Pulpspeichen  eine 
Einbuchtung,  also  eine  plumpe  Gabelung  erleidet.  Von  jedem  dieser 
rund  abgestumpften  Pulpenden  strahlt  ein  Hauptfächer  System 
(Fig.  25  h)  von  laugen,  schlanken  Dentinröhrchen  aus,  dessen  radial 
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gerichtete  Röhrchengnippe  sich  aus  anfänglich  dicht  stehenden  Röhr- 
chen zusammensetzt,  welche  sich  nach  aussen  gabeln  und  mit  diesen 
ihren  peripherischen  Aeslchen  in  die  schwammig  mit  einander  ver- 
wobenen  Dentinhöhlen  der  hufeisenförmigen  Körnelguirlanden  ein- 
münden, die,  wie  gesagt,  das  Dentin  in  bogig  ausgerandetem  Kranze 
von  seiner  Knochenumwallung  scheiden. 

Wilhrend  in  den  bisher  beschriebenen,  nächst  höheren  Ab- 
schnitten des  Zahnes  von  jeder  Pulpspeiche  aus  nur  ein  einziges, 
einheitliches  Fächersystem  von  Dentinröhrchen  ausstrahlt  und  das 
zwischen  den  Medianzonen  zweier  Nachbarfalten  gelegene  Radial- 
segment des  Zahnes  beherrscht,  hat  sich  diese  EinheitHchkeit  im 
Querschnitte  8  bereits  verloren.  Die  Fächersysteme  der  höheren 
Niveaus  beschränken  sich  auf  die  eben  beschriebenen,  von  den  ab- 
gerundeten Enden  der  Pulpspeichen  auslaufenden  Hauptfächer.  Neben 
diesen  entspringt  jetzt  von  jeder  der  tieferen  oder  flacheren  Aus- 
buchtungen, welche  die  Seitenflächen  der  Pulpspeichen  in  die 
Falten  machen,  ein  selbständiger  Secundärfächer  von  naturge- 
mäss  viel  kürzeren  Röhrchen   (Fig.  23  s). 

Die  nach  der  Medianzone  der  Falte  gerichteten  Röhrchen  jedes 
solchen  SecundärPachers  münden  hier  nach  gleich  langem  Verlaufe 
in  ziemlich  grosse,  oft  dicht  geschaarte  Dentinhöhlen,  welche  deshalb 
gerade  wie  die  Körnelguirlanden  der  Hauptfalten  in  mehr  oder  we- 
niger scharf  ausgesprochener  bogenförmiger  Anordnung  über  jeder 
Ausbuchtung  der  Pulpa  in  den  Dentinfalten  liegen.  Die  von  der  Mitte 
dieser  secundären  Fächersysteme  nach  rechts  und  links  abbiegenden 
Dentinröhrchen  enden  meist  blind,  so  dass  zwischen  je  zwei  solchen 
Fächern  eine  Zone  klarer  Grundmasse  röhrchenfrei  verbleibt.  In 
diesen  Ein-  und  Ausbuchtungen  der  Dentinfalten  wiederholt  sich  also 
die  Structur  der  Hauptfalten  im  oberen  Theile  des  Zahnes,  was  für 
die  später  zu  erörternde  Genesis  der  Faltenzähne  von  Bedeutung  ist. 

Die  Röhrchen  dieser  secundären  Fächersysteme  haben  jedoch 
nicht  wie  diejenigen  der  Hauptpulpspeichen  einen  geraden,  glatten, 
sondern  einen  kurzbogig  geschlängelten,  local  geknickten  Verlauf, 
verästeln  sich  nicht  selten  in  spitzem  Winkel  und  senden  stellen- 
weise kurze  Querzvveige  rechtwinkelig  nach  beiden  Seiten  ab.  Die 
Dentinhöhlen,  in  welche  sie  medianwärts  münden,  besitzen  eine 
sehr  wechselvolle  Gestalt  und  Grösse,  sind  aber  sämmtlich  mit  zahl- 
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reichen  strahligea  Aysläufern  versehen  und  deslialb  von  zackig  zer- 
spratzler  Contyr.  AVo  sie  gegen  das  centralvvärls  gerichtete  Ende 
der  Falten  hin  dichter  geschaart  liegen,  sind  sie  durch  derbe  Aus- 
läufer zu  Guirlanden  verkniipfL 

Die  Grundmassc  des  Dentins  besitzt  elienso  wie  weiter  oben 
(S.  509)  eine  sehr  feine  Globtdarstructur,  wobei  die  ZahnbeinkUgel- 
chen  in  der  Richtung  nach  den  SeitenrUndcrn  jedes  Hauplfticher- 
Systems  an  Grösse  zuoehinen  und  sich  schärfer  individualisiren.  In 
Folge  dessen  grenzt  sich  die  zwischen  zwei  Fücliersystemen  von  der 
poripherischeo  Knochcnschicht  aus  eindringende,  nur  feinst  gekörnelte 
Meilianzone  schon  durch  ihre  Structur  von  jenen  ab. 

Die  Grenze  zwisclicn  Pulpa  und  Dentin  erscheint  in  Folge  der 
in  letzteres  spitz  eingreifenden  Odontobiasten  unregelmässig  höckerig 
gezUhnclt.  Oft  sieht  man  diese  Fortsätze  der  letzteren  unmittelbar 
in  die  Dontinrohrchen  auslaufen.  Wo  diese  in  Denünhöhlen  eio- 
niilnden,  lässt  sich  der  directe  Zusammenhang  zwischen  letzteren  und 
den  Odontobhisten  überblicken. 


K    Dae  sich  nacli  innoE  Yerbreiterndo  Segmeitt  des 
ZaltmpßrBchiiittes. 

Aus  Obigem  ergab  sich  u.  A, ,  dass  in  dem  nach  aussen  ge- 
ricliteten  Segmente  des  Zahnquerschnittes  in  Folge  energischer  Dentin- 
abscheidung  von  Seiten  der  von  den  Enden  der  Pulpspeichen  aus- 
strahlenden Haupt- Röhrchensysterae,  die  mit  einer  beträchtlichen 
Verstärkung  der  Aussenlage  von  (]ementknochenmasse  Hand  in  Hand 
ging,  ein  sehr  kräftiger  Zahnmantel  erzeugt  wird,  von  welchem  dicke, 
gedrungene  Falten  auslaufen.  Ganz  anders  hingegen  gestaltet  sich 
der  Zahnbau  in  der  nach  innen  gewandten,  schwach  birnförmigen 
Verbreiterung  des  Querschnittes  (Fig.  24,  26  u-  27 j.  Nach  ihr  zu  ver- 
dünnt sich  zunächst  die  selbständige,  scharf  abgesetzte  äussere  Ce- 
nientschicht  mehr  und  mehr,  —  gleichzeitig  wird  der  aus  der  bogigen 
Aneinanderreihung  der  Faltenbasen  gebildete  Dentinmantel  immer 
dünner,  —  die  ihn  nach  aussen  abgrenzende  Körnelguirlande  ver- 
schwindet,  —  Dentin-  und  Cementmasse  verschmelzen  in  Folge  dessen 
völlig  mit  einander,  —  grosse  Gefässcanäle  stellen  sich  in  und  an 
der  Basis  der  Falten  ein  und  unterbrechen  hier  deren  solide  Be- 
schaffenheit, —  endlich  verlieren  die  durch  solche  isolirle  Verlical- 
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canäle  spornorLig  gegabeUcn  Fallenbasen  dadurch,  dass  zwischen  ihnen 
von  der  GaumenHäche  her  Gefiisse  in  die  Pulpspeichen  eintreten  (Ac). 
stellenweise  ganz  ihren  gegenseitigen  Zusammenhang  oder  werden 
nur  noch  durch  ein  dünnes  Gewebe  von  an  Knochenkörpeichen 
reicher  Cementmasse  schwach  verbunden* 

In  gleichem  Schritte  vollziehl  sich  eine  Streckung  der  Falten, 
was  damit  in  Zusammenhang  steht»  dass  der  Zahn  auf  einer  schrligen, 
nach  innen  geneigten  Basisflüehe  sitzt  und  deshalb  die  nach  dem 
Innenrande  des  Kiefers  verlaufende  Sockelflanke  und  ihre  Falten  tiefer 
hinabsteigen,  als  auf  der  entgegengesetzten  Aussenseite  (S,  487).  In 
Folge  dessen  werden  die  Falten  in  dieser  Richtung,  also  nach  der 
birnförmlgen  Abplattung  des  Zahnquersehnittes  zu,  immer  länger  und 
sclunaler,  zugleich  aber  auch  schlanker,  und  erreichen  schliesslich 
fast  die  doppelte  Länge  der  derben,  plump  wurmförmig  gekrümmten 
Falten  im  gegenüberliegenden  Segmente,  bei  kaum  mehr  als  halber 
Dicke  der  letzteren.  Ihr  Verlauf  ist  kein  vollkommen  geradliniger, 
macht  vieiraehr  schwache  Krümmungen  und  Ein-  und  Ausbiegungen, 
jedoch  bei  weitem  nicht  in  dem  Maasse,  wie  dies  bei  den  kurzen, 
gedrungenen  Falten  die  Rege!  ist.  Die  niedrigen  Faltenwälle,  welche 
im  anderen  Segmente  des  Querschnittes  mit  den  plumpen,  längeren 
Falten  regelmässig  alterniren,  sind  verschwunden,  vielmehr  reichen 
fast  sämmtliche  Falten  gleichweit  bis  zur  Mitte  des  Pulpkegels.  Nur 
an  zwei  Stellen  schieben  sich  zwisclien  die  neun  langen  schlanken 
Falten  solche  von  eben  derselben  Schlankheit,  aber  von  nur  etwa 
einem  Drittel  deren  Länge  ein. 

In  dem  Aufbau  dieser  Falten  und  zwar  besonders  in  der  cen- 
Iralwärts  gerichteten  längeren  Hälfte  jeder  derselben  macht  sicli  i.  TIl 
ausserordentlich  scharf  eine  Gliederung  in  eine  Mittelzone  und  je  zwei 
auf  diese  symmetrisch  folgende  seitliche  Zonen  bemerkhch. 

Die  Mittelzone  (Fig.  26  und  27  b)  besteht  meist  aus  voll- 
kommen klarer,  aber  feinst  globulirter  Grundmasse,  welche  sich 
von  der  Peripherie  des  Zahnes  aus  als  schmaler  Streifen  in  die  Falte 
hineinzieht.  Sie  enthält  in  weiten,  ziemlich  regelmässigen  Abständen 
sich  wiederholende,  sehr  grosse  Knochenkörperchen  oder  verschmolzene 
(•ruppen  von  solchen,  die  sämmllich  mit  ihrer  Längsausdehnung  quer 
zu  derjenigen  der  Miltelzone  gestellt  sind  (Fig.  26  und  27  A/t).  In 
dieser  Ausbildungsweise  erstreckt  sich  letztere  ununterbrochen  durch 
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die  ganze  LUage  der  Falteu  bis  zu  derem  ceDlralca  Kode,  wo  sich 
die  Knochenkörperchen  zu  meliren  und  anzuhciufcn  pflegen.  In  ein- 
zelnen Falten  ist  die  Coütiniiillit  dieser  lioniogenen,  deshalb  klaren 
Mittelzone  mehrfach  durclj  reiclilichere  Knoclienkoiperchen  oder  durch 
Einselmürungen  von  Seilen  der  Naehharzonen  unterbrachen* 

Beiderseits  und  zwar  meist  sehr  scharf  wird  die  Mitlelzone  be- 
grenzt von  einem  Saume  dicht  geschaarteis  kleinster,  coraplicirl  ge- 
schlitzter, z,  Th.  durch  anastomosirende  Aushlufer  verketteter  Den- 
tin höhlen ,  die  Scimmtlich  nach  der  Medianzone  zu  blind  enden, 
nach  aussen  aber  zackig-siralilige  Forlsiitze  entsenden,  in  deren  jeden 
ein  Üentinröluclien  ausläuft  (Fig,  26  und   27  o+ör-f-Zi/i), 

Auf  diesen  Saum  von  Denlinhühlen  fulyt  aussen  eine  Zone  von 
Uührchendentin,  bestehend  aus  stark  vorwiegender,  homogen  er- 
scheinender, keine  Globularstructur  aufweisender  Grundmasse  mit 
weitläuftigen,  wegen  der  geringen  Dicke  der  Dentinschicht  nur 
kurzen  Dentinröhrchen.  Dieselben  bieten  ein  ganz  anderes  Bild  als 
die  beschriebenen  Fächersystenie  der  ki'Üftigen  FaUen;  —  sie  sind 
trotz  ihrer  geringen  Länge  gekrUmml,  i;eknickt,  stumpf  und  spitz 
gegabelt,  mit  Dornen  und  kloinen  Querüstclien  zuweilen  dicht  be- 
setzt und  nicht  selten  mit  diagonalen  Vcrbincliingszweigen  versehen 
(Fig,  27  Dr),  In  Folge  des  Mangels  lieferer  Einbuchtungen  der 
Pulpspeichen  in  die  schlanken  Falten  gelangen  die  S*  öl  7  beschrie- 
benen secundaren  Fachersysleme  (Fig.  26  *•)  nur  hier  und  dorl  und 
dann  nur  schwach  zur  Ausbildung.  Abgeselien  von  solchen  Stellen 
stehen  die  Höhrchen  rechtwinkelig  auf  den  Seitenflachen  der  Falten 
und  erstrecken  sich  bis  zu  dem  Saume  von  Dentinhohlen,  in  deren 
Auslaufer    sie    unter    gleiclizeitigcr  Zunahme    ihrer  Dicke  einmünden. 

Die  Wandungen  der  Falten  werden  bedeckt  von  einer  Lage  von 
Brauneisen,  welche  die  Schicht  der  Odontoblasten  ersetzt,  deren 
Enden  in  die  Grundmasse  des  Dentins  eingreifen,  dadurch  die  Fein- 
zackigkeit seiner  Aussengrenze  liervorrufen  und  in  die  Dentinröhr- 
chen auslaufen.  Auf  diese  Weise  wird  auch  liier  ein  directer  con- 
(inuirlicher  Zusanrmenhang  zwischen  den  üdontublaslen  und  den 
Dentinhohleu  des  liornelsaumes  durch  die  Üenlinrührchen  vermittelt* 

Die  gracilen  IIa upt-FiUhersys lerne,  welche  wir  bisher  von 
den  Enden  aller  Pulpspeichen  ausstrahlen  sahen,  sowie  die  sie  ab- 
schliessenden   hufeisenförmigen  Dentinhöhlenguirlanden    sind    ganzlieh 
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verschwiindeo.  Die  basalen,  also  peripherischen  Verbiiidyngssliicke 
zwischen  einzelnen  der  Falten  weisen  vielmehr  nur  kurze,  spärliche, 
in  ihrem  unregelmiissigen  Verlaufe  an  die  Priinilivrülirchen  der  Ge- 
fässcan^lc  erinnernde  Rührcheo  ohne  Kürnelguirlanden  auf.  In  Folge 
dessen  ist  der  charakteristische  Habitus  des  llöhrchondenlins  hier 
vollständig  verloren  gegangen. 

Die  peripherischen  VerticalcanUle  werden  umgeben  von 
einer  Zone  von  homogener  Grundmasse  und  diese  von  einem  Kianze 
z.Th,  spindelförmiger  Knochenkörpcrclicn  (laf.  III,  Fig.  240/>;  Fig.  2(ic). 
Von  der  Zellenschichl,  welche  die  Geftisscanlile  auskleidel,  laufen 
ynregelmassig  gruppirte  und  gestallete  Rührchen  in  die  umgebende 
homogene  Grundmasse  und  können  z.  Th.  bis  zur  Einmündung  in 
Zellen  der  Knochenkörperclienkrünze  verfolgt  werden.  Wo  letztere 
nicht  dicht  geschlossen  sind  oder  slellenweise  ganz  aussetzen,  er- 
scheint die  Grnndmasse  um  die  GcfässcanUle  und  diejenige  des  be- 
nachbarten Dentins  als  eine  vollkommen  einheitliche  Substanz 
(Fig.  24  OD;  Fig.  25),  Auch  die  Dentinröhrclien  habiMi  meist,  wie 
soeben  constatirt,  ganz  die  Form  der  Primitivrtihrchen  angenoinmen, 
stehen  nur  nocli  etwas  dichte»'  als  diese,  so  dass  hier  ein  Unter- 
schied zwiselien  Knochenmasse  und  Dentin  kaum  mehr  wahrzunehmen 
ist  und  sich  verticale  Üefässcanäle  und  Pulpspeichen  gleichwerthig 
verhalten. 

In  der  sich  verbreiternden  Basis  mancher  Fallen  gabelt  sich 
deren  Medianreihe  von  Knochenkorperchen  in  zwei  divergircnde 
Strähnen  (Fig.  26),  weh:he  mit  der  Knochenkorperchenguirlande  um 
die  peripherischen  Gefässcanäle  verfliessen,  —  mit  anderen  Worltm, 
die  Knorhenkörpcrchen,  w^elche  die  unter  den  Faltenbasen  gelegenen 
Verticalcantile  umkninzen,  ziehen  sieh  hier  schweifartig  in  die  iMedian- 
zone  der  Falten  hinein. 

Die  siimmthehen  letzterwähnten  Erscheinungen  beweisen^  dass 
in  diesem,  dem  Zahnsockel  angehürigen  Segmente  nicht  nur  eine 
innige  Verzahnung  zwischen  Cementknoclienmasse  und  Dentin  statt- 
Gndet,  sondern  dass  sich  eine  Verschmelzung  beider  Zahuelefnente 
zu  einer  untrennbaren  Substanz  (Osteodentin)  anbalmt,  —  ein  Vor- 
gang, der  in  den  nächst  lieferen  Querschnitten  noch  vollkommener 
zum  Vollzuge  gelangt. 
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Qnei^sclmitt  9  (Tafel  HI,  Figur  28;  iiebsi  Figuren  29  und  30 

auf  Taf  IV). 

Im  nilchst  lieferen  Querschnilte  9 ,  der  einem  etwas  kleinereu 
Naehbarzahnr*  (jndiommen  ist,  sind  die  Fallen  norli  weiter  naih  der 
Mitte  zu  eingedrungen  und  lassen  nur  einen  kleinen  Centralkern  der 
Pulpa  unberührl^  liaben  diese  vielmelir  zum  grössten  Tlieile  in  lange, 
z,  Tb,  wurnifOrnug  gekrümmte  Radiiirspeiehen  zerschlitzt.  Aber  auch 
jetzt  noch  macht  sicli,  wenn  aucli  nicht  mehr  in  gleich  hohem  Maasse 
wie  im  Querschnitte  8 ,  der  Gegensatz  zwischen  einem  grösseren 
Segmente  mit  kürzeren,  plump  wurmförmig  gekrümmten  Falten  und 
einem  Gaumen-Alischnittc  mit  UUigeren,  schlankeren  Falten  benierk- 
lich,  die  ersteren  mit,  die  lelztei'en  oluie  gesonderte  Hüllscliicht  von 
Cementknochen*  Anderseils  aber  gelangt  die  fortschreitende  Ent- 
wicklung dieses  letzteren  auf  Kosten  des  normalen  Dentins  der  oberen 
Zahnpartie,  die  innige  Verflössung  desselben  mit  dem  hier  im  Zahn- 
sockel bereits  modificirten  Dentin  noch  mehr  wie  im  nSlchst  hoher 
gelegenen  Querschnitte  zur  Geltung.  Namentlich  offenbart  sich  dies 
in  dem  tius^eren  mit  kürzeren,  unregelmässig  gewundenen  Falten 
ausgestatteten  Querschnittssegmente. 

a.    Das  äussere  ZalinsegnionL 

Dieses  etwa  zwei  Drittel  des  Zaimquersclmitles  in  Anspruch 
nehmende  Segment  besteht  aus  Dentinfalten,  die  mit  ihren  Basen  in 
jener  Mantelschicht  von  Cementgewebe  wurzeln,  welches,  wie  be- 
reits S,  iH7,  'VI  6  und  olH  erörtert,  die  nach  aussen  und  nach  beiden 
Seiten  gewandten  Flllchen  des  Zahnsockels  umwallt. 

Die  Dcutinfalten  dieses  Abschnittes  haben  nicht  sUmmtlich  die 
gleiche  Länge,  vielmehr  wechseln  längere  mit  kürzeren,  z*  Th.  nur 
wallarlig  vorspringenden  Falten  in  ziemlich  regelmässiger  Alternirung 
ab.  Vorzüglich  an  den  längeren  derselben  machen  sich  folgende 
Erscheinungen  geltend:  1)  sie  haben  iliron  geradlinigen  Radiärvcriauf 
verloren,  sich  wurmförmig  gekrümmt  und  pflegen  sich  an  ihrem  cen- 
tralen Ende  knopfartig  zu  verdicken,  schwanenhalsälmlich  umzubiegen 
oder  beiderseits  auszubreiten,  wobei  diesen  Fortsätzen  augenschein« 
lieh  die  Tendenz  innewohnt,  sich  mit  denen  der  Nachbarfalten  zu 
vereinigen;   —   2)  ebenso   entwickeln    die   Falten,    namentlich    nahe 
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ihrer  peripherischeQ  Basis  plüinpe,  meist  slumpf  endende  Auslüüfer, 
welche  beslrebl  ^ind.  die  Enden  der  Piilpspeichen  zu  selbständigen 
Verticalcaniileii  abzuschiuiren;  —  3)  gleichzeitig  stellen  sich  inner- 
halb einzelner  der  knoplartig  verdickten  Faltenenden  unregelinässige 
VerlicaleanUle  ein;  —  4)  ebensolche  rücken  von  der  Peripherie  aus 
in  die  sich  verbreiternden  Faltenbasen  hinein.  In  allen  diesen  Wachs- 
thuraserseheinungen  der  Falten  olfenbart  sich  die  Bestrebung  der,  wenn 
auch  bereits  randlich  in  Speichen  zerlappten,  so  doch  bis  dahin 
cinheillirhen  Pulpa,  sich  im  Zahnsockel  in  eine  Anzalil  von 
Kinzelpulpen  aufzulösen.  Gleiches  giebt  sich  darin  kund,  dasä 
im  centralen  Pulpkerne  die  oberen  Enden  Stab- oder  lallenförmig 
emporsteigender  Lamellen    von  Knoclienmasse   sichtbar  werden, 

Hand  in  Uand  und  in  gleicher  Rielilung  hiermit  geben  gewisse 
Aenderungen  in  der  Structur  des  Fallendentins  und  in  seinem  Verhak 
ten  zum  peripherischen  Knochengewebe,  Besassen  im  ynersehnitle  8 
die  kurzen,  plumpen  Falten  mit  Ausnahme  ihrer  Medianzonen  noch 
durchaus  echte  Denliostructur  mit  ausserordentlich  gracilen  Röhrchen- 
fächern, die  nach  aussen  in  dichte  Dentinliöldenguirlanden  auslaufen, 
welche  wiederum  eine  scharfe  Grenze  gegen  die  knöcherne  Hüll- 
schicht  bilden^  —  so  sind  diese  Fallen  in  dem  nlichst  tieferen  Quer- 
schnilte  9  aller  dieser  typischen  Eigcnthümlichkeilen  verlustig  ge- 
gangen. An  die  Stelle  der  diclit  neben  einander  glatt  verlaufenden 
Dentinröhrchen,  welche  sich  gesetzmlissig  zu  Haupt-  und  NebenfUchern 
gruppiren^  sind  jetzt  auch  in  diesen  kürzeren,  gekrümmten  Falten 
(Fig,  29)  kurze,  weitlüuftige,  wellig  gekrümmte,  winkelig  geknickte 
Röhrchen  mit  z.  Th,  fast  rechtwinkelig  ablaufenden  Querilstchen  ge- 
treten, wahrend  zugleich  die  grossen  Röhrchenfachcr  zwischen  den 
Faltenbasen  und  mit  ihnen  die  Hufeisen  von  schwammig- verfilzten 
Dentinhöhlen  gtUiztich  verschwunden  sind.  Schon  hierdurch  erhalten 
jetzt  auch  die  kürzeien  Falten  den  neutralen  Habitus  der  langen, 
schlanken  Falten  des  kleineren  Segmentes,  wie  sie  nns  zuerst  im 
Querschnitte  8  begegneten   (veigl.  Fig.  26). 

Der  im  Vergleiche  mit  dem  etwas  höher  gelegenen  Querschnitte 
verhiiltnissmllssig  dünne  Mantel,  in  welchen  die  Basen  dieser  Falten 
verÜiessen,  besteht  aus  Cenienlknochen,  durchzogen  von  zahlreichen, 
vertical  aufsteigenden  Gefasscaniilen  von  kreisrundem,  ovalem,  zu- 
Iweilen  abgerundet   polygonalem   Querschnitt    und    sehr   verschieden 
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grossem  Durchmesser  (Fig.  28  und  29  e).  Jeder  dieser  Canllle  wird 
zunächst  von  einer  mehr  oder  weniger  dicken,  schwarzbraunen  Lage 
von  Eisenhydroxyd  ausgekleidet.  Dann  folgt  eine  Zone  klarer,  ho- 
mogener Grundiiiasse.  —  auf  diese  endlich  eine  bald  magere  und 
zerrissene,  bald  volle  Guirlande  von  Knochenkörperchen,  Durch  diese 
werden  die  klaren  Höfe  der  Nachbarcanlile  gegen  einander  abge- 
grenzt, zwischen  denen  sie  sich  als  polygonales  Maschenwerk  von 
stacheligen  Strähnen  hindurchwinden.  Von  der  durch  Zellenfort^litze 
fein  geztihneUen  Peripherie  der  Caniile  laufen  feine  RadiärrOhrchen 
aus,  die  sich  in  keinerlei  Weise  von  den  kurzen,  weitläuftigen  Röhr- 
ehen des  Faltendentins  unterscheiden.  Wo  sich  ihr  voller  Verlauf 
verfolgen  fösst,  mOnden  sie  in  Knorhenkör|>erchen  der  die  Canäle 
umziehenden  Kränze, 

Je  ein  solcher,  meist  verhältnissmässig  grosser  Verticalcanal  mit 
Radiärrührchen  liegt  an  der  Basis  jeder  Falte.  Von  ihm  aus  stülpt 
sich  die  ihn  umgebende  klare  Cementgnindmasse  nebst  ihrem  Knochen- 
ktirperchenkranze  schweifartig  in  deren  Medianebene  (Taf.  III,  Fig,  28 
und  Taf  IV,  Fig.  29). 

Namentlich  an  kürzeren  Falten  beobachtet  man,  dass  die  von 
den  Enden  der  Pulpspeiclien  auslaufenden,  weilUuifligen  Dentinröhr- 
chcn  direct  in  den  Knochenkörperchenkranz  der  Verticalcanäle  ao 
der  Basi^  der  Falten  einmünden.  Da  ausserdem,  wie  bereits  con- 
statirt,  mit  den  RöhrchenfUchern  zugleich  die  das  Dentin  von  der 
peripherisclien  Knochenschicht  abgrenzenden  Dentiohöhlenguirlanden 
verschwunden  sind,  —  da  ferner  auch  die  Knochenk(3rperchen  in  der 
Medianzone  der  Falten  durch  FortScitze  mit  den  Dentinhölilen  und 
von  diesen  aus  durch  Dentinr(3hrchen  mit  der  Pulpa  in  Verbindung 
stehen,  —  und  endlich  die  von  den  Caniilen  der  Cementknochen- 
Schicht  ausstrahlenden  Röhrchen  denen  des  Faltendentins  vollkommen 
gleichen,  so  hat  die  Möglichkeit  aufgehört,  Dentin  und  Cementknochen 
scharf  von  einander  abzugrenzen.  Beide  erscheinen  als  innig  ver- 
flösste  Modificationen  einer  einheitlichen  Masse. 


b.   Das  iiinerej  mit  lilngeren,  schlankeren  Falten  ausgestattete 

Zahnsegment, 

Die  Falten  dieses  Theiies  des  Zahnquerschnilles  gleichen  durch 
ihre  LUnge  und  Schlankheit,    sowie  durch  die  sehwachen,    unregel- 
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massigen  Krümonmgen  ilires  Verlaufes,  ebenso  aber  auch  in  ihrer 
inneren  Structur  in  lioheni  Grade  denen  des  entsprethenden  Segmentes 
im  nächst  höheren  Querschniüe  8.  In  letzlerer  Beziehung  theilen  sie 
mit  diesen,  zugleich  aber  auch  mit  den  Falten  des  eben  beschrie- 
benen Abschnittes  zunächst  ihre  Zusammensetzung  aus  einer  Median- 
zone  von  klarer  Grundmasse  nut  einer  Reilie  von  grossen ,  meist 
quergestellten  Knoelienfcnrperehen,  ferner  aus  je  einer  beiderseiligen 
Schicht  von  hmiellar  aufgebautem,  fein  globulliren*  Denlin  mit  weit- 
läuftigen^  kurzen,  gewellten  und  sich  verzweigenden  Rohr  eben,  welche 
in  je  eine  das  Dentin  gegen  die  Knochenmasse  abgrenzende  Reihe 
kleinster,  aber  morgenslernarlig  in  FortsHtze  auslaufender  Dentinhöhlen 
münden*  Besonders  scharf  halten  sich  diese  drei  Zonen  in  den 
etwa  die  halbe  LEinge  ihrer  Naclibarn  erreichenden  Falten  getrennt 
und  ziehen  sich  innerhalb  dieser  in  vollständigster  ParallelilUt  bis  zu 
derem  rundlich  abgesLunipften  centralen  Ende  (Fig.  30  e  -|-  kk  und 
Dr  -j-  Dh),  Sobald  sich  aber  die  Falten  weiter  nach  der  Mitte  zu 
vorschieben,  beginnen  sich  die  beiden  seitlichen  DentinhOhlenreihen 
einantler  und  der  medianen  KnochenkOrpercbenscImur  in  spitzem 
Winkel  zu  nähern,  um  zu  einer  einzigen  einheitlichen  Strähne  von 
grösseren  und  kleineren  Höhlen  zu  verfliessen  (Fig.  28),  Diese  ver- 
läuft bis  in  das  schwach  knopfartig  verdickte  Faltenende  und  bUiht 
sich  hier  zu  einem  rundlich  conturirlen  Haufen  von  verbUltnissmUssig 
grossen  Huhlen  auf,  in  welche  die  kurzen  Dentinruhrchen  von  der 
Pulpa  her  einmünden.  Sind  die  Faltenbasen  gut  erhalten  (Fig.  30), 
so  lüsst  sich  die  mediane  KnochenkOrpercbenreihe  bis  in  diese  ver- 
folgen, wo  sie  sich  spornartig  gabelt  und  den  dort  liegenden  verti- 
calen  Gefasscanal  kranzartig  umzieht,  sich  mil  anderen  Worten  von 
diesem  aus  schweifarlig  in  die  Falten  ausgezogen  bat.  Gleichzeitig 
verschwinden  hier  an  der  Faltenbasis  die  Denlinrohrchen  und  Dentin- 
höhlen gitnzlich  oder  fast  vollständig  und  machen  klarer,  von  Ge- 
fösscanUlen  durchsetzter  und  von  Knocbenkorperchen  durchzogener 
Cementknochengrundmasse  Plalz,  welche  nun  als  schmale  Brücke  die 
einzelnen  Faltenbasen  mit  einander  verbindet.  Endlich  senden  die 
Falten  hier  und  dort  nahe  ihrem  basalen  Ende  breite  Querlamellen  ab, 
durch  welche  peripherische  Theile  der  Pulpspeichen  ganz  abgetrennt 
und  zu  VerticalcanHlen  isolirt  werden  (Fig.  30  c). 

Also   auch    in   diesem  Segmente   des  Zahnquerschnittes   gelangt 
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tlie  Tendenz  zur  Verwischung  der  Unterschiede  von  Dentin  und 
Knochenmasse  auf  Kosten  des  ersteronj  sowie  zur  Zergliederung  der 
Pulpa  in  verticale  Einzelcanüle  bereits  mehr  zur  Herj^ehaft,  als  in  dem 
ents|>ret'henden  Theile  des  nächst  Iiüheren  Querschnittes. 


ftnerschnitt  lö  (Tafel  iV,  Figur  31;  nebst  Fig.  32,  33,  34,  35  und  36). 

Dieser  Dunnsrhliff  durchschneidet  einen  Zahn  an  seiner  Basis. 
Der  etwas  weiter  oben  im  Zahne  noch  lierrsehende  streng  radiJire 
Paltenbau,  welcliev  aber  bereits  im  Querschnitte  9  durch  Krümmun- 
gen, Umbiegungen  und  Querfortsütze  der  Falten  eine  Trübung  seiner 
Reinheit  erlitt,  ist  jetzt  verschwunden  und  nur  noch  dadurch  schwach 
angedeutet,  dass  die  von  der  Pcriplierie  ausgelu^nden  Falten,  wenn 
auch  in  starker  Verkürzung  und  in  wurmtVjrmig  gekrünunlem  Ver- 
laufe, eine  gewisse  Radiartendenz  bewahren,  d.  h*  nach  innen  streben. 
Zugleich  zeigt  sich  der  gesammte  Kern  der  Pulpa  von  einem  com- 
|>licirten  Fachwerke  gewundener,  sich  ästig  gabelnder  Scheidewände 
durchsetzt,  welche   ihn   seiner  Einheitlichkeit  vollkommen  berauben. 

Die  Falten  sind  kurz,  plump,  wurmformig  oder  knorrig,  enden 
nach  innen  abgerundet  oder  mit  verdickten  Knöpteu  und  senden 
seitliche  Querwände  aus,  durch  vvelclie  sie  mit  einamler  in  Verbindung 
treten  können  und  wodurch  grossere  Partien  der  Pulpa  abgeschnürt 
werden.  Ausserdem  ziehen  sich  in  ihrer  Masse  selbst  Gefässcanale 
von  geringerem  Durehmesser  em|>or  (Fig.  31).  Besonders  ist  die 
durch  Verschmelzung  der  Falteubasen  erzeugte  Randzone  reich  an 
solclien  Verticalcanälen,  welche  dann  oft  eine  spornartige  Gabelung 
der  Falteobasen  bewiiken.  Ueberhaupt  vereinigen  sich  letztere  nicht 
melir  zu  einer  einheitlichen  Mantelsehicht. 

Der  Raum  innerhall)  dieses  |>eripherischen  Systemes  von  defor- 
niirtcn  Falten  wird  \ou  einem  sich  an  dasselbe  direct  anschliessenden 
krausen  Fach  werke  von  Verlical  wänden  durchsetzt,  deren  Quer- 
schnitte noch  mehr  wurmformig  gekrilnmit  und  mäandrisch  gebogen 
sind,  als  diejenigen  der  Falten,  und  sich  ausserdem  in  spitz-  oder 
rechtwinkelig  ablautende  Verlicallamellen  gabeln,  plumpe  Verdickun- 
gen und  kurze  Querforlsätze  aulweisen,  mit  hakigen  Umbiegungen  und 
koopfartigen  Verdickungen  enden  und  hcVulig  schwache,  nicht  selten 
aber  auch  stärkere  VerticalcauiUe  umfassen  (Fig.  31,  32  und  33  u 
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Durch  dieses  cenlrale  Fachwerk  und  jene  mehr  randlirlHm  Fallen 
erscheint  die  gesammle  Pnlpmasse  hier  an  der  Zahnbasis  in  ein 
Biiiutel  von  verl Scalen  (kinillen  mit  höchst  unregeimössigeni  Querschnilt 
zerspallen.  In  der  Gesamnitheit  der  Wandungen  dieser  Canüle  hat 
sicii  gleichzeitig  der  Uebcrgang  des  Dentins  in  Cemenlknochcnmasse 
durch  das  Mittelglied  des  Osteodentins')   vollzogen. 

Der  histologische  Bau  dieser  Falten  und  der  das  Fachwerk  bil- 
denden Verticallamellen  ist  der  gleiche  (siehe  Fig.  32  und  33).  Die 
Grundmassc  derselben  besieht  aus  klarer,  feinst  globulirter  Knochen- 
subslanz,  in  w^elcher  hier  und  dort  eine  schherige,  den  Get^sscanülen 
confornie  Parallelstructur  zum  schw^achen  Ausdruck  gelangt.  In  dieser 
Grundniasse  liegen  und  zwar  stets  in  der  Medianebene  der  Falten 
und  Verticalwcinde  zahlreiche  KnocheDkurperchen  von  zwiefacher 
Geslalt,  Die  einen  bei  Weitem  kleineren  (Fig.  36)  sind  striehel-  oder 
spindelförmig  mit  sich  zuschtirfenden  beiderseitigen  Enden  und  kurzen, 
sehr  zarten  Fortsetzen,  welche  meist  von  deren  Breitseiten  ablaufen. 
Die  anderen,  viel  voluminöser  als  jene,  besitzen  unregelmässig  stern- 
artige, dendritisch  zerschlitzte,  zackig -spratzige  Gestalt  und  senden 
derbe  und  feine  Ausläufer  nach  allen  Seiten  aus.  Diese  Knochen- 
körperehen hegen  nun  (siehe  Fig.  lÜ  und  33)  entweder  isolirt  und 
durch  bald  grössere,  bald  geringere  Zwischenräume  getrennt,  in  der 
Medianebenc  der  Lamellen  von  klarer  Grundmasse,  oder  sie  bilden 
namentlich  in  den  Verdickungen  der  W^ände  oder  in  deren  knopf- 
artig aufgeblühten  linden  haufenförniige  Gruppen,  oder  endlich  ver- 
einigen sich  in  dichter  oder  weitlüuftiger  Vergesellschaftung  zn  Sträh- 
nen und  Guirlanden,  in  denen  die  schlank  spindelfünnigen  IlulJen 
stets  eine  (luidale  Stellung  inne  haben. 

Die  Oberflciche  des  unregelmJissig  grobmaschigen  Fachw^erkes 
von  Falten  und  Scheidewänden  ist  überzogen  von  einer  Brauneisen- 


t)  Bezüglich  des  histogeneüschen  und  bislologisclien  Verliallcns  des  Zalm- 
hems  zaai  Knochcri  hat  sich  besomlers  heslimmt  Qeuerdiugs  C.  Rose  dahin  aas- 
esprocben ,  dass  Adic  ßildung  von  Knochca  und  Zahnbein  principiell  auf  gaoz 
"gleichen  Vorg'iingen  beruht«,  »beide  nur  Modißcalionen  derselben  GewebsgaUnng« 
vorslellen ,  »zwischen  beiden  alle  möghchen  Uebergiinge  sich  finden  (sog.  Dsleo- 
dentin)«  uud  endhch  ndas  Denitn  gleichsam  ein  höher  dilTerenzirles  Knochengewebe 
sei«.  C.  RösH,  Anal.  Anzeiger.  VII.  I89i2.  S.  834  und  835:  VIIL  1892.  S.  86; 
fterner  VITl,  tSin.  S.  569.  —  VergL  auch  H,  Klaatscii,  MorphoL  Jahrb,  XVI. 
1890.    S.  t38  u.  f. 


528 


Hekmann  Credner, 


[9 


schichl,  welche  nach  innen  zu,  also  gegen  die  klare  Gruntifiiasse 
Gestalt  kleinster  spitzer  Höcker  und  feinster  Zäckchen  eindringt  unci 
von  diesen  Mikrofortsätzen  aus  in  Canälchen  ausUluft;  sie  reprilsenlirt 
also  die  durch  Eisenhydroxyd  ersetzte  Odon  toblasten  läge  (Fig.  32 
und  33  o).     Die  von  ihr   ausgehenden  Rohrchen   (Fig.  STi  Dr)  sine 
jedoch  noch  viel  sparsamer  geworden  und  stehen  noch  lückenhafte 
als  selbst  im  nächst  höheren  Querschnitte  9,  Ja  können  in  der  Schliff- 
fläche streckenweise  ganz  fehlen  (Fig.  32)^  wiährend  anderseits  auc|fl 
die  Unregelmässigkeit   ihres  Verlaufes    beträchllich    zugenommen  hat 
Nicht  selten  jedoch  sieht  man  sie  in  die  wurzel artigen  Forlsätze  de 
grossen  median  gelegenen  Knochenkörperchen  einmünden  (Fig.  35  kk^ 

Der   Zahn    besitzt    nach   allem  Obigen   an   seiner  Basis   die   al 
Osteodentin   bezeichnete  Ausbildongsweise»  indem  er  sich  hier  in 
eine  Anzahl  von  Einzel[mlpen  gliedert,  deren  Wände  aus  klarer  dichter 
Grundmasse   mit   spärlichen  Dentinröhrchen,  zahlreicheren  Knochen- 
körperchen und  schwach  angedeuteter  Lamellarstructur  bestehen.     J 

Die   durch    Brauneisen    ersetzte    und    dadurch    scharf    markirte 
Odontohlastenlage   umkleidet    aber  nicht  nur  die  Umrisse  der  Falle 
und  der  Verticalwilnde.    sondern    scheint   sich    auch    von  diesen 
trennen,  indem  sie  das  Lumen  der  grossen,  unregelmässig  conturirt€ 
Canäle  selbständig  durchquerl  (Fig,  32,  33  und  34  ftr).    Diese  Brücket 
zwischen  benachbarten  Knochenwänden  verbinden  entweder  die  haken- 
tVirmig  umgebogenen  oder  keulig  verdickten  Enden  der  letzteren  oder 
laufen  von  einer  Seitenfläche  dieser  Lamellen  zur  gegenüberliegenden 
Wand   oder   zu   derem  Kopfende.     In   ihre   Ausgangsstellen    p(leg6i|H 
sich  keilfürmige  oder  jochartige  Ausstülpungen  der  knöchernen  Scheide^^ 
wände  mehr  oder  weniger  lief  einzuschieben   (Fig.  33  und  34), 

Diese  Erscheinung  beruht  darauf,  dass  der  Dilnnschliff  die  oberen 
Bänder  von  aus  der  Tiefe,  also  aus  der  Ceraentbasis  des  Zahnes 
emporreichenden  Querwänden  berührt  oder  theilweise  schneidet, 
wclcho  dort  die  Pulpmaschen  in  die  von  den  Gefässcanälen  de 
Kiefers  auslaufenden  t>ntUe  der  Basisschicht  zerlegen.  Ueberali, 
der  obere  Rand  einer  solchen  neuen  Scheidewand  unmittelbar  unti 
dem  Dünnschliffe  liegt,  fällt  die  denselben  überkleidende  Odontc 
blastenschicht  in  die  Fhiche  des  letzleren  und  gelangt  als  »Brücke 
zur  Erscheinung,  —  dort  aber,  wo  die  Wände  bereits  etwas  höh« 
emporreichen ,    werden    zugleich   deren   höchste    Stellen    geschnitten 
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imJ    liefern    dann    die    scheinbaren    zapfenarligen    Vorsprtlnge   oder 
schlanken  Inseln  innerhalb  der  Odontoblastenbrücken, 


2.    Die  Gefässverbindung  zwischen  Kiefer  und  Zähnen, 

Auf  Griiod  der  eingchendst  beschriebenen  zehn  Querschnitte 
durch  ebenso  viel  Niveaus  der  Kieferziiline  von  Scierocephalus  hess 
sich  die  Histologie  dieser  Zahne  von  ihrer  Spitze  bis  zum  Sockel 
bis  ins  Kleinste  darlegen.  Noch  tiefer  aber,  also  an  der  eigent- 
lichen Verbindnogsstelte  des  Zahnes  mit  dem  zahntragenden  Knochen, 
hört  die  Möglichkeit,  derartige  Diinnschliffe  anzuCertigen ,  auf,  weil 
die  Su[>stanz  der  Zühne,  wo  überhaupt,  dann  nur  so  weit  erhalten 
geblieben  ist,  als  diese  senkrecht  in  der  schützenden  Gesteinsmasse 
stecken,  während  sie  überall  dort 
ausgelaugt  und  verschwunden  ist, 
wo  die  Zalmbasen  die  Schichtflüche 
erreichen,  atif  welcher  der  breite 
Schädel  liegt ,  dessen  Knochenge- 
webe ebenfalls  den  hier  circuliren- 
den  Wassern  zum  Opfer  gefallen  ist. 
Durch  diesen  hydrochemischen  Vor- 
gang ist  jedoch  der  auf  S.  482  be- 
schriebene Erhaltungszustand  ge- 
schaffen    worden,     der    sich     auf 

Ueberlieferuna;    des    Steinkernes  „...«,,,  ^      ^      ^ 

der  Gefässeanäle  beschränkt  und  in  '«*«•'•     iiif6ckg«bui.k*fter     Kaik^p^th- 

Stütnlßrn    des   cn  den  Ki^ferzihnen  fllb- 

Form  deren  Ausgusses  den  Verlauf  Tumun  can^uyattnof.  von  dur  Ansncti- 

B«He        der        Zshnr«ih«       goftebnii,       mit 

derselben    und    ihrer    feinsten  Ver-  Hinwegueinng  der  cejii»ntumw*iiujig  d«r 

zweigungen  viel  deutlicher  vor  Au-  ,  ^  ^..n.onuier  oem-ZI/d«  obttki.fen.;  - 
gen  fUhi^t,  als  Quer-  und  Längsschnitte  "  =  *'-;>f  j^^  '^^  ^'^'^  ^'^  Kiefemnd  .b.wti- 
durch  die  Zahn-  oder  Knochenraasse  «f«*««^*  i»  ^"  ™  c»«"'»^  gobiidoun  35«bnb»«i-;  - 
selbst. 

Aus  solchen  Negativen  des  Canalsystems  ergiebt  sich  zunächst  das 
in  vorstehender  Textfigur  wiedergegebene  Bild:  Von  den  unter  der 
Zahnreihe  liegenden  liorizontalen  HauplcaucUen  des  Kiefers  (siehe 
S.  i83)  laufen  senkiecht  oder  in  steiler  Abzweigung  QuerUste  in  der 
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Riclituog  auf  den  zahntragenden  Kieferrand  ab,  blähen  sieh  in  dessen 
vorderer  lUilfte,  wo  die  Zöhne  am  grössten  werden  und  am  dicblesten 
stehen^  alle  in  gleicliem  Niveau  zu  gerJiuniigen  Lacuncn  auf,  von 
denen  jedesmal  eine  Anzahl  seitlieh  rail  einander  zu  Laeunengruppen 
versehinelzen,  in  deren  kugelig- warzenförmiger  Oberllücliengeslallung 
sich  die  zur  Vereinigung  gelangten  Einzellacunen  wiederspiegeln.  Die 
Gesammtheil  dieser  Lacunengriip[)en  Hegt  in  der  Längsaxe  des  Kiefer- 
randes. Von  der  Unterseite  jeder  derselben  cntspringl  ein  wirres 
Maschengeflechl  von  sieh  krümmenden ,  verästelnden  und  anaslomo- 
sirenden  feinen  Cantüchen ,  welche  nach  der  Zahnbasis  zu  eine 
schwache  RadiEirtendenz  verfolgen  imd  sich  auf  diese  Weise  den 
einzelnen  Pulpspeichen  zulheilen ,  m  welche  sie  auslaufen.  Sobald 
die  Zühne  weiter  nach  hinten  kleiner  und  weitlüuftiger  werden,  ver- 
mindert sich  das  Volumen  der  Lacunen,  bis  etwa  im  hintersten  Drittel 
des  Kiefers  die  senkrecht  von  dem  mitchtigen  flairpistrang  des  hori- 
zontalen Gefässsystemes  abzweigenden  Aestchen  sich  direct  in  das 
schwammige  Geflecht  von  feinsten  CanlUchen  auflösen.  Das  von  diesen 
letzteren  dicht  duichzogene  Cementknochengevvebe,  durch  dessen 
Vermittlung  die  Verschmelzung  der  Zahne  mit  dem  maxillaren  Der- 
malknochen bewirkt  wird,  umwallt  nun  von  dieser  Hasisschicht  aus 
den  Zahnsockel  kragenförmig  und  greift  als  sich  nach  oben  ver- 
dünnende Hüllschicht  und  deren  speichenartige  Einstülpungen  bis  fast 
zur  Zahnspitze  hinauf. 

3.   Ueber  das  Cement. 

Von  allen  Elementen»  die  sich  am  Aufbau  der  fossilen  Falteii- 
zahne  betheiligen,  ist  das  »Cement«  das  umstrittenste,  —  ist  doch 
diejenige  Knochenmasse,  welche  wir  im  Vorstehenden  als  solches 
bezeichnet  haben,  von  den  betheiligten  Autoren  bald  für  Schmelz, 
bald  fdr  Dentin  angesprochen,  oder  aber  nach  seiner  Natur  unent- 
schieden gelassen  und  als  ^) heller  Saum«  gekennzeichnet,  endlich  von 
Wenii^en  wirklich  als  Cement  anerkannt  worden. 

In  ihrer  Osteologie  von  Loxouima  Allmanni'),  einem  grossen 


I 


t)   D,   Embleton    ciüd    Tu.   Atthev,    Oii    Ihe    Skull  &c.   of  Loxoranw 
anil  Mag*  of  Nat.   tU^l,     London   1874.      Nr.  79.   S.  38. 
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Siegoeephalen  aus  dem  englischen  Carboti,  beschreiben  Emileton  und 
Atthky  S.  54  u.  t  (mit  Fig.  i— 6,  Taf.  VII)  die  klare  Hüllschicht  der 
Z^khne  dieses  Lurches  und  deren  beiderseits  von  den  Schenkeln  des 
granulär  layer  (unserer  Denlinhöhlonguirlandon)  begleitete  Einstülpun- 
gen in  die  Medianzone  der  Falten.  Diese  Darstellungen  summen 
durchaus  mit  den  von  uns  an  Sclerocephalus  constatirten  Thalsachen 
überein,  nur  glauben  EMBLETor»!  imd  Atthey  zu  beobachten,  dass  ein 
Theil  der  Dentinröhrchen  sowohl  durch  die  Hüllschicht,  als  durch  die 
central  bands  liindiirchselzen  und  hallen  deshalb  beide  für  Dentin 
(exlernal  layer  of  dentin  and  infoided  exlernal  layer),  während  von 
Cement  nichts  zu  bemerken  sei.  Diejenige  Aussenscliicht  von  an 
GefösscanJtien  reichem  Knochengewebe,  die  wir  bei  Sclerocephahis 
in  diese  klare  Hüllschicht  übergehen  sahen,  ist  jedoch  auch  bei 
Lnxomraa  vorhanden,  schiebt  sich  hier  ebenso  in  die  Aussenfurchen 
keilartig  ein  und  würde  von  uns,  zusammen  mit  den  central  bands, 
zu  welchen  sie  sich  augenscheinlirh  auch  hier  in  die  Falten  fortsetzt, 
als  Cement  bezeichnet  worden  sein, 

Itn  Gegensatze  zu  Embletoih  und  Atthey  nennt  A.  Fritsch')  die 
Einstülpungen  der  bölimisehen  LoxommazUhne  geradezu  »Schmelz- 
falten«. Aut'h  die  dünne  Hüllschicht  des  Zahnes  von  Dendrerpeton 
und  von  Gaudrya^)  und  die  tiefen  Einstülpungen  derselben  in  die 
Mitte  der  Dentinfalten  werden  von  A.  Fritsch  ganz  direct  für  Schraelz- 
substanz  angesprochen,  ohne  dass  jedoch  deren  wirkliebe  Schmelz- 
natur irgendwie  begründet  werden  konnte,  Wohl  aus  letzterem 
Grunde  sagt  A.  Fritsch  in  der  weiteren  Fortsetzung  seines  Werkes 
bezüglich  der  ntimliclien  hellen  Aussenschicht  der  ZtUme  von  Ny- 
rania'^)  vorsichtiger,  dass  sie  ovielleicht  dem  Schmelz  des  normalen 
Zahnes  entspreche's  ferner  von  dem  gleichen,  lief  in  die  labyrinthisch 
gewundoneu  Falten  eingreifenden  klaren  Saum  der  Zähne  des  eben- 
lalls  permischen  .^lacromerion^),  »ob  derselbe  dem  Schmelz  ent- 
spricht, ist  schwer  nachzuweisen«,  diese  Entscheidung  sei  vielmehr 
»den    speciellen    Zaimhistologen    zu    überlassen w.     Die    »netzförmige 


1)  Fauna  d.  Gaskohfe  ii.  d.  Kalkslemc  der  rermformalioii  \on  Böhmen.    B*  M, 
Prag  (885.   S.  16»  Textfigur  Ul- 

2)  1<  c.   S.  8   (Taf,  6(,   Fig.  8)   und   S.  34    (Taf.  61,    Fig.  3), 

3)  I.  c.   S.  34   (Taf.  63,    Fig.  M,   i5  u.  16). 

4)  L  c.  S.  38   (Taf.  67,  Fig.  4  u.   Töf.  70,   Fig*  5). 


532 


Hermann  Credner, 


[^8 


ZeiclmuDgK  dieser  Zahnsubstanz  (Textfigur  140,  S.  49)  soll  nach 
A.  FiiiTscii  »»auf  Querschnittt^  der  Säulen  des  Schmelzes  hindeuten«, 
die  man  sich  dann  freilich  nicht  liorizonlal  liegend,  sondern  vertical 
stehend  zu  denken  haben  würde.  Nach  der  citirten  Abbildung 
scheint  mir  vielmehr  in  jener  «netzförmigen  Zeichnung«  eine  ganz 
typische  Globularstructur  wiedergegeben  zu  sein,  wie  sie  auch 
theilweise  dem  Ceraente  von  Sclerocephatus  eigen  ist  (siehe  S.  512), 

Dahingegen  spricht  sich  L.  \07i  Ammon  in  seiner  Beschreibung 
der  Pfillzer  Macromerion-Z^hne')  gegen  die  Schmelznatur  der 
Aussenschiclit  und  ihrer  Einfaltungen  aus,  rechnet  sie  vieiraehr  dem 
Cement  zu. 

Was  die  FaltenzUhne  der  triadischen  Labyrinthodonten 
betrifft,  so  ist  deren  complicirte  Siructur  bekanntlich  zuerst  von 
OwEN^  an  den  Zähnen  von  Labyrinthodon  Jaegeri  (^  Mastodon- 
saurus  giganteus  Jaeg.)  klargelegt  worden,  wobei  derselbe  die  hier 
in  Frage  kommenden  Zahnelemenle  als  Cement  auffassl.  Dasselbe 
überziehe  als  sehr  dünne  Lage  die  Aussenseite  des  Zahnes,  von 
welcher  Dtiplicaturen  in  die  Fallen  des  Zahnes  eindringen  und  hier 
die  einzelnen  Deniinsvstenie  von  einander  abtrennen  und  übeikleiden. 

Wcihrend  in  sp^iterer  Zeit  K.  von  Zittel  dieser  Deutung  sich 
anschliesst*),  erfuhr  dieselbe  von  anderer  Seite  Widerspruch.  So 
leugnet  u,  A.  Tomes*)  auf  das  bestimmteste  die  Betheiligung  von  Ce- 
ment am  Aufbau  der  Fallenzithne,  hHll  vielmehr  die  Aussenschiebt 
und  deren  Etnfahungen  für  Dentin.  Er  fusst  dabei  namentlich  auf 
der  ThaLsache,  dass  die  als  Cement  bezeichnete  Substanz,  wo  sie 
zugleich  mit  dem  Sclunelz  am  Aufbau  des  oberen  Zahnabschniltes 
theilnimmt,  unter  dem  Schmelz  liegt,  während  das  Cement  über 
dem  Schmelz  liegen  müsse.  Dieser  Einwurf  entbehrt  deshalb  der 
Berechtigung,  weil  Cement  und  Dentin  der  Faltenzähne  nichts  sind 
als  durch  üebergUnge  und  Verflössungen  verbundene  Differenzirungeo 
eines  entodermalen  Knochengewebes  und  deshalb  die  Stellung  dieses 


\)  L.  V*  AMyoN,   Die  periüischen  Äraphibien  der  Kheiüpfalz,     Miincheii  IS89* 
S.  98  u.  99. 

t)   R.  Owen,   OJontography.    London  <  840— 45.    S.  lOS  u,  f. 

3)  K.    V,  Zittel,    Handbuch     der    Paliiontobgie.    IIL     München   1887 — *>0. 
S.  359. 

4)  Cn.  S.  ToMEs,   Manual  of  dculol  Anatomy,   3.  Aufl.    London  <889.  S,  87. 
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dementes  zum  epithelialen  Schmolz  die  gleiche  ist,  wie  diejenige  des 
Dentins* 

In  neuester  Zeit  hat  Eberhard  Fraas  in  seinem  Werke:  »Die 
Labyrinthodonten  der  schwäbischen  Trias«*)  die  Histologie  triadischer 
Faltenzähne  auf  S,  58 — ^67  nochmals  sehr  einj>ehend  behandelt  und 
durch  die  Abbildungen  auf  Taf.  XVII!  vortrelTlich  illustrirt.  Seine 
Resultate  lassen  sich,  soweit  sie  sich  auf  das  Cernent  der  Kieferzälme 
von  Mastodonsaurus,  dem  Hauplreprilsentanten  der  triadischen  Stego- 
cephalen ,  beziehen ,  in  Folgendem  wiedergeben.  Das  Ceraent  um- 
zieht als  peripherische  Lage  das  Dentin.  Stellt  dasselbe  im  oberen 
Theile  des  Zahnes  »gewissermassen  eine  Verunreinigung  des  rand- 
lichen Dentins«  vor,  so  erlangt  es  im  unteren  Absclmitte  des  Zahn- 
sockels den  Charakter  eines  Knochengewebes  mit  zahlreichen,  regellos 
eingestreuten  Knochenkurperchen.  Ebenso  wie  die  randliche  Um-* 
Wallung,  so  bildet  dieses  Cement  auch  die  Basis,  auf  welcher  der 
Zahn  wurzelt,  und  zugleich  auch  die  Füllmasse  zwischen  den  Sockeln 
jeder  Zahnreihe.  Von  der  Periplierie  und  der  Basis  des  Zahnes  aus 
dringt  diese  Cementsubstanz  in  die  Falten  und  zwar  zwischen  je  zwei 
Systeme  von  Dentinröhrchen  ein  und  bildet  in  der  Faltenmitte  eine 
sehr  zarte  Lege  von  gekfirneltem  Aussehen  und  im  untersten  Ab- 
schnitte des  Zahnes  mit  Knochenkörperclien,  Innerhalb  des  Cemeutes 
der  Zahabasis  treten  local  zahlreiche  Dentinröhrchen  auf,  wodurch 
dasselbe  an  solchen  Stellen  den  Charakter  des  Dentins  erhiilt. 

Man  sieht,  die  Natur  und  das  Verhalten  des  Cementes  im  Zahne 
von  Mastodonsaurus  aus  dem  Keuper  Schwabens  ist  das  gleiclie  wie 
in  demjenigen  des  geologisch  viel  älteren  Scierocephalus  aus  dem 
Perm  Sachsens  mit  dem  Unterschiede,  dass  die  Beiheiligung  des 
Cementes  am  Aufhau  der  Ziihne  dieses  letzteren,  und  zwar  nament- 
lich an  demjenigen  ihrer  Fallen,  eine  weit  grössere  ist  und  dass 
Cement  und  Dentin  im  Zahnsockel  von  Scierocephalus  inniger  zu 
einer  viel  primitiveren  Zahnsubstanz  verüösst  sind. 

Reducirt  sich  das  Cement  in  dem  von  mäandrisch  gewundenen 
Dentinfalten  erfüllten  Kieferzahne  von  Mastodonsaurus  und  zwar  so- 
wohl in  dessen  Umrandung,  als  in  der  Medianzone  der  Falten,  auf 
eine  sehr  zarte  Lage,  so  gestalten  sieh  (siehe  l  c.  S.  65)   diese  Ver- 
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litUlDJKSc  in  dtm  PalBltnzlIhneii  durchaus;  anders.  In  ihnen  gelangt 
im  Gegensätze  zu  der  eehten  Lal*yrinlhslni€lur  der  Kieferzühne  ein 
»alterlhümlicher  Typus*«  dadiirrli  zum  Ausdrucke,  dass  sie  nicht  mi*- 
andrisclien,  sondern  einfachen  radiarfalligen  AuCbnu  besitzen.  Aucli 
bei  ihnen  bilde!  das  Geiiienl  eine  peripherische  Lai^i»  mit  Einstülpun- 
gen in  die  welhg  gebogenen  Fallen,  erlangt  jedoch  hierbei  eine  viel 
mächtigere  Entwicklung.  In  beiden  Richtungen  Ucihern  sie  sich  den 
Kieferzühnen  des  palüozoischen  Sclerocephahis. 

So  stehen  denn  die  Resultate,  welche  Eb.  Fraas  bezüglich  des 
t^ementes  an  Zühnen  triadischer  Labyrinthodonten  erzielte,  in  vollem 
Einklänge  mit  den  Beobachtungen  an  solchen  unseres  permischen 
Ri<^senhirches. 

Als  Cemont  der  gefalteten  Stegocephalenzähne  wird  so- 
nach ossificirtes  Bindegewebe  von  einer  an  der  Basis  des  Zahnes 
dem  zahntragenden  Hautknochen  nahekonuuenden  Structur  zu  be- 
zeichnen sein,  welches  sich  in  inniger  Verwachsung  und  Verflössung 
mit  dem  Dentin  am  Aufbau  der  Faltenzähne  betheiligt.  Dasselbe 
bildet  zunllclist  die  Basis  des  Zahnes,  welche  durch  sich  nach  oben 
zwischen  die  RadiUifalten  einschiebende  Wimde  mit  dem  DeDtiu 
verzahnt  ist,  sowie  mit  diesem  durch  structurelle  VerllOssung  (Osteo- 
dentin) verschmilzt.  Das  wirre  Canalgeflechte  dieser  Zahnbasis  steht 
einerseits  mit  den  Speichen  der  Pulpa,  anderseits  mit  aufsteigenden 
Aesten  der  (sog,  Haversischen)  Geftisscanale  des  zahntragenden  Der- 
inalknochens  in  offener  Verbindung.  Die  Cemenlbasen  der  dicht  neben 
einander  stellenden  Zahne  sind  mit  einander  zu  einem  Ceuientstreifen 
(zu  einer  Zalmleiste)  verwachsen.  Von  dieser  aus  umwallt  das  Ce- 
ment  die  Aussenseitc  der  Zahnsockel,  wobei  es  zu  uiitersl  die  Zwi- 
schenräume zwischen  denselben  ausfüllt  und  sich  dann  dem  Dentin- 
mantel als  sich  nach  oben  immer  mehr  verdünnende  Schicht  anschmiegt. 
Von  dieser  aus  slitlpt  es  sich,  ebenso  wie  von  der  Basisschicht  aus, 
in  die  Dentinfalten  ein,  so  dass  es  deren  Medianzone  bildet.  In 
gleichem  Schritte  mit  der  sich  nach  oben  vollziehenden  Verdünnung 
der  von  ihm  gcbihleten  Hüllschicht  geht  das  Cement  seiner  charak- 
leristischen  Knoclien-  und  Osteodentinstruclur  verlustig,  indem  sich 
seine  Gefässcanyle,  Knochenkörperchen  und  Denlinröhrchen  vermin- 
dern und  endlich  ganz  verlieren,  bis  schliesshch  nahe  der  Zahn- 
spilze  seine    klare,    fein   globulirte  Grundmasse  in  die  röhrchenfreie 
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peri|jlierische  Randt^chicht  des  Dentins  übeigelit,  welche  vom  Schmelz- 
küppchen  bedeckt  wird. 


4.   Zusammenfai sende  Beschreibung  des  Baues  der 

Kieferzäline  von  Sclerocephalus  und  entwicklnngsgescliicht- 

liehe  Ergebnisse  (Polysynthese  der  Faltenzähne), 

Die  erste  Anlage  von  liartem  Dentin  auf  dem  Zahnkeime  be- 
steht l)ei  den  Kieferziihnen  von  Sclerocephahis  ans  einer  kegelfunnigeü 
Kappe  von  grobglobulürem  Dentin,  weichet»  somit  die  Zahnspitzc 
bildet.  ÄuT  ihm  lagert  sich  vom  Epithel  her  eine  zarte  Hülle  von 
Schmelz  ab.  Der  Schmelz  des  Scierocephaluszalines  Ijät  (siehe 
S.  492  und  498)  folgende  Eigenschaften:  er  ist  homogen,  besilzt 
keinen  prismatischen  Anfbau,  weist  oft  eine  sehwa*'he  Laniellaisli lutar 
auf,  zeigt  in  polarisiilem  Lichte  eine  ziemlich  starke  Do|jpelbrechnng, 
ist  vom  Dentin  scharf linig  abgegrenzt  und  nie  von  Dentinröhrrlicn 
dnr(d»setzt.  Er  unterscheidet  sich  also  von  dem  tjpischen  Schmelz 
mir  dnri'li  ilas  Fehlen  der  Prismenstructur,  —  von  den  primitiven 
Formen  des  Schmelzes  (dem  Placoinsclunelz)  aber  bereits  durch  seine 
scharfe  Abgrenzung  gegen  das  Dentin  und  das  Nichteintreten  von 
Denlinröhrchon  aus  diesem  in  die  Schinelzsubstanz^). 

Der  Denlinkegel  Wticlisl  und  verdickt  sitli  dnn*h  von  aussen 
nach  innen  fortschreitende  Abscheidung  von  Dentindiiten,  deren  jede 
zunUchst  noch  über  den  unteren,  sich  verdünnenden  Rand  der  vorigen 
hinaus  reicht,  also  grössere  Tiefe  erlangt,  als  ihr  VorgUuger.  Dieser 
dülenfönnige  Aufbau  bewirkt  eine  conecntrische  Lamellirung  des 
Dentins.  Die  Spitzen  der  Kinzelkegel  silzen  dicht  auf  t*inander:  *lie 
Zahnspit/e  ist  deshalb  solid.  Die  D  e  n  l  i  n  r ö  li  r  c h  e  n  ^  w elclu;  die 
Verkalkung  der  denlinogenen  Grundsubstauz  vermittelt  haben,  steigen 
als  ein  steiler,  fast  senkrechter  Büschel  vom  obersten  Ende 
des  in  der  Tiefe  liegenden  Pulpkegels  empor. 

Dieses  älteste,  durch  die  Spitze  des  Zahnes  verkörperte  Stadium 
der  Zahnbildung  ist  in  den  Figuren  1  —  8  auf  Tafel  I  zur  Daistelhmg 
und  auf  S,  490  zur  Beschreibung  gelangt  [m  höchst  gelegenen 
dieser    Querschnitte    (Fig.  1,    nebsl  Fig.  2 — 4)    präsentiren    sich    als 
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Elemente  im  Aufbau  der  öoliden  Zahnspitze  von  auäsen  nach  innen: 
1)  die  zarte  Haut  von  nicht  piismaUschem,  aber  das  Licht  doppelt 
brecbendem  Schmelz,  —  2)  eine  breite  Randzone  von  röhrchen- 
freiem,  grobglübulürern  Dentin,  mit  Zalmbeinkugeln  von  con- 
centrisch  lagen  förmigem  Aufbau,  —  3)  dünne  conccntrische  Laraellen 
von  fein  globulirtem  Dentin  mit  weitUiuftigen  D  e  n  l  i  n  r öh  r c h  e  n . 
die  zum  grOs?>ten  Theile  senkrecht  empoi . sieigen ,  sich  nur  randlich 
schwach  umbiegen,  bäum-  oder  quirkirtig  kleinste  Aestchen  abgeben 
und  als  Büschel  von  feinsten  Verzweigungen  enden.  Nach  unten  zu 
(siehe  Fig.  5  und  7)  wird  die  Kappe  von  grobglobulUrera  Dentin 
schwüclier,  nur  in  den  beiden  diametral  gegenüber  liegenden  Zahn- 
schneiden bewahrt  dasselbe  noch  grössere  Dicke.  Im  Uebrigen  tritt 
das  sich  ihr  nach  innen  angelagert  habende,  feinst  globulirte  Robr- 
chendenlin  nüher  an  die  Peripherie  heian  und  nimmt  in  Folge  dessen 
den  bei  weitem  grössten  Theil  des  Zahnquerschnitles  ein.  Die  sich 
ebenfalls  noch  vielfach  verilstelnden  Denlinröhrchen  steigen  noch 
immer  von  der  tiefer  liegenden  Pulpa  in  Form  eines  aussen  schwach 
divergirenden  Büschels  empor. 

Die  Figuren  2  und  7  zeigen,  wie  die  Lamellen  der  Dentingrund- 
masse  nach  innen  zu  immer  dünner  und  die  sie  zusammensetzenden 
Globuli  in  gleichem  Schiitle  immer  kleiner  werden.  Gleichzeitig  er- 
giebt  sich  aus  dem  Querschnitt  3,  Fig.  6  und  7,  dass  in  einzelnen 
Theilen  der  Zahnspitze  die  Verkalkung  nicht  nur  die  gesammte  Inter- 
cellularsubstan/.  betrotfen  bat,  sondern  sich  bis  auf  den  Inhalt  der 
Röhrchenscheiden  erstrecken  kann,  welche  dann  von  homogener 
Kalkmasse  erfüllt  sind.  An  anderen  Stellen  des  Zahnquerschnittes 
hingegen  sind  vereinzelte  echte  I  n  t  e  r  g  I  o  b  u  I  a  r  r  ä  u  m  e  zwischen 
den  Segmenten  der  im  Uebrigen  dicht  aneinander  gepackten  Zalm- 
beinkugeln ausgespart  geblieben  (vergl.  Fig.  8). 

Die  Spitze  des  Pulp kegeis  tritt  in  den  Zahn  ein  (Fig. 9;  S.  498). 
Die  unteren  Ritnder  der  grob  globulirten  Zahnkappe  haben  sieh  voll- 
slündig,  diejenigen  des  Schmelzhütcbens  zu  grassier  Zartheit  aus- 
gedünnt, um  sich  bald  ganz  zu  verlieren.  Das  gesammte  Dentin 
besitzt  fein  globuläre  Structur,  welche  nur  in  einzelnen  der 
dütenförraigen  Zahnlamellen  einer  etwas  gröberen  Platz  macht.  Die 
Dentinröhr c  en  stehen  jetzt  ziemlich  eng  neben  einander;  steil 
steigen  sie  rin       um  die  Pulpa  empor,    dann  aber  legen  sie  si(h   In 
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breil  ringförmiger  Zone  vollkouKBen  horizontal,  Ihre  quirl-  und 
besenreisartige  Zertheilung  zu  dichtem  Astwerk  verschwindet,  ihr 
Verlauf  wird  glatter,  sie  gabeln  sich  spitzwinkelig.  Hierbei  fallen 
ihre  Hauptgabohnigen  in  die  Waclisthumsringe  von  gröberer  Globu- 
lirung  (Fig.  10),  worauf  sich  die  Zweige  direet  in  das  enge,  höchst 
regelmässige  Radiilrsystera  einordnen.  In  den  niimliclien  Kreislinien 
vollziehen  sich  an  den  Dcnlinröhrchen  kleine  W'cllenbiegiingeii  mit 
gleichsinnig  gerichteter  Concavitat  (S  e  c  u  n  d  ä  r  b  i  e  g  u  n  g  e  n  ;  die  eine 
Gruppe  der  OwEN'schen  C  o  n  t  u  r  1  i  n  i  e  n). 

Ausser  durch  den  lagenweisen  Wechsel  in  der  Globularsiructiir 
der  Grundniasse,  sowie  durch  gleichzeitige  Secundärbiegungen  und 
Gabelungen  der  Röhrchen  gelangt  die  schichtweise  von  aussen  nach 
innen  fortschreitende  Ablagerung  des  Dentins  in  concenirischen  Schnu- 
ren und  Kränzen  von  Den  t  tnhölilen  {siehe  S.  .*iOi]  zum  Ausdruck 
(Fig.  10  und  11).  Diese  besitzen  nicht  jene  durch  glaric  halbkugelige 
Segmente  der  Globuli  erzeugte  charakteristische  Urugrenzung,  wie  sie 
denjenigen  Partien  der  Grundsubstanz  zukommt ,  die  zwischen  den 
Zahubeinkugeln  unverkalkt  geblieben  sind,  also  wie  die  echten  Inier- 
globulanUume,  sondern  haben  unregclmässig  zerspralzte  zackige  Um- 
risse, sind  durch  Ausläufer  zu  continuirlichen  Kränzen  oder  schwam- 
mig-porösen  Ringen  verschmolzen ,  welche  der  Anwachslamellirung 
folgen  (zweite  Gruppe  von  OwEw'schen  t^onturli  uien).  In  sie 
münden  die  Dentinröhrchen  ein  und  zwar  oft  mit  allmählicher  oder 
Irompetenartigcr  Erweiterung,  ohne  dass  ihnen  die  Zahl  und  Lage 
der  jenseits  austretenden  Röhrchen  zu  entsprechen  pflegt.  Während 
ferner  die  Dentinröhrchen  durch  die  dentinogene  Substanz  der  echten 
Interglobularräume  ohne  Unterbrechung  hindurchselzen^) ,  ergeben 
sich  die  beschriel)enen  Dentinholden  der  Conturlinien  als  directe  Er- 
weiterungen der  Dentinröhrchen  und  als  deren  integrirender  Zubehör'^). 

Die    peripherische,    also   die    hier   Ulteste  Lage   des  Dentins  ist 
frei   von  Dentinröhrchen   und  -höhlen,  deshalb   klar,   und  erscheint, 


{)  Cti.  S.  Tomes,  Manual  of  dental  analomy*  3,  edit,  London  IS 89.  S.  79 
ti.  80.  —  V.  V.  EoNEii,  Ilislologic  der  Zahne,  in:  Schefps  Handbucti  rkr  Z.ihn- 
heilkunde.  L   Wien  t89t.    S.  %tl  u.  Fig.  97. 

2)  Vergt.  auch:  0,  Jäkel,  Zeilsch.  d.  DeuL  geoh  Ges.  <890.  S,  96  u.  97; 
—  fernen  W.  Lbpkowski,  Anal.  Anzeiger  YFL  (89t,  S.  278  u.  280.  Sielie  auch 
C.  MsE,   ebend.  Vlll.    ia93.   S.  569. 
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^eil  böc^iäi  feiD  globulirt,  hoaiogea.  Diese  klare  Uüllscbichl 
^  V  i  I  r  o ci  e  o  t  i  n  ^  >%'ird  nach  inneD  durch  den  äusserslen  DentinböhleO' 
kränz  'da.s  TovF.Vächc  granulär  iayer,  die  Körnelscbichl  ge^n 
da.^  Röhrchendenlin  abgegrenzt;  wo  äich  in  diesem  Kranze  Lücken 
finden,  verfliess^^n  Grundmasse  des  Röhrebendentins  und  Hüllschichl 
untrenn^iar  in  einander.  Au.s»en  wird  dieselbe  hier  noch  von  den 
»ich  ausdünnenden  Rändern  des  Schmeizkäppchens  überlagert. 

Kr.st  nachdem  der  Pulpkegel  mit  fortschreitendem  Tiefenwachs- 
fhum  de.H  Zahnes  einrr  betrilchtlicbe  Erweiterung  erfahren  und  das 
Dentin  die  Gc^stall  eines  kräftigen  Kegelmantels  erhalten  hat,  beginnt 
die  Faltenbildung  in  letzterem.  Zu  derselben  wird  das  verkalkende 
Röhrchendrmtin  dadurch  veranlasst,  dass  sich  die  jetzt  von  Schmelz- 
bedeckung  freie,  klare  II üllsc hiebt  in  regelmässigen,  auf  der 
Aussenfläche  des  Zahnes  durch  Lüngsfurchen  gekennzeichneten  Ab- 
ständen radiär  nach  innen  stülpt  und  auf  diese  Weise  die  Odonto- 
btastenscliiclit  und  die  Pulpa  einkerbt,  so  dass  die  von  ersterer 
abgelagerten  IJentinlamellen  einen  welligen  Verlauf  erhalten,  der  sich 
nach  innen  zu  mehr  und  mehr  ausgleicht,  also  verflacht  und  schliess- 
lich nach  der  Pulpa  zu  nur  noch  in  Form  einer  flachwelligen  Grenz- 
fläche zum  Ausdrucke  gelangt.  Durch  diese  sich  nach  innen  vor- 
schiebenden Einstülpungen  der  Hüllschicht  wird  zugleich  das  bis 
dahin  einheitliche  Kadiärsyslem  von  horizontalen  Dentinröhrchen  in 
eb(;nso  viele  Fächer  getheilt,  deren  jeder  zwischen  zwei  Einstülpungen 
der  Aussenschicht  zu  liegen  kommt. 

Je  ti(»fer  sich  letztere  bei  fortgesetztem,  nach  unten  gerichtetem 
Wachsthum  des  Zahnes  in  die  Pulpa  einschieben,  in  desto  tiefere 
Kadiärfäcther  wird  dieselbe  zerschlitzt,  zu  desto  steileren  Wellen 
werden  die  Anwachslamellen  des  Dentins  gezwungen  und  desto  weiter 
werden  die  Dentinfalten  nach  innen  vorgeschoben  (Plicidentin). 

Fig.  12 — 14  repräsenlircn  eine  anfängliche,  —  Fig.  15  und  20 
zwei  jedesmal  etwas  weiter  fortgeschrittene  Phasen  des  Einstülpungs- 
und Fallungsprocesses  im  Zahnmantel. 

WäliHMid  (lies(*s  Vorganges  vollzieht  sich  innerhalb  der  peri- 
pherischen Hüll  Schicht  eine  bedeutungsvolle  Veränderung.  Bis 
dahin  klar,  Tast  homogen,  beginnen  sich  in  ihr  gleichzeitig  mit  ihrer 
Tendenz,  speiclienartig  nach  innen  einzudringen,  verticale  Gefäss- 
ranJlle    und    Knoclienkürperchen    einzustellen.      Erstere    steigen 
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anfäinglicb  nur  in  einzelnen  der  Längsrurchen  von  unten  her  bis  in 
das  Niveau  der  beginnenden  Faltung  (Fig.  1 2  und  1 4) ;  mit  Zunahme 
der  letzteren  zeigen  sie  sich  in  immer  mehr,  zuletzt  in  allen  Furchen 
(Fig.  15),  dann  gesellen  sich  zu  diesen  Furchencanälen  noch  ver- 
einzelte, näher  an  der  Peripherie  der  Aussenschicht  gelegene  Vertical- 
canäle  (Fig.  20).  Mit  zunehmendem  Tiefenwachsthum  des  Zahnes 
und  damit  Hand  in  Hand  gehender  Verlängerung  der  Einstülpungen 
wird  die  Zahl  dieser  Gefässcanäle  eine  immer  grössere  (Fig.  22); 
zugleich  laufen  von  denselben  sparsame  Canälchen  in  radiärer  Rich- 
tung aus.  Die  anfänglich  sehr  spärlichen,  meist  spindeiförmigen 
Knochenkörperchen  werden  immer  zahlreicher,  sie  ordnen  sich  fluidal, 
oft  als  dichte  Strähnen,  um  die  Gefässcanäle  und  dringen  mit  der 
sich  einstülpenden,  ihre  fein  globuläre  Structur  immer  mehr  ein- 
bttssenden  Grundmasse  in  die  Medianzone  der  Dentinfalten  ein.  Auf 
diese  Weise  wird  die  nahe  der  Zahnspitze  klare,  globulirte  Rand- 
schicht des  Dentinmantels  mit  fortschreitender  Tiefe  zu  einem  Knochen- 
gewebe, welches  demjenigen  der  zahntragenden  Hautknochen  sehr 
ähnlich  ist,  nämlich  zu  Cement.  Der  Zahn  besteht  also  bereits  in 
in  diesem  verhäitnissmässig  hohen  Niveau  aus  zweierlei  ModiQcationen 
von  Bindegewebsknochen,  aus  Dentin  und  Cement. 

Dem  Dentin  selbst  ist  der  Stempel  seines  Dickenwachsthums  und 
seines  Yerkalkungsprocesses  auf  das  deutlichste  aufgeprägt.  Dasselbe 
baut  sich  durchweg  aus  kleinsten,  dicht  aneinander  gepackten  Zahn- 
beinkügelchen  auf,  deren  lagenweise  Anordnung  und  gleichzeitige 
Grössendifferenzen  jene  Wachsthumslamellen  erzeugen,  welche  in 
ihrem,  durch  die  sich  vorschiebenden  Einstülpungen  der  Aussenschicht 
bedingten,  steilwelligen  Verlaufe  die  einzelnen  Stadien  des  nach 
innen  fortschreitenden,  durch  jene  Einstülpungen  zur  Zerschlitzung 
der  Pulpa  führenden  Ablagerungsvorganges  verkörpern  (Fig.  13 
und  16). 

Die  Richtung  des  Vollzuges  der  Verzahnung  war  vorgeschrieben 
durch  die  Dentinfasern,  von  denen  aus  der.  dentinogenen  Grund- 
substanz Kalksalze  zugeführt  werden.  In  Folge  dessen  gruppiren  sich 
die  aus  dieser  Imprägnation  hervorgegangenen  Zahnbeinkügelchen 
zwischen  den  Dentinröhrchen  zu  lauter  perlschnurartigen 
Reihen  oder  Doppelreihen,  deren  Gesammtheit  in  Conformi- 
tat  mit  dem  sie  erzeugenden   Röhrchensystem   nach  Abschluss  der 
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Verkalkung  einen  von  jeder  Pulptasche  ausstrahlenden  Fächer  bildet 
(Fig.  17). 

Die  Verkalkung  der  Grundsubstanz  wird  im  Gegensatze  zu  den 
nächst  höheren  Regionen  des  Zahnes  mit  ihren  Kränzen  und  Schichten 
von  Dentinhöhlen  eine  so  intensive,  dass  weder  echte  Interglobular- 
räume,  noch  Dentinhöhlenschnuren  ausgespart  bleiben,  das  gesammte 
Dentin  vielmehr  eine  vollkommen  compacte  Globularstructur 
erhallen  hat.  Nur  an  seiner  Peripherie  stellt  sich  ein  lockereres 
Gefüge  ein,  welches  in  einem  zuweilen  doppelten  Kranze  von  mit 
einander  verwobenen  und  verQlzten  Dentinhöhlen  seinen  Ausdruck 
findet.  Die  Einzelhöhlen  dieser  Körnelschicht  stehen  auch  hier 
mit  den  in  sie  auslaufenden  Dentinröhrchen  und  deren  Verzweigun- 
gen in  offener  Verbindung,  während  sie  gegen  die  Aussenschicht 
scharf  abgegrenzt  ist  (Fig.  12—16,  20  und  22). 

Wie  die  Dentinmasse  selbst  durch  die  Einstülpungen  der  peri- 
pherischen Cementhülle  zur  Faltung  veranlasst  und  deren  Röhren- 
system in  lauter  Einzelfächer  gegliedert  wird,  so  wird  auch  die 
Körnelschicht  als  peripherischer  Zubehör  der  letzteren  durch  jene 
Einstülpungen  zerschnitten  und  in  isolirte  Guirlanden  (Fig.  12 — 14), 
etwas  weiter  unten  im  Zahne  in  selbständige  Hufeisen  zerlegt 
(Fig.  1 5,  1 6  u.  20),  deren  Schenkel  sich  als  beiderseitige  Randsäume 
der  Einstülpungen  mit  Zunahme  deren  Tiefe  immer  weiter  in  die 
Falten  hineinziehen  und  hierbei  die  Gestaltung  von  Knochenkörper- 
chen  annehmen  (Fig.  18  und  19). 

Wenn  nun  auch  in  diesem  Abschnitte  die  Dentinröhrchen 
ihre  engste  Gruppirung  und  ihren  glattesten  Verlauf  innerhalb  des 
Sclerocephaluszahnes  erreichen,  so  steigern  sich  doch  diese  Eigen- 
schaften bei  Weitem  nicht  bis  zu  dem  Grade,  wie  z.  B.  bei  dem 
triadischen  Mastodonsaurus *)  oder  bei  den  recenten  Echsen,  wo- 
durch selbst  das  innerhalb  des  Sclerocephaluszahnes  höchst  differenzirte 
Dentin  noch  einen  unfertigen,  paläozoischen  Habitus  erhält. 

Verfolgt  man  den  Zahn  weiter  hinab  bis  zu  seiner  Basis,  so 
sieht  man  den  Bau  seines  Sockels  von  einer  zwiefachen  Tendenz 
beherrscht,  welche  einerseits  auf  die  fortgesetzte   Zerschlitzung 


4)  Eb.  Fraas,  Labyrinthodontea  der  Schwab.  Trias.  Stuttgart  1889.  Tar.  XVII. 
Fig.  3—7. 
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der  Pulpa  durch  die  Falten  und  ihre  schliessliche  Zerllieilung  in 
ein  Verticalbündel  von  u  nregelmJissig  conturirten  Ca- 
nälen,  anderseits  über  auf  die  Assimilation  des  Dentins 
und  des  Knorh  cncemcntes,  also  in  Summa  auf  die  Erzeugung 
der  als  Osteodentin  bezeiehnelen  Mebergangssladien.  hinzieU,  bis 
schliesslich  jene  Pulpmaschen  in  die  Gcftisscaniile  und  das  normale 
Dentin  in  die  Grundmasse  des  zahntragenden  Cemenles  übergehen^). 
Dieser  Process  vollzieht  sich  jedoch  nicht  ganz  gleichmtiSE^ig  und 
nicht  in  vollkommen  gleichem  Schritte  innerhalb  des  ganzen  Bereiches 
des  Zahnquerschnittes,  viehuehr  gewahrt  man,  dass  der  reguUir-radiiire 
Bau  des  letzteren  verloren  gegangen  ist  und  einer  DilTerenzirung  in 
zwei  verschiedenartige  und  verschieden  grosse  Abschnitte  Platz  ge- 
macht hat.  Der  grössere  dieser  beiden  Abschnitte  umfasst  die  Aussen- 
seite  und  die  lateralen  Flächen  des  Zahnsockels,  —  der  andere  dessen 
nach  dem  Innenrande  des  Kiefers  verlaufende  Flanke.  Das  erstge- 
nannte Segment  besitzt  im  Allgemeinen  noch  den  gleichen  Aufbau, 
wie  er  bis  dahin  herrschte  und  an  welchem  sich  Faltendentin  und 
als  dessen  Umwallung  Cement  belheiligt.  Hierbei  macht  sich  jedoch 
die  oben  angedeutete  Tendenz  nach  Zerlheilung  der  Pulpa  in 
Einzel  pul  pen  in  folgender  Weise  geltend:  Zuerst  schieben  sich 
die  kraftigeuj  dickwandigen  Dentinfallen  immer  weiter  in  die  Pulpa 
vor,  so  dass  diese  in  inuner  tiefere  Speichen  zerlegt  wird,  gleich- 
zeitig aber  verlieren  die  Falten  ihren  geiadlinigen  Radiärverlauf,  der 
durch  wurmfönuige  Krümmungen  und  beiderseitige  kurze  Ausstülpun- 
gen heeinlr<1chtigl  wird  (Fig.  2i  und  25).  Diese  Unregelmässigkeit 
wächst  nach  unten  zu,  indem  die  Falten  an  Dicke  ab-,  also  an 
Schlankheit  zunehmen  und  sich  an  ihren  Enden  knopfartig  verdicken 
oder  haken^ihnlich  umbiegen,  withrend  sich  gleichzeitig  an  ihrer  Basis 
stumpf  endende  Aoshiufer  vorschieben,  welche  ebenso  wie  die  mo- 
dificirten  Faltenenden  nach  Vereinigung  streben  und  auf  die  Ab- 
schnürung von  Theiien  der  Pulpspeichen  zu  selbstUndigen  Vertical- 
caniilen  gericlitet  sind  (Fig.  28  und  29),  was  sie  in  einem  sptiteren 
Stadium  ihres  Wachsthumes  auch  bewirken.  Ausserdem  stellen  sich 
innerhalb  einzelner  der  knopfartig  verdickten  Faltenenden  Vcrlical- 
canäle,  wenn  auch  von  geringem  Lumen,  ein. 


1)  Yergl*  G.  Rösk  uo  deo  S.  5S7  cilirlen  Orton. 
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Zu  noch  viel  bedeutenderer,  nämlich  doppelter  Länge  haben 
sich  unterdessen  die  Falten  des  medianwärts  gerichteten  kleineren 
Querschnittsegmentes  vorgeschoben  (Fig.  24,  26  und  28),  wobei 
sich  einerseits  ihre  Dicke  beträchtlich  vermindert  und  die  plumpen 
Krümmungen  der  Falten  zu  schlanken  Biegungen  ausziehen,  ander- 
seits sich  neue,  ähnlich  schlanke  Falten  von  der  Peripherie  aus  ein- 
schalten. 

Jetzt  beginnen  auch  in  der  Kernmasse  des  randlich  zerschlitzten 
und  zertheilten  Pulpkegels  stabförmige  Knochengebilde  aus  der  Tiefe 
emporzusteigen  und  jene  vertical  zu  durchspiessen  (Fig.  28);  — 
weiter  unten  wachsen  dieselben  zu  sich  im  Querschnitte  krümmenden 
und  gabelnden  Wänden  aus,  welche  mit  den  Kopfenden  der  durch 
Biegungen  und  Querwände  zu  einem  grobmaschigen  Fachwerke  ge- 
wordenen Falten  Vereinigung  suchen  und  in  der  Basis  des  Zahnes 
auch  finden  (Fig.  31):  der  oben  einheitliche,  dann  randlich  in  erst 
kurze  und  plumpe,  dann  immer  tiefere  und  schlankere  Speichen  ge- 
gliederte, noch  später  von  unregelmässigen  peripherischen  Abschnürun- 
gen betroffene  Pulpkegel  ist  an  seiner  Basis  in  ein  Bündel  von 
Einzelpulpen  zergliedert  worden,  in  welche  sich  die  Gefässe 
des  Basiscementes  fortsetzen  und  sie  mit  den  Gefässcanälen  des 
zahntragenden  Hautknochens  in  Verbindung  bringen. 

In  ziemlich  gleichem  Schritte  mit  dieser  Individualisirung 
der  Zahnkeime  vollzieht  sich  auch  der  structurelle  Uebergang 
des  normalen  Röhrchendentins  in  dasCement  derBasis- 
Schicht. 

In  dem  durch  seine  kürzeren,  kräftigen  Falten  gekenn- 
zeichneten Aussensegmente  des  Zahnquerschniltes  ist  die  Structur  des 
Röhrchendentins  zunächst  noch  dieselbe  wie  im  oberen  Zahntheile. 
Jede  Pulpspeiche  oder  deren  Gabelungsende  ist  von  einem  Fächer- 
systeme dicht  stehender,  graciler,  langer  Dentinröhrchen  gekrönt, 
welche  in  peripherische  Körnelhufeisen  auslaufen  (Fig.  24  und  25). 
Die  Schenkel  der  letzteren  ziehen  sich  in  Form  je  eines  Saumes 
kleiner,  den  Knochenkörperchen  sehr  ähnlicher  Höhlen  bis  tief  in  die 
Falten.  Ausserdem  aber  geht  von  jeder  der  Ausbuchtungen,  welche 
die  Seitenflächen  der  Pulpspeichen  in  die  Falten  machen  und  dadurch 
deren  wurmförmige  Krümmungen  bedingen,  ein  kleiner  selbständiger 
Secundärfächer  von  naturgemäss  sehr  kurzen  Röhrchen  aus  (Fig.  25). 
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Anders  in  den  lungeren,  weit  schlankeren  Falten  des  nach 
Innen  gerichteten  Ouerschnitlsegraentes  (Fig.  24  und  26).  Die  Fächer 
von  langen ,  glatten  Röhi  eben  am  Ende  der  Pulpspeichen  sind  hier 
ganz  verschwunden ,  mit  ihnen  die  das  Dentin  aussen  abgrenzenden 
Hufeisen  von  Dentinhohlen,  so  dass  hier  die  Grundmasse  des  Ce- 
mentes  und  des  Dentins  untrennbar  verfliessen.  Auch  in  den  Falten 
selbst  werden  die  Dentinröhrchen  weit  kürzer  und  viel  weitlltuftiger, 
nehmen  gekrümmten ^  geknickten,  stumpf  und  spitz  gegabelten  Ver- 
lauf an,  senden  zahlreiche  Queräslehen  und  Verbindiingszweige  ab 
und  münden  nach  innen  in  die  Schnüre  von  Dentinhöhlenj  die  in 
ihrer  zackigen  Gestalt  den  Knochenkörperchen  durchans  gleichen. 

Noch  etw^as  weiter  nach  der  Basis  zu  (Fig,  28,  29  nnd  30)  zeigt 
sich  das  Dentin  der  gesammten  kürzeren  und  lungeren  Falten  in 
der  nlimlichen  Transformation  begriffen :  ihnen  allen  fehlen  die  von 
der  Pulpa  ausstrahlenden  Ftlchersysteme  und  deren  Körnelhufeisen,  — 
überall  geht  die  scharfe  Grenze  zwischen  dem  Dentin  der  Faltenbasen 
und  der  knöchernen  Aussenschicht  verloren,  —  durchweg  sind  die 
Dentinröhrchen  weiilHuftig,  kurz,  wellig,  geknickt,  ästig,  —  besitzen 
also  einen  sehr  primitiven  Habitus*)* 

Bei  dieser  Zergliederung  des  Pulpkegels  in  lauter  selbständige 
Abschnitte  und  der  damit  Hand  in  Hand  gehenden  geringeren  Diffe- 
renzirung  des  Dentins  wird  zugleich  auch  die  weiter  oben  mit  der 
röhrchenIVeien  Randzone  des  Dentins  verschmelzende  Hüllschicht 
von  Cemenlknochenmasse  in  Mitleidenschaft  gezogen.  Auch 
hierbei  macht  sich  der  Gegensalz  zwischen  Aussen-  und  Innen  flanke 
des  Zahnsockels  geltend,  indem  sich  die  bis  dahin  immerhin  noch 
zarte  Cementschicht  auf  ersterer  zu  einer  kriiftigen  Umwallung  ver- 
dickt, um  sich  von  hier  aus  auf  den  Seitenflächen  des  Sockels  zu 
verdünnen  und  endlich  auf  dessen  nach  innen  gerichtetem  Rande  als 
selbständige  Lage  vollkommen  verloren  zu  gehen. 

In  dem  grösseren,  mit  kurzen,  kräftigen  Falten  aus- 
gestatteten Aussensegmente  des  Zahnes  (Fig.  24  und  25)  nimmt  die 
C  e  m  e  n  t  h  ü  1 1  e  gleichzeitig  mit  ihrer  Verdickung  immer  zahlreichere 
verticale  Geftisscanüle  auf,  —  concentrische  oder  fluidale  Strähnen 
von  spindelförmigen   und    zackig -spratzigen  Knochenkörperchen    um- 


i)  Vergl.  0.  JiKKL,  N.  Jahrb.  f.  Min.,  Geol.  u.  Pal.   t89i.  L  S.  <93- 
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ziehen  dieselben,  —  Radiarästchen  laufen  von  den  Gefösscanälen  aus 
und  treten  mit  den  Knochenkörperchen  in  Verbindung.  Auch  die 
sich  durch  die  Kerben  zwischen  den  Körnelguirlanden  des  Dentins 
in  die  Medianzone  der  Falten  einschiebende  Grundmasse  des  peri- 
pherischen Cementes  enthält  zahlreiche,  z.  Th.  grosse  Knochen- 
körperchen. 

Später  (Fig.  28  und  29)  bUsst  jedoch  die  äussere  Cementschicht 
ihre  bisher  scharfe,  durch  die  Kömelhufeisen  markirte  Grenze  gänz- 
lich ein  und  beginnt  sich  mit  dem  Dentin  zu  verflössen.  Einzelne 
ihrer  Yerticalcanäle  rücken  bis  tief  in  die  Faltenbasen,  die  dadurch 
ihres  festen  compacten  GefUges  verlustig  gehen.  Die  von  ihnen  aus- 
laufenden medianen  Cementzonen  nehmen  an  Breite  zu,  zugleich  treten 
ihre  Knochenkörperchen  mit  den  Dentinhöhlen  der  angrenzenden  Den- 
tinlagen und  durch  deren  Dentinröhrchen  mit  der  Pulpa  in  Communica- 
tion.  In  dem  centralwärts  gerichteten  Drittel  der  Radiärfalten  vereinigen 
sich  die  bis  dahin  getrennten  beiden  Dentinhöhlenreihen  mit  der  zwi- 
schen ihnen  gelegenen  Knochenkörperchenschnur  zu  einer  einheitlichen 
Reihe.  Gleichzeitig  werden  im  peripherischen  Knochengewebe  die  von 
den  Verticalcanälen  ausstrahlenden  Röhrchen  reichlicher  und  länger, 
verzweigen  sich,  senden  kurze  Querästchen  aus  und  gestalten  sich 
dadurch  den  in  den  Falten  jetzt  ebenfalls  weitläuftiger  und  kürzer 
werdenden  Dentinröhrchen  im  höchsten  Grade  ähnlich.  Röhrchen- 
denlin  und  peripherische  Cementknochenschicht  sind  sich  auf  diese 
Weise  in  ihrer  Structur  gegenseitig  sehr  nahe  gerückt.  In  gleichem 
Schritte  mit  dieser  Assimilation  hat,  wie  gesagt,  die  Schärfe  der  Ab- 
grenzung der  Umwallungsschicht  von  Cement  gegen  das  Dentin  in 
dem  Maasse  abgenommen,  dass  hier  eine  Trennung  beider  innig  mit 
einander  verflösster  ModiQcationen  kaum  mehr  möglich  ist. 

Noch  energischer  hat  sich  dieser  Process  in  dem  nach  dem 
Innen rande  des  Kiefers  hinabsteigenden,  mit  langen,  schlank  ge- 
streckten Falten  versehenen  Zahnsegmente  vollzogen  (Fig.  24, 
26,  28  und  30).  Hier  ist  das  peripherische  Knochengewebe  so  voll- 
kommen mit  dem  Dentin  der  Zahnbasen  verflösst,  dass  von  einer 
Selbständigkeit  beider  nicht  mehr  die  Rede  sein  kann.  Die  Knochen- 
körperchenkränze um  die  Yerticalcanäle  ziehen  sich  schweifartig  bis 
tief  in  die  Medianzonen  der  Falten  hinein,  —  Faltenbasen  und  Ce- 
ment  sind   zu  einem  von  GePasscanälen  durchzogenen,   lückenhaften 
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Mantel    verschmolzen,   durch   dessen  Lücken  jetzt  auch  von  aussen, 
nämlich  von  der  Gaumenseite  her,  Gefässe  eintreten. 

Wird  endlich  die  Pulpa  an  der  Basis  des  Zahnkegels  vollkommen 
von  einem  grobmaschigen  Fachwerke  von  Wänden  durch- 
setzt (Fig.  31,  32,  33  und  34)  und  hat  der  Zahnmantel  seine  Conti- 
nuität  ganz  eingebUsst,  so  zeigt  sich,  dass  hier  die  Dentinröhrchen 
noch  mehr  an  Zahl,  Schlankheit  und  Länge  abgenommen  haben  und 
ihrer  gesetzmässigen  Stellung  und  Gruppirung  ganz  verlustig  gegangen 
sind,  —  dass  femer  die  klare  Cementknochengrundmasse  Überall 
vollkommen  in  den  Vordergrund  getreten  und  noch  reicher  an 
Knochenkörperchen  geworden  ist,  welche  die  grossen  Canäle  con- 
form  deren  unregelmässigen  Conturen  umkränzen.  An  Stelle  des 
normalen  Röhrchendentins  ist  Osteodentin  getreten,  welches  durch 
die  Basisschicht  des  Zahnes  in  die  Knochenmasse  des  Kiefers 
übergeht. 

Zeigt  sich  nun  ferner  an  Steinkernen  von  Gefässcanälen  des 
Kiefers  und  von  ihm  durch  Vermittlung  des  Cementes  aufsitzenden 
Zahnpulpon,  dass  die  horizontalen  (Haversischen)  Gefässcanäle  des 
ersteren  sich  vermittelst  der  wurmförmigen  Canälchen  des  Cementes 
in  die  Pulpspeichen  fortsetzen,  indem  ihre  sich  verästelnden,  krüm- 
menden und  anastomosirenden  Zweige  entweder  direct  oder  durch 
das  Zwischenmittel  grösserer  Lacunen  (Textfig.  3,  S.  529)  in  den 
Zahnsockel  emporsteigen  und  in  die  basalen  Maschen  der  Pulpa  aus- 
laufen, so  ergeben  sich  die  Kieferzähne  von  Sclerocephalus 
als  directe  conische  Fortsätze  der  zahntragenden  ma- 
xillaren  Hautknochen. 

Zugleich  aber  erweist  sich  jeder  derselben  als  polysynthe- 
tisch, d.  h.  als  das  Product  der  Verschmelzung  der 
Pulpen  einer  vielzähligen  Gruppe  von  Zahnanlagen. 

In  der  Zahnspitze,  dem  phylogenetisch  jüngsten  und  ontogene- 
tisch  ältesten  Theile  des  Zahnes,  ist  diese  Concrescenz  am 
weitesten  gediehen  und  ihr  Ursprung  von  einer  Summe  von 
Zahnanlagen  am  meisten  verwischt.  Diese  Zahnspitze  besteht  des- 
halb aus  einem  Kegel  von  Röhrchendentin  und  Vitrodentin  mit  Schmelz- 
käppchen ,  in  etwas  grösserer  Tiefe  aus  dem  Dentinmantel  mit  ein- 
heitlicher Pulpa.  Weiter  hinab  beginnt  sich  die  ursprüngliche  Vielzahl 
der  Anlage  durch  die  Gliederung  der  Pulpa  zu  Einzelpulpen  vermittelst 
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symmelrisch  aufgebauter  RadiärwUnde,  den  Deniinfallen,  bemerklich  zu 
machen  (PI  icidentio).  Jeder  dieser  Pulpabschnilie  hat  anfänglich 
noch  eine  sehr  geringe  Selbst<lndigl<eit,  —  immer  aber  erinnern  die 
Dentinrölirchen  in  ihrer  radialen  Ausstrahlung  von  jedem  derselben 
ao  ihr  AbhcingigkeitsverhliUniss  von  Einzelpulpen*  Durch  tieferes 
Eindringen  der  Denlinfalten  trennen  sich  letztere  immer  schUrfer  von 
einander  ab,  zugleich  schiebt  sich  die  weiter  oben  nur  peripherische 
Hüllscliicht  von  Cement  als  Trennungswand  je  zweier  Pulpen ,  ihres 
Röhrchendenlins  und  ihrer  Systeme  von  Anwachslamellen  und  Röhr* 
chenfik*hern  zwischen  diese,  —  theilt  sieh  also  jedem  Abschnitte  als 
Hültschicht  zö.  Eine  w^^itere  Zerlegung  dieser  Pulpspeichen  kündigt 
sich  durch  wurmfOrmige  Krümmungen,  hakenförmige  Umbiegiingen 
und  seilliche  Ausstülpungen  jeder  Falte  an.  Dieselben  vcrrathen  die 
Individualität  ihres  Ursprunges  durch  SecundUrfÖcher  von  Dentinröhr- 
chen,  deren  jeder  einem  der  mit  einander  verschmelzenden  Zahn- 
keime entstammt.  Endlich  gliedert  ein  Maschenwerk  von  Vertical- 
wJinden  die  Pulpspeichen  in  lauter  selbständige,  den  ursprünglichen 
Zahnanlagen  am  nächsten  kommende  Abschnitte.  In  jeden  derselben 
verlaufen  vom  Kiefer  aus  die  ihn  nlthrendeD  Blutgeft^sse.  Die  nUm- 
liehen  phylogenetischen  Reminiscenzen  wiederholen  sich  in  der  Struc- 
tur  des  Dentins,  welches  nach  der  Zahnbasis  zu  eine  sehr  primitive 
Form  annimmt:  die  von  den  Pulpabschnitten  ausstrahlenden  Dentin- 
röhi'chen  werden  sparsamer  und  ordnungsloser,  —  Knochenkörper- 
chen  stellen  sich  reichlicher  ein  (Osteodentin),  —  die  Zahn- 
substanz geht  durch  Vermittlimg  des  Basiscementes  in  das  Gewebe 
des  zahntragenden  Hautknocliens  über.  Aus  der  nach  der  Zahnspitze 
zu  sich  vervollkommnenden  Verschmelzung  der  Pulpen,  mit  welcher 
die  Herausbildung  höher  dilTerenzirten,  normalen  Röhrchendentins  aus 
dem  primitiven  Dentin  der  ursprünglichen  Einzelpulpen  (dem  Osteo- 
dentin) Hand  in  Hand  ging,  resultiren  die  Kieferzähne  von  Sclero- 
cephalus,  ebenso  wie  die  Entstehung  der  Cementzahnleiste  aus  der 
Verschmelzung  primitiver  Zahnplatten  abzuleiten  ist. 

Das  Studium  der  Zähne  von  Sclerocephalus  beweist  somit,  dass 
jeder  grössere,  wenn  auch  bloss  einspitzige  Zahn  der  Llrvierfüssler, 
und  damit  allgemein  der  höheren  Wirbelthiere,  nicht  ein  ursprüngliches, 
ßondern  ein  phylogenetisch  erworbenes  Gebilde  darstellt*). 


ij  W,   KiJKEWTiiAL    hai   wiederboli    (Anal-   Anz.   VL    1891.    S,  369;    ßiolog. 
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5.    Die  Oaumenzälme  von  Sclerocephalus 

und  ihre  Verknüpfung  mit  den  Oaumenknoclien. 

Homologien. 

Den  ursprünglichen  Anlagen  eines  poly synthetischen  Kieferzahnes 
stehen  die  Zalmspitzen  des  Yomers  und  der  Pterygoidea  jetzt  noch  am 
nächsten.   Sie  besitzen  gegenüber  den  bis  1 5  mm  hohen  Kieferzähnen 


Centralbl.  XII.  189«.  S.  i05;  Jen.  Zeitschr.  f.  Nalurw.  XXVI.  N.  F.  XIX.  1892. 
S.  i76]  die  Ansicht  ausgesprochen,  »dass  die  Ausbildung  der  Zähne  innerhalb  der 
gesammten  Wirbelihierreihe  in  erster  Linie  auf  Verschmelzung  von  Einzelzähnen 
zurückzuführen a  sei,  dass  namentlich  »die  Backzähne  der  Säugethiere  aufzufassen 
seien  als  entstanden  durch  gruppenweise  verschmolzene^  ursprüngliche,  conische 
Reptilienzähne  c. 

C.  RösB  führte  (Anat.Anz.  VII.  1892.  S.  832)  die  Zahnplatten  gewisser  Fische, 
so  von  Ceratodus,  Heptanchus,  Myliobatis,  Rhinopterus  und  Cestracion,  auf  die 
Verwachsung  vieler  röhrenförmiger  Einzel  zahne  zurück.  Ebenso  erbrachte  er  den 
entwicklungsgeschichtlichen  Nachweis  (ebend.  VIII.  1893.  S.  670),  dass  die  Ent- 
stehung der  mehrspitzigen  Molaren  von  Chamäleon  »ontogenetisch  durch  Ver- 
wachsung von  typischen,  schmelzbedeckten  Zähnchen  erfolgt«.  An  diese  Beobach- 
tungen knüpft  er  die  Schlussfolgerung,  dass  »sich  ähnliche  Erscheinungen  bei  den 
höheren  Vertebraten  wiederholen  können o  und  dass  »auch  die  Molaren  der  Säuger 
durch  Verwachsung  mehrerer  einspitziger  Zähne  entstanden  sind«. 

Bei  beiden  Autoren  handelt  es  sich  also  um  Zahnplatten  mit  zahlreichen, 
lang  röhrenförmigen  Pulpen ,  sowie  um  mehrspitzige  oder  roehrhöckerige  Zähne, 
deren  Einzelanlagen  sich  in  der  grossen  Zahl  ihrer  noch  selbständigen  Pulpen  oder 
in  der  Gliederung  ihrer  Spitze  oder  Krone  wiederspiegeln.  Anders  bei  den  Zähnen 
von  Sclerocephalus.  Hier  wird  ein  einspitziger,  in  seinem  Spitzentheile  voll- 
kommen einheitlicher  Zahn  mit  hier  ebenfalls  einheitlicher  Pulpa,  welcher  deshalb 
bisher  als  primitives  Gebilde  aufgefasst  wurde,  aus  der  Verschmelzung  einer  viel- 
zähligen  Gruppe  von  Einzelanlagen  abgeleitet,  deren  jede  einem  Schuppen-  oder 
Gaumenzähnchen  homolog  ist. 

In  den  Zähnen  von  Sclerocephalus  ist  ungefähr  der  Vorgang  verwirklicht,  an 
welchem  C.  Rose  die  Möglichkeit  der  Entstehung  zusammengesetzter  Zähne  bei  den 
höheren  Vertebraten  theoretisch  illustrirt,  indem  er  1.  c.  S.  57i  sagt:  »Stellt  man  sich 
vor,  dass  bei  den  einander  sehr  nahe  gerückten  Zahnanlagen  der  Zahnplatten  von 
Spelerpes  das  Schmelzepithel  mehrerer  benachbarter  Zähnchen  mit  einander 
verwächst  und  sodann  noch  eine  Zeitlang  fortbesteht,  dann  würden  die  Zähnchen 
schon  in  ihrer  Dentinsubstanz  mit  einander  verwachsen  und  nicht  nur  mit  ihren 
Cementsockeln.     Wir  erhielten  dann  zusammengepresste  Zähne.« 

Nach  unseren  obigen  Darlegungen  sind  die  von  Kükenthal  und  Rose  als 
ursprüngliche  Elemente  der  Molaren  in  Anspruch  genommenen  »conischen  Reptilien- 
zähne« und  J» einspitzigen  Zähne«  selbst  keine  primitiven,  sondern  vielmehr  poly- 
synthetische Gebilde.     Erst    aus    der  Verschmelzung    solcher  würden    nach  den 
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nur  riiinimale,  kaum  1  — 1,5  ruin  erreichende  LJinge,  sind  einfache 
Denlinhohlkegel  mit  dünnem  Mantel  und  giosser  Pnlpa  und  bilden 
auf  den  Gaumenknochen  weitlünflige  oder  dichte  Hecheln. 

In  die  Pulpa  jedes  dieser  Ziilmchen  senkt  sich  von  dem  dichten 
horizonialen  Caoalsystem  der  sie  tragenden  Knochenlamelle  ein  zartes 
Aeslchen    (siehe  Texlügur  4)    oder    eine   Gruppe    von    solchen.     In 

Fig.  5. 


Fig.  4. 


Fig.  4  oad  5.    NkcIi  AaiUagnog  der  Knr^cheninaa««  erltaltAit  g«bUeb«s<  Stoiak«rti«  von  C»aile«  dts»  hari- 

ifiRthltu  Gcfluisvjsteaieti  der  Gönnte  nie  nocLciii  {h},  —  der  too  rratoron  sicli  aticb  iiiit«o  ftbiw«igeDdoii  Aestell«« 

(«}i  —  and  TOD  Polp«B  der  Omaisiemihoe  {ji|.     Ferner  di«  Ottoodentin-  (^ftDoin-)  «chicht  ig)  »uf  der  ÜauBen- 

Olche  dei  Yomers,  eowie  dor  Dentinl^egdl  (df)  aine»  Gaumani&bBeheint. 

letzlerem  Falle  converglren  dieselben  nach  unten,  treten  durch  feine 
QuerUstchen  in  Verbindung  (sielie  Textfigur  5)  und  vereinen  sich 
schliessHch  zu  einer  Lacune,  welche  sich  kegelförmig  in  den  Dentin- 
mantel  dieser  ursprünglichsten  Ziihne  als  Pulpa  fortsetzt. 

Wird  die  soeben  geschilderte  und  abgebildete  Verknüpfung  der 
Pulpa  mit  dem  Canalsystem  der  Gaumenknochen  durch  die  Sl ein- 
kerne dieser  GeRtssgmppen  (vergl.  S.  483}  nach  Auslaugung  der 
Knochenmasse  als  körperliches  Bild  vor  Augen  gefuhrt,  so  gelang  es 
doch  auch,  durch  die  Vomerztihnchcn  selbst  LSngs-  und  QuerschlifTe 
zu  erzielen,  in  welchen  deren  innere  Structur  schliffst  erhalten  zu 
Tage  tritt.  Es  war  dies  an  einer  solchen  Stelle  nmghch,  wo  der 
Vouier  mit  seiner  GaumenflUche  dem  Kalkstein  auflag,  so  dass  die 
ihr  aufsitzenden  ZiUmchen  in  der  Gesteinsmasse  stecken  und  von  ihr 
vor  der  Vernichtung  durch  die  Sickerwlisser  geschützt  wurden*  Diinn- 
schlifle  nahe  und  parallel  der  Vomergaumenllüche  ergal)en  deshalb 
innerhalb    einer    Flüche    von    Kalksteinmasse    ganze    Gruppen    von 

genannten  Autoren  die  vielÄpitzigeii  oder  mehrhöcierigen  ZUhne  der  höheren 
Wirbelthiere  entslehen  und  dann  je  einen  Coniplex  von  polysynlheliscbeü 
Zahnen   (polysynlhetische  Zahne  zweiler  Ordnung)   vorstöüeD. 
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Querschüiüen  durcli  die  HcchelzUliiichen.  Lieber  deren  inneren  Bau 
Hess  sich  Folgeodes  feststellen  (vergl  Taf.  IV,  Fig.  37—41): 

Die  Vomer-  (und  wohl  auch  die  Pterygoid-)  Zähnchen  von  Sclero- 
cephalus  sind  conisch  mit  scharf  ausgezogener,  schwach  nach  hinten 
gebogener  Spitze  (Fig*  37)  und  von  kreisrundem  Querschnitt,  um- 
schliessen  einen  beträchtlich  stumpferen  Pulpkegel  und  besitzen  des- 
halb eine  ziemlich  lange  solide  Spitze,  die  nach  dem  Sockel  zu  mit 
zunelmiender  Dicke  der  Pulpa  in  einen  sich  immer  mehr  verdünnen- 
den Dentinmantel  ausUUifl.  Dieser  breitet  sich  an  der  Basis  des 
Zahnes  aus  und  verschmilzt  mit  seinen  Nachbarn  zu  dem  Osteodentin- 
llberzug  des  Vomers  (siehe  S,  485).  Das  oberste  Viertel  der  Zahne 
ist  von  einem  dünnen  S  c  h  m  e  l  z  h ä  u  t  c !i e  n  bedeckt,  dessen  Substanz 
keine  prismatische  Structor  besitzt,  sondern  vollkommen  homogen  er- 
sclieint,  aber  lebhafte  Doppelbrechung  aufweist  und  somit  dem  Schmelz 
der  Kieferzähne  (S.  535)  durchaus  gleicht. 

Die  sohde  Zahnspitze  besteht  aus  klarer,  globtdirter  Denlin- 
gf-nndmasse  mit  enger  concentrischer  Anwachslamellirung,  welche 
duich  dünn  legenweisen  Wechsel  feinster  und  etwas  gröberer  Glo- 
bulirung  erzeugt  wird,  w^omit  eine  grössere  oder  geringere  Helligkeit 
dieser  Einzellaioelleu  Hand  in  Hand  geht*  An  der  Zahnperipherie 
werden  die  Zahnbeinkugeln  am  grössten,  zeigen  oft  den  S,  491  be- 
schriebenen schaligen  Aufbau  und  sind  durch  die  Uussersten  dieser 
Schalen  innig  verschmolzen. 

Weiler  unten,  nachdem  die  Pulpa  in  den  Zahn  eingetreten  ist, 
werden  die  Globuli  gleichmitssig  feiner,  wodurch  die  Lamellarstruclur 
fast  verloren  geht. 

Die  D  e  n  t  i  n  r  ö  h  r  c  h  e  n  besitzen  namentlich  nach  dem  Zahn- 
sockel zu  (Fig.  37  und  4 1)  einen  durchaus  primitiven  Habitus,  der 
sich  durch  ihre  weithlullige  Stellung,  ihre  vei'h<lltnissmassige  Kurze, 
ihren  geknickten,  gekrümmten  Verlauf,  ihre  quirlarligen  Verzweigun- 
gen (ähnlicli  Fig.  2,  Tat  1)  und  ihre  Befiedernng  mit  Querüstchen 
verrüth.  In  der  Zalmspitze  stellen  sich  dieselben  enger  und  regel- 
mässiger. Für  sie  alle  ist  charakteristisch,  dass  sie  sich  in  feinste, 
besenreisartige  Büschel  zu  zerüieilen  pflegen,  mit  welchen  sie  in  der 
peripherischen  Zone  der  Denlingrundmasse  austönen. 

Die  Dentinrührchen  steigen  in  Form  eines  Federbusches  in  die 
solide  Zahnspitze  steil  hinan,  biegen  sich  dann  flacher  und  verlaufen 
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im  Denlioniantel  der  Pulpa  fast  horizontal  (Fig.  37),  Selbst  noch  am 
untersten  Sockelrande  ergiebt  sich  ihre  Riclitung  als  eine  einheit- 
liche, radiär  von  der  Pulpa  ausstralilende .  —  es  fehlt  jede  Spur 
von  fächerartiger  Gruppinmg,  bedingt  durch  faltige  Zerschh'lzung  der 
Pulpa,  diese  repräsentirt  vielmehr  eine  typische  Eiozelanlage.  Die 
Grenziläclie  der  Pulpa  gegen  das  Dentin  verläuft  nicht  ghitt,  sondern 
namenthch  an  der  Zahnbasis  buchtig-kerbig.  Die  von  ihr  ausgehen- 
den Dentinrohrchen  erreichen  nie  die  Peripherie  des  Zahnes,  lassen 
vielmehr  stets  eine  dann  vollkommen  klare  Raiidzone  der  Grund- 
masse rOhrchenfrei.  Doch  ist  die  Länge  der  Dentinrohrchen  eine 
sehr  unregelmässige  und  deshalb  die  Breite  der  klaren  Randzone  eine 
rasch  wechselnde,  zackig  aus-  und  ein.s| »ringende   (Fig.  il). 

Sehr  kleine  Dcntinhuhlen  von  sju^atziger  Gestalt  mit  feinsten 
kurzen  Ausläufern  und  dadurch  sehr  den  Knocheokorperchen  ähnUch, 
liegen  in  der  Grundmasse  der  soliden  Spitze  zwar  ziemlich  zahlreich, 
aber  isolirt  (Fig,  38).  Auch  innerhalb  des  Üentinmantels  der  Pulpa 
bilden  sie  nie  eine  geschlossene  Körnellage  wie  bei  den  Kiefer- 
zähnen  (S.  ö02),  sondern  nur  kürzere  oder  längere  Segmente  von 
Kreislinien  (Fig.  41).  In  sie  münden  die  längsten  Denlinröhrchen  ein 
oder  bilden  vielmehr  deren  nach  der  Pulpa  gericlitete  Ausläufer, 
Nach  ihrer  Gestalt  sind  sie  von  KnochenkOrperchen  durchaus  nicht 
zu  unterscheiden,  dürften  thatsächlich  auch  solche  repräsentiren  und 
sich  bei  der  Bildung  des  Zahnbeines  betheiligt  haben,  welches  dann 
als  Osieodentin  zu  bezeichnen  wäre.  Die  Structur  dieser  Hechel- 
zähnchen  hat  sich  in  der  basalen  Sockel|)artie  der  gefalteten  Kiefer- 
zähne erhaltea. 

Durch  die  Basis  dieser  Gaumenzähnchen  geführte  Querschnitte 
zeigten,  dass  hier  eine  Anzahl  horizontaler  Uadiärcanäle  den 
Dentinraante!  durchqueren,  vermittelst  welcher  die  Pulpa  mit  den 
Geweben  auf  der  Überfläche  der  Gaumenknoclien  communicirt  hat. 
Die  gleiche  Erscheinung  wurde  an  den  Scbuppenzähnchen  von  Ga- 
noiden,  so  von  Dapedius,  Macropoma  und  Tetragonolepis,  neuerdings 
auch  von  Lepidosteus  beobachtet  (Klaatscu,  1.  c.  S.  iSi  und  219). 
Bei  den  aus  der  Verschmelzung  derartiger  Anlagen  hervorgegangenen 
gefalteten  Kieferzähnen  von  Sclerocephalus  haben  sich  diesen  Radiär- 
canälen  entspi-echende  Communicationsötl'nungen  an  den  gaumenwärts 
gerichteten  Pulpspeichen  erhalten  (S.  488  und  319). 


'77]      Zur  Histologie  der  Faltenzähne  paläozoischer  Stbgocephalen.     551 

Haben  sich  die  Deckknochen  des  Sclerocephalus- 
schädels  durch  die  Gleichartigkeit  ihres  histologi- 
schen Aufbaues  als  vollkommene  Homologa  der  Ga- 
noidschuppen  erwiesen,  so  gilt  das  Nämliche  von  den 
Hechelzähnen  der  Gaumenknochen  jenes  Stegocepha- 
len  und  den  Zähnchen  der  Ganoidschuppen:  beide  sind 
spitzconische,  mit  einem  zarten  Schmelzkäppchen  und  grosser  Pulpa 
versehene  Dentinkegel,  deren  basale  Ausbreitungen  zu  jener,  sonst 
als  Ganoin  bezeichneten  Lage  einer  Dentinmodification  verschmolzen 
sind,  welche  den  durch  ein  dichtes,  horizontales  Canalsystem  aus- 
gezeichneten Hautknochen  tiberzieht. 

Aus  der  Concrescenz  der  Anlagen  solcher  ursprüng- 
lichsten Zähne  sind  die  demnach  polysynthetischen 
Faltenzähne  der  Kiefer  von  Sclerocephalus,  —  aus 
der  Verschmelzung  ihrer  Basen  die  Cementleisten  der 
letzteren  abzuleiten. 
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Erklärung  der  auf  Tafel  I  bis  IV  angewandten 
Bachstabensymbole. 

S  =  Schmelz. 
D  =  Dentin. 
Dr  =  Dentinröhrchen. 

ow  =  OwBN'sche  Gonturlinien  (Secund'ärbiegungen  der   Dentinröhrchen,    Kränze 
von  Dentinhöhlen  und  Gabelungen  der  Röhrchen). 
h  =  Haupträchersysteme, 

$  =  Secundärfächersysteme  von  Dentinröhrchen. 
Dl  =  Dentin  mit  Lamellarstructur. 
Dg  =  Dentin  mit  Globularstructur.' 

/  =  Interglobularräume. 
Dh  =  Dentinhöhlen. 

Dkk  =  Dentinhöhlenkränze  (Rörnellagen,  granulär  layers). 
Dhg  =  Dentinhöhlenguirlanden. 
VD  =  Vitrodentin. 
PD  =  Plicidentin. 

OD  =  Osteodentin  (umfassend  alle  Uebergangsstadien  vom  Dentin  bis  zum  Knochen] . 
ODb  =  Osteodentin  des  basalen  Fachwerkes. 
C  =  Gement^ 

kk  =  Knochenkörperchen, 

c  =  Gefässcanäle, 
hc  =  Eintrittsstellen  horizontaler  Gefässcanäle  von  der  Gaumenfläche 
aus. 
/  =  Aussenf  urchen. 

e  =  Speichenförmige  Einstülpungen  der  peripherischen  Schicht  in  die  Dentin- 
falten. 
P  =  Pulpa. 

o  =  Theilweiser  Ersatz  der  Odontoblastenschicht  durch  Brauneisen. 
br  =  Scheinbare  »Odontoblastenbrückenc. 


Erklärung  von  Tafel  I. 

Querschliffe  durch  Kieferzähne  von  Sclerocephalus. 

Figur  1.  Qaerschliff  durch  die  äusserste,  solide  Zahnspitze.  Yergrösseruag  145. 
Seite  490. 

Figur  2.  Die  stumpfere  Zahnschneide  von  Figur  \  mit  ausgezeichneter  Laniellar- 
und  Globularstructur.     YergrÖsserung  550.     Seite  491. 

Figur  3.  Partie  aus  der  Nähe  der  schärferen  Zahnschneide.  YergrÖsserung  550. 
Seite  491. 

Figur  4*  a  bis  c  Yerzweigungen  und  Yerästelungen  von  Dentinröhrchen  der 
Zahnspitze,  d  und  e  solche  im  Querschnitte.  YergrÖsserung  1020. 
Seite  492. 

Figur  5  und  6.  Querschnitte  durch  die  noch  immer  soliden  Zahnspitzen  von 
Nachbarzähnen,  etwas  tiefer  als  Figur  I. 

Figur  5:  YergrÖsserung  55,  Seite  493;  Figur  6:  YergrÖsse- 
rung 65,  Seite  494. 

Figur  7.  Die  in  Figur  6  mit  < — ' — ^  bezeichnete  Zahnschneide  mit  Schmelz,  so- 
wie lamellirtem  und  globulirtem  Dentin,  in  550facher  YergrÖsserung. 
Seite  495. 

Figur  8.  Partie  aus  der  Nähe  der  gegenüber  liegenden  Zahnschneide  mit  Glo- 
bularstructur und  Interglobularräumen  in  560  facher  YergrÖsserung. 
Seite  496. 

Figur  9.  Tiefer  gelegener  Querschnitt  durch  die  Zahnspitze  nach  Eintritt  der 
Pulpa  in  dieselbe.  Sich  ausdünnendes  Schmelzhäutcben.  OwBN*sche 
Gonturlinien.     YergrÖsserung  55.     Seite  498. 

Figur  10.  Segment  dieses  Querschnittes  mit  Dentinböhlenkränzen ,  Secundär- 
biegungen  und  Yerzweigungen  der  Dentinröhrchen,  in  550  facher  Yer- 
grÖsserung.    Seite  499. 

Figur  11.  Dentinhöhlen  mit  einmündenden  und  austretenden  Dentinröhrchen  aus 
dem  nämlichen  QuerschlifTe^  in  1 100  facher  YergrÖsserung.    Seite  501. 

FiKur  12.  Der  Pulpkegel  hat  sich  erweitert^  die  Faltung  des  Zahnmantels  be- 
ginnt. Die  Dentinröhrchen  gruppiren  sich  zu  selbständigen  Einzel- 
fächern.    YergrÖsserung  30.     Seite  503. 
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Erklänmg  von  Tafel  H. 

Querschliffe  durch  Kieferzähne  von  Sclerocephalus. 

Figur  13.  Abschnitt  des  Zahnmantels  Figur  42;  rechts  mit  Hinweglassung  des 
FUchersystemes  von  Dentinröhrchen ,  um  die  globulare  und  lamellare 
Structur  der  Dentingrundmasse  zur  Darstellung  zu  bringen.  Yer- 
grösserung  105.     Seite  504. 

Figur  14.  Abschnitt  des  Zahnmantels  Figur  12  (rechts  unten).  Gefässcanäle  (c) 
und  Rnochcnkörperchen  [kk)  treten  in  die  peripherische  Hülischicht 
ein,  die  sich  zwischen  je  zwei  Röhrchenfä ehern  speichenförmig  nach 
innen  stülpt  und  diese  von  einander  scheidet.  Vergrösserung  55. 
Seite  505. 

Figur  15.  Die  Fallung  des  Dentinmantels  ist  weiter  fortgeschritten.  In  der  peri- 
pherischen Hüllschicht  steigt  unter  fast  jeder  Aussenfurche  ein  Ganal 
empor.     Vergrösserung  30.     Seite  505. 

Figur  16.  Abschnitt  aus  Figur  15^  ein  Hauptfächer  von  Dentinröhrchen,  diese  in 
Guirlanden  von  Dentinhöhlen  mündend  und  beiderseits  begrenzt  von 
Einstülpungen  der  Hüllschicht.  Lamellare  und  globulare  Structur  des 
Dentins.     Vergrösserung  105.     Seite  506. 

Figur  17.  Partie  aus  dem  Querschnitt  Figur  15.  Globularstructur  der  Grund- 
masse zweier  Fächersysteme  von  Dentinröhrchen,  diese  getrennt  durch 
die  speichenförmige  Einstülpung  der  Hüllschicht.  Halbschematisch. 
Vergrösserung  235.     Seite  509  u.  510. 

Figur  18  und  19.  Dentinhöhlen  mit  einmündenden  Dentinröhrchen.  Vergrösse- 
rung 1100.  Figur  18  Dentinhöhlen  der  Rörnelguirlanden ,  Figur  19 
solche  vom  Rande  der  Einstülpung  e  in  die  Medianzone  der  Falten. 
Seite  508. 

Figur  20.  Die  Falten  greifen  tiefer  ein,  die  Hüllschicht  mit  ihren  Einstülpungen 
hat  die  Structur  des  Cemenies  angenommen.  Vergrösserung  55. 
Seite  511. 

Figur  21.  Abschnitt  einer  Falte  des  Querschnittes  Figur  20  in  145facher  Ver- 
grösserung. Die  Einstülpung  der  Hüllschicht  in  die  Medianzone  der 
Falten  enthält  Knochenkörperchen  [kk).  Die  Dentinröhrchen  münden 
medianwärts  in  Denlinhöhlen.     Seite  513. 

Figur  22.  Auf  der  nach  dem  Aussenrande  des  Kiefers  gerichteten  Flanke  des 
Faltenzahnes  verstärkt  sich  die  Hüllschicht  von  Cement.  Vergrösse- 
rung 55.     Seite  516. 

Figur  23.  Längsschnitt  durch  ein  Stück  des  Zahnmantels.  Vergrösserung  55. 
Seite  510. 
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Erklärung  von  Tafel  IIL 

Querschliffe  durch  Kieferzähne  von  Sclerocephalus. 

Figur  24.  Querschnitt  durch  den  Zahnsockel.  Die  nach  dem  äusseren  Kieferrandc 
gerichtete  Zahnflanke  ist  mit  kurzen,  plumpen  Falten  und  mit  einer 
dicken  Cementschicht  versehen,  das  entgegengesetzte,  nach  dem  Gau- 
men gewandte  Segment  entbehrt  der  letzteren;  zwischen  den  Basen 
der  schlanken  Falten  treten  von  der  Gaumenfläche  her  horizontale 
Gefässcanäle   (hc)  ein.     Yergrösserung  Si.     Seite  54  3. 

Figur  25.  Abschnitt  aus  dem  äusseren  Segmente  des  Zahnsockelquerschliffes 
Figur  24.     Yergrösserung  55.     Seite  54  4. 

Figur  26.  Abschnitt  aus  dem  Gaumensegmente  des  nämlichen  Querschliffes,  in 
55facher  Yergrösserung.     Seile  54  8. 

Figur  27.  Theil  einer  schlanken  Falte  von  Fig.  24  mit  medianer  Gementeinstülpung. 
Yergrösserung  4  45.     Seite  54  9. 

Figur  28.  Querschnitt  durch  den  basalen  Theil  des  Zahnsockels.  Die  Falten 
streben  nach  noch  grösserer  Zerschlitzung  der  Pulpa  und  Individuali- 
sirung  der  Einzelpulpen  der  ursprünglichen  Zahnanlage.  Gleichzeitig 
assimiliren  sich  Dentin  und  Gement  mehr  und  mehr  zu  einem  weniger 
differenzirten  Mittelglieder  dem  Osteodentin.  Yergrösserung  24.  Seite 
522. 


Erklärung  von  Tafel  IV. 

Fig.  29—36  Querschliffe  durch  Kieferzähne,  Fig.  37—41  Schliffe 
durch  Gaumenzähne  von  Sclerocephalus. 

Figur  29  und  30.  Abschnitte  aus  dem  seitlichen  Segmente  (Fig.  S9)  und  dem 
Gaumensegmente  (Fig.  30)  von  Querschnitt  Figur  28 ,  mit  Yerflössung 
von  Dentin  und  Gement.     Vergrösserung  55.     Seite  522  und  524. 

Figur  31.  Querschnitt  durch  die  Zahnbasis.  Die  Pulpa  ist  in  Einzelcanäle  zer- 
legt, welche  den  Zahnkeimen  der  ursprünglichen  Anlage  am  nächsten 
kommen.  Das  Fachwerk  von  Scheidewänden  besteht  aus  Osteodentin. 
Vergrösserung  30.     Seite  526. 

Figur  32,  33  und  34.  Abschnitte  aus  Fig.  34  zur  Illustration  des  Osteodentins 
der  Scheidewände  sowie  der  »Brücken«.  Fig.  32  in  4  05facher,  Fig.  33 
und  34  in  55facher  Vergrösserung.     Seite  527. 

Figur  35.  Die  Odontoblastenschicht  des  Osteodentins  communicirt  durch  Dentin- 
röhrchen  mit  den  Rnochenkörperchen.    Vergrösserung  HOO.    Seite  528. 

Figur  36.  In  der  Medianzone  der  Osteodentin  wände  fluidal  angeordnete  Knochen- 
körperchen.     Vergrösserung  550.     Seite  527. 

Figur  37  bis  44.  Schliffe  durch  Vomerzähne.  Fig.  37  Längsschliff, 
Fig.  38,  39,  40  und  41  Querschliffe.  Vergrösserung  445.  Dünnes 
Schmelzhäutchen ,  solide  Spitze  von  Dentin,  stumpfer  Pulpkegel,  die 
Dentinröhrchen  namentlich  im  Zahnsockel  von  sehr  primitivem  Habitus. 
Seite  549. 
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